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Boa Prova!

Questão 1. (valor 2,0 pontos) Dados subconjuntos disjuntos A,B ⊂ IRn,
mostre que:

m∗(A ∪B) ≥ m∗(A) + m∗(B),
onde m∗ denota a medida interior de Lebesgue.

Questão 2. (valor 0,5 ponto cada item) Decida se as afirmações abaixo são
verdadeiras ou falsas e justifique sua resposta.

(a) O limite pontual de uma seqüência (fk)k≥1 de funções mensuráveis
fk : IR → IR é uma função mensurável.

(b) O limite pontual de uma seqüência (fk)k≥1 de funções integráveis
fk : IR → IR é uma função integrável.

(c) Se A ⊂ IRm×IRn ∼= IRm+n é um Boreleano então para todo x ∈ IRm

a fatia vertical Ax de A é um Boreleano de IRn.
(d) Se T : IR2 → IR é uma aplicação linear e se A é um subconjunto

mensurável de IR2 então T (A) é um subconjunto mensurável de IR.

Questão 3. (valor 2,0 pontos) Seja f : [0,+∞[ → IR uma função men-
surável e limitada. Calcule o limite:

lim
n→∞

∫ +∞

0
e−nxf(x) dm(x).

Questão 4. (valor 2,0 pontos) Sejam A, B subconjuntos mensuráveis de
IRm × IRn ∼= IRm+n e suponha que para todo x ∈ IRm a fatia vertical Bx de
B é uma translação da fatia vertical Ax de A, i.e., existe v(x) ∈ IRn com
Bx = Ax + v(x). Mostre que m(A) = m(B).

Questão 5. (valor 2,0 pontos) Seja (X,A, µ) um espaço de medida com
µ(X) < +∞. Se uma seqüência (fk)k≥1 de funções integráveis fk : X → IR
converge uniformemente para uma função f : X → IR, mostre que f é
integrável e que

∫
X f dµ = limk→∞

∫
X fk dµ.

Questão 6. (valor 3,0 pontos) Sejam (X,A, µ) um espaço de medida e
f : X → [0,+∞] uma função mensurável; denote por νf : A → [0,+∞] a
medida definida por νf (A) =

∫
A f dµ, para todo A ∈ A. Se g : X → IR

é uma função mensurável, mostre que g é quase integrável com respeito à
medida νf se e somente se o produto gf é quase integrável com respeito à
medida µ e, nesse caso,

∫
X g dνf =

∫
X gf dµ.
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Questão 1. Dados subconjuntos disjuntos A,B ⊂ IRn, mostre que:

m∗(A ∪B) ≥ m∗(A) + m∗(B),

onde m∗ denota a medida interior de Lebesgue.

Resolução 1. Se K é um subconjunto compacto de A e K ′ é um subcon-
junto compacto de B então K ∪K ′ é um subconjunto compacto de A∪B e
portanto:

m∗(A ∪B) ≥ m(K ∪K ′) = m(K) + m(K ′),
já que K e K ′ são mensuráveis e disjuntos. Dáı:

m∗(A ∪B) ≥ sup
{
m(K) + m(K ′) : K ⊂ A, K ′ ⊂ B compactos

}
= sup

{
m(K) : K ⊂ A compacto

}
+ sup

{
m(K ′) : K ′ ⊂ B compacto

}
= m∗(A) + m∗(B). �

Resolução 2. Pelo resultado do Exerćıcio 1.28 das notas de aula, existem
subconjuntos W ⊂ A, W ′ ⊂ B de tipo Fσ tais que m(W ) = m∗(A) e
m(W ′) = m∗(B). Dáı W ∪W ′ ⊂ A ∪B e portanto:

m∗(A∪B) ≥ m∗(W ∪W ′) = m(W ∪W ′) = m(W )+m(W ′) = m∗(A)+m∗(B),

já que W e W ′ são mensuráveis e disjuntos. �

Questão 2. Decida se as afirmações abaixo são verdadeiras ou falsas e
justifique sua resposta.

(a) O limite pontual de uma seqüência (fk)k≥1 de funções mensuráveis
fk : IR → IR é uma função mensurável.

(b) O limite pontual de uma seqüência (fk)k≥1 de funções integráveis
fk : IR → IR é uma função integrável.

(c) Se A ⊂ IRm×IRn ∼= IRm+n é um Boreleano então para todo x ∈ IRm

a fatia vertical Ax de A é um Boreleano de IRn.
(d) Se T : IR2 → IR é uma aplicação linear e se A é um subconjunto

mensurável de IR2 então T (A) é um subconjunto mensurável de IR.

Resolução.
(a) Verdadeiro.

Segue do Corolário 2.1.24 das notas de aula.
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(b) Falso.
Se fk = χ[0,k] então fk : IR → IR é uma função integrável para todo
k ≥ 1, mas (fk)k≥1 converge pontualmente para a função χ[0,+∞[,
que não é integrável.

(c) Verdadeiro.
Para cada x ∈ IRm, a função ix : IRn → IRm × IRn definida por
ix(y) = (x, y), para todo y ∈ IRn, é cont́ınua e portanto Borel men-
surável. Como A é um Boreleano de IRm × IRn ∼= IRm+n, segue que
i−1
x (A) = Ax é um Boreleano de IRn, para todo x ∈ IRm.

(d) Falso.
Seja T : IR2 → IR a aplicação linear definida por T (x, y) = x, para
todo (x, y) ∈ IR2. Se A é um subconjunto não mensurável de IR
então A × {0} é um subconjunto mensurável de IR2 (com medida
exterior nula), mas T

(
A× {0}

)
= A.

Questão 3. Seja f : [0,+∞[ → IR uma função mensurável e limitada.
Calcule o limite:

lim
n→∞

∫ +∞

0
e−nxf(x) dm(x).

Resolução. Seja c < +∞ tal que |f(x)| ≤ c, para todo x ≥ 0. Dáı, para
todo n ≥ 1 e todo x ≥ 0, temos:∣∣e−nxf(x)

∣∣ ≤ c e−x;

a função [0,+∞[ 3 x 7→ c e−x é integrável e para todo n ≥ 1 a função
[0,+∞[ ∈ x 7→ e−nxf(x) é mensurável. Além do mais:

lim
n→∞

e−nxf(x) =

{
0, se x > 0,

f(0), se x = 0.

Segue do Teorema da Convergência Dominada que:

lim
n→∞

∫ +∞

0
e−nxf(x) dm(x) =

∫ +∞

0
lim

n→∞
e−nxf(x) dm(x)

=
∫ +∞

0
f(0)χ{0}(x) dm(x) = 0. �

Questão 4. Sejam A, B subconjuntos mensuráveis de IRm×IRn ∼= IRm+n e
suponha que para todo x ∈ IRm a fatia vertical Bx de B é uma translação da
fatia vertical Ax de A, i.e., existe v(x) ∈ IRn com Bx = Ax + v(x). Mostre
que m(A) = m(B).
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Resolução. Para todo x ∈ IRm, temos m∗(Ax) = m∗(Bx), pelo Lema 1.4.10
das notas de aula. A Proposição 2.7.3 das notas de aula nos dá:

m(A) =
∫

IRm

m(Ax) dm(x) =
∫

IRm

m(Bx) dm(x) = m(B). �

Questão 5. Seja (X,A, µ) um espaço de medida com µ(X) < +∞. Se
uma seqüência (fk)k≥1 de funções integráveis fk : X → IR converge unifor-
memente para uma função f : X → IR, mostre que f é integrável e que∫
X f dµ = limk→∞

∫
X fk dµ.

Resolução. Temos que a função f é mensurável, sendo um limite pontual
de funções mensuráveis. Como fk → f uniformemente, existe k ≥ 1 tal que
|fk(x)− f(x)| ≤ 1, para todo x ∈ X; dáı:

|f | ≤ |f − fk|+ |fk| ≤ |fk|+ 1,

e portanto:∫
X
|f |dµ ≤

∫
X
|fk|+ 1 dµ =

∫
X
|fk|dµ + µ(X) < +∞.

Isso prova que |f | é integrável, donde f também é integrável. Além do mais,
temos:∣∣∣ ∫

X
fk dµ−

∫
X

f dµ
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫
X

fk − f dµ
∣∣∣ ≤ ∫

X
|fk − f |dµ

≤ sup
x∈X

∣∣fk(x)− f(x)
∣∣ µ(X).

A convergência uniforme de (fk)k≥1 para f nos dá:

lim
k→∞

sup
x∈X

∣∣fk(x)− f(x)
∣∣ = 0,

e como µ(X) < +∞, segue que limk→∞
∫
X fk dµ =

∫
X f dµ. �

Questão 6. Sejam (X,A, µ) um espaço de medida e f : X → [0,+∞]
uma função mensurável; denote por νf : A → [0,+∞] a medida definida
por νf (A) =

∫
A f dµ, para todo A ∈ A. Se g : X → IR é uma função

mensurável, mostre que g é quase integrável com respeito à medida νf se
e somente se o produto gf é quase integrável com respeito à medida µ e,
nesse caso,

∫
X g dνf =

∫
X gf dµ.
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Resolução. Suponha inicialmente que g é uma função simples, mensurável
e não negativa; dáı g =

∑k
i=1 ciχAi

, com ci ∈ [0,+∞] e Ai ∈ A, para
i = 1, . . . , k. Temos:∫

X
g dνf =

k∑
i=1

ciνf (Ai) =
k∑

i=1

ci

∫
Ai

f dµ =
∫

X

k∑
i=1

ciχAi
f dµ =

∫
X

gf dµ.

Suponha agora que g é uma função mensurável e não negativa arbitrária.
Dáı existe uma seqüência (gk)k≥1 de funções simples, mensuráveis e não
negativas gk : X → [0,+∞] tal que gk ↗ g. Temos então que gkf ↗ gf e o
Teorema da Convergência Monotônica nos dá:∫

X
g dνf = lim

k→∞

∫
X

gk dνf = lim
k→∞

∫
X

gkf dµ =
∫

X
gf dµ.

Finalmente, se g : X → IR é uma função mensurável arbitrária então:∫
X

g+ dνf =
∫

X
g+f dµ,

∫
X

g− dνf =
∫

X
g−f dµ;

a conclusão segue observando que (gf)+ = g+f e (gf)− = g−f . �


