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Boa Prova!

Questao 1. (valor 2,0 pontos) Dados subconjuntos disjuntos A, B C IR",
mostre que:

m(AUB) > m,(A) + m.(B),
onde m, denota a medida interior de Lebesgue.

Questao 2. (valor 0,5 ponto cada item) Decida se as afirmagcoes abaixo sao
verdadeiras ou falsas e justifique sua resposta.

(a) O limite pontual de uma seqiiéncia (f)r>1 de funcoes mensurdveis
fr : R — IR é uma fun¢ao mensuravel.

(b) O limite pontual de uma seqiiéncia (fx)r>1 de fungodes integraveis
fr : R — IR é uma funcao integravel.

(c) Se A C IR™ x IR™ = [R™*" é um Boreleano entdo para todo = € IR™
a fatia vertical A, de A é um Boreleano de IR™.

(d) Se T : IR? — IR é uma aplicacio linear e se A é um subconjunto
mensuravel de IR? entdo T(A) é um subconjunto mensurdvel de IR.

Questao 3. (valor 2,0 pontos) Seja f : [0,+oc0] — IR uma fungdo men-
suravel e limitada. Calcule o limite:
+o0o

lim e " f(x)dm(x).

n—oo 0
Questao 4. (valor 2,0 pontos) Sejam A, B subconjuntos mensuraveis de
IR™ x IR™ =~ IR™™ e suponha que para todo x € IR™ a fatia vertical B, de
B é uma translagao da fatia vertical A, de A, i.e., existe v(z) € IR™ com
B, = Ay +v(z). Mostre que m(A) = m(B).

Questao 5. (valor 2,0 pontos) Seja (X,.A, u) um espaco de medida com
p1(X) < 4o00. Se uma seqiiéncia (fx)r>1 de fungdes integraveis fr : X — IR
converge uniformemente para uma funcao f : X — IR, mostre que f é
integrével e que [ fdp = limy_.oo [y frdp.

Questao 6. (valor 3,0 pontos) Sejam (X, .4, ) um espago de medida e
f+ X — [0,+00] uma funcao mensurdvel; denote por vy : A — [0,400] a
medida definida por vf(A) = [, fdu, para todo A € A Seg: X — R
¢ uma funcao mensuravel, mostre que g é quase integravel com respeito a
medida v se e somente se o produto gf é quase integravel com respeito a
medida p e, nesse caso, [y gdvy = [y gf dpu.
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Questao 1. Dados subconjuntos disjuntos A, B C IR"™, mostre que:
m, (AU B) > m,(A) + m.(B),

onde m, denota a medida interior de Lebesgue.

Resolugao 1. Se K ¢é um subconjunto compacto de A e K’ é um subcon-
junto compacto de B entao K U K’ é um subconjunto compacto de AU B e
portanto:

m.(AUB) >m(KUK') =m(K) +m(K'),

ja que K e K’ sdo mensuraveis e disjuntos. Dai:
m, (AU B) > sup {m(K) + m(K') : K C A, K' C B compactos}
= sup {m(K) : K C A compacto} + sup {m(K’) : K’ C B compacto}
=m.(A)+my(B). O

Resolugao 2. Pelo resultado do Exercicio 1.28 das notas de aula, existem
subconjuntos W C A, W' C B de tipo F, tais que m(W) = m,(A) e
m(W') = m(B). Dail W UW’ C AU B e portanto:

m.(AUB) > m,(WUW') = m(WUW') = m(W)+m(W') = m.(A4)+m.(B),

ja que W e W' sdo mensurdveis e disjuntos. ([

Questao 2. Decida se as afirmagoes abaixo sao verdadeiras ou falsas e
justifique sua resposta.

(a) O limite pontual de uma seqiiéncia (f)r>1 de funcoes mensurdveis
fr : R — IR é uma fungao mensuravel.

(b) O limite pontual de uma seqiiéncia (fx)r>1 de fungodes integraveis
fr : R — IR é uma funcao integravel.

(¢) Se AC R™x IR™ = IR™" é um Boreleano entao para todo z € IR™
a fatia vertical A, de A é um Boreleano de IR™.

(d) Se T : IR? — IR é uma aplicacio linear e se A é um subconjunto
mensuravel de IR? entdo T(A) é um subconjunto mensurdvel de IR.

Resolugao.

(a) Verdadeiro.
Segue do Corolario 2.1.24 das notas de aula.



(b) Falso.
Se fr. = X[o,k] entao fj : IR — IR é uma funcao integravel para todo
k > 1, mas (fi)r>1 converge pontualmente para a funcao X|
que nao é integravel.

(c) Verdadeiro.
Para cada x € IR™, a funcéo i, : IR" — IR™ x IR"™ definida por
i:(y) = (x,y), para todo y € IR"™, é continua e portanto Borel men-
surdvel. Como A é um Boreleano de IR™ x IR™ = JR™*™ segue que
iy '(A) = A, é um Boreleano de IR", para todo x € IR™.

T

(d) Falso.
Seja T : IR?> — IR a aplicacdo linear definida por T(z,y) = =, para
todo (z,y) € IR?. Se A é um subconjunto ndo mensuravel de IR

entdo A x {0} é um subconjunto mensuravel de IR? (com medida
exterior nula), mas T'(A4 x {0}) = A.

0,400’

Questao 3. Seja f : [0,400] — IR uma fungao mensuravel e limitada.

Calcule o limite:
oo

lim e " f(x)dm(x).

n—0o0 0

Resolugao. Seja ¢ < 400 tal que |f(x)| < ¢, para todo > 0. Dai, para
todo n > 1 e todo x > 0, temos:

’e_mf(:c)‘ <ce %

a fungdo [0,400[ 2 x +— ce ™ é integravel e para todo n > 1 a fungio

[0,400[ € & — e ™ f(x) é mensurdvel. Além do mais:

{O, se x > 0,

fim e/ (@) = f(0), sex=0.

n—oo

Segue do Teorema da Convergéncia Dominada que:

+o0 Foo
lim e " f(x)dm(x) = / lim e " f(z) dm(x)
0

n—oo 0 n—oo

+oo
= [ 10 xgy @) dm) <0, O

Questao 4. Sejam A, B subconjuntos mensurdveis de IR™ x IR"™ = [R™*" ¢
suponha que para todo x € IR™ a fatia vertical B, de B é uma translacao da
fatia vertical A, de A, i.e., existe v(z) € IR" com B, = A; + v(x). Mostre
que m(A) = m(B).
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Resolugao. Para todo z € IR™, temos m*(A,) = m*(B;), pelo Lema 1.4.10
das notas de aula. A Proposicao 2.7.3 das notas de aula nos da:

m(A) = / . m(A;)dm(x) = / . m(B;) dm(z) = m(B). O

Questao 5. Seja (X, A, p) um espaco de medida com p(X) < +oo. Se
uma seqiiéncia (fy)g>1 de fungdes integraveis fi : X — IR converge unifor-
memente para uma funcao f : X — IR, mostre que f é integravel e que
fod,U' = limg 0 fX Jrdp.

Resolugao. Temos que a funcdo f é mensuravel, sendo um limite pontual
de funcoes mensuraveis. Como fr — f uniformemente, existe & > 1 tal que
|fu(z) — f(z)| <1, para todo x € X; dal:

1] < 1f = fel + 1 fel < el + 1,

e portanto:

/Iflduﬁ/ |fk|+1du=/ | fel dpe 4 p(X) < +o0.
X X X

Isso prova que | f| é integravel, donde f também é integravel. Além do mais,
temos:

’/Xf’“d“‘/xfd“’: \/ka—fdu! S/lek—f!du

< sup | fu(2) = f(2)| p(X).
zeX

A convergéncia uniforme de (fx)r>1 para f nos da:

lim sup ‘fk(:c) — f(:r)‘ =0,

k—00 e X

e como pu(X) < 400, segue que limy oo [ fodp = [ fdpu. O

Questao 6. Sejam (X, A, ) um espaco de medida e f : X — [0,+0o0]
uma fungao mensurdvel; denote por vy : A — [0,4+00] a medida definida
por vf(A) = [, fdu, para todo A € A Seg: X — IR ¢ uma funcao
mensuravel, mostre que g ¢ quase integravel com respeito a medida vy se
e somente se o produto gf é quase integravel com respeito a medida u e,

nesse caso, [y gdvy = [ gf dp.
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Resolugao. Suponha inicialmente que g é uma funcao simples, mensuravel
e nao negativa; dai g = Zle CiX,,, com ¢ € [0,+00] e A; € A, para
i1=1,...,k. Temos:

k k k
/ ngf = ZCin(Ai) = ZCZ/ fdu = / ZCiXAifd,U —/ gfd:u“
X i=1 i=1 Aq X =1 X

Suponha agora que g é uma fungdo mensuravel e nao negativa arbitraria.
Dai existe uma seqiiéncia (gi)r>1 de funcdes simples, mensurdveis e nao
negativas g : X — [0, +o0] tal que g " g. Temos entao que grf /" gf eo
Teorema da Convergéncia Monotonica nos da:

/gduf: lim/gkdyf: lim/gkfd,u:/gfdu.
X k—oo Jx k—oo Jx X

Finalmente, se g : X — IR é uma fun¢ao mensuravel arbitraria entao:

/g+de=/ 9" fdu, /ngf:/ g~ fdu;
X X X X

a conclusao segue observando que (gf)" =g"fe (gf)" =g f. O



