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Boa Prova!

Questao 1. (valor 0,5 ponto cada item) Decida se as afirmagoes abaixo sao
verdadeiras ou falsas e justifique sua resposta.

(a) Dados conjuntos A, B C IR™, se AU B nao é mensuravel entdao ou A
nao é mensuravel ou B nao é mensuravel.
(b) Dado um conjunto arbitrério A C IR"™ entdo existe um conjunto F
de tipo G5 em IR" contendo A tal que m*(A) = m(E).
(¢c) Dado um conjunto arbitrario A C IR"™ entao existe um conjunto F
de tipo G5 em IR" contendo A tal que m*(E'\ A) = 0.
(d) Todo subconjunto compacto de IR com interior vazio tem medida de
Lebesgue zero.
(e) Dados conjuntos A, B C IR" com m,(A) = 0 e m,(B) = 0 entao
m,.(AUB) =0.
Questao 2. (valor 2,5 pontos) Seja (X, A, ) um espago de medida com
w(X) < 4o00. Sejam A, B,C € A. Mostre que:

w(AUBUC) = pu(A) + u(B) + pu(C) — (AN B) — (AN C)
—wBNC)+pu(AnBnC).
Questao 3. (valor 2,5 pontos) Mostre que o conjunto:
A={(z,z): 2z €[0,1]}
tem medida de Lebesgue zero em IR?.

Questao 4. (valor 2,5 pontos) Dados conjuntos A, B,C' C IR", mostre que:
m"(AAC)<m*"(AAB)+m*"(BAC),

onde X AY = (X \Y)U (Y \ X) denota a diferenca simétrica de dois
conjuntos X e Y.
Questao 5. Sejam dados conjuntos A C IR™, B C IR", de modo que
Ax BCIR™x R" =~ R™™,

(a) (valor 1,5 pontos) Mostre que m*(A x B) < m*(4)m*(B), tendo em

mente a convencao 0 - (+00) = (+00) - 0 = 0.
(b) (valor 1,5 pontos) Mostre que se A e B sao mensurdveis entao A X B

também é mensuravel.
(c) (valor 3,0 pontos) Mostre que se A e B sdo mensuraveis entao:

m(A x B) = m(A)m(B).
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Questao 1. Decida se as afirmagoes abaixo sdo verdadeiras ou falsas e
justifique sua resposta.

(a) Dados conjuntos A, B C IR", se AU B nao é mensuravel entdao ou A
nao é mensuravel ou B nao ¢ mensuravel.

(b) Dado um conjunto arbitrario A C IR"™ entdo existe um conjunto F
de tipo Gs em IR™ contendo A tal que m*(A) = m(E).

(c) Dado um conjunto arbitrario A C IR"™ entao existe um conjunto E
de tipo G5 em IR" contendo A tal que m*(E\ A) = 0.

(d) Todo subconjunto compacto de IR com interior vazio tem medida de
Lebesgue zero.

(e) Dados conjuntos A, B C IR"™ com m,(A) = 0 e m,(B) = 0 entao
m,(AUB) =0.

Resolugao.

(a) Verdadeiro.
Basta observar que se A e B fossem ambos mensuraveis entao AU B
também seria (Lema 1.4.15 das notas de aula).

(b) Verdadeiro.
E o resultado do Lema 1.4.48 das notas de aula.

(c) Falso.
Se existisse E C IR"™ de tipo G5 com A C E e m*(E \ A) = 0 entao
A seria mensurdvel. De fato, temos A = E\ (E \ A), onde E é
mensuravel (porque é de tipo Gg) e E'\ A é mensuravel (porque tem
medida exterior nula).

(d) Falso.
Existem conjuntos de Cantor com medida positiva; eles sdo compac-
tos e tém interior vazio (Teorema 1.5.2 das notas de aula).

(e) Falso.
Pelo Exemplo 1.6.13 das notas de aula, existem conjuntos disjuntos
A,BC R" com R" =AU B e m,(A) =m,(B) =0.
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Questao 2. Seja (X, A, ) um espaco de medida com p(X) < 4+00. Sejam
A,B,C € A. Mostre que:

w(AUBUC) = pu(A) + u(B) + pu(C) — (AN B) — (AN C)
—wBNC)+pu(AnBnC).

Resolugao. Pelo resultado do Exercicio 1.12 das notas de aula, temos:
(1) p((AUB)UC) = n(AUB) + pu(C) — p((AUB)NC),

(2) 1(AUB) = u(A) + u(B) — (AN B),

5 p((AUB)NC) =p((ANC)U(BNQO))

®) =u(ANC)+u(BNC)—u(ANBNC).

Substituindo (2) e (3) em (1) obtemos a conclusao. O

Questao 3. Mostre que o conjunto:
A={(z,z): 2z €[0,1]}

tem medida de Lebesgue zero em IR?.

Resolugao. Dado k > 1, considere os retangulos R; = [%, %] X [%, T]v
1=0,1,...,k—1. Temos A C U?:_ol R; e portanto:

k-1 1
m*(A) SZ’Ri‘ :Zﬁ_ T
=0 =0

Como k > 1 é arbitrario, concluimos que m*(A) = 0. O

Questao 4. Dados conjuntos A, B, C C IR", mostre que:
m"(AAC)<m*"(AA B)+m"(BACQC),

onde X AY = (X \Y)U (Y \ X) denota a diferenca simétrica de dois
conjuntos X e Y.

Resolugao. Afirmamos que:

(4) A\C C (A\B)U(B\CQO).

De fato,se x € A\Centdoz € Aex ¢ C;seforxz € B, teremos x € B\C ese
for z ¢ B teremos € A\ B. Em qualquer caso, temos = € (A\ B)U(B\C).
Trocando os papéis de A e C' em (4) obtemos:

(5) C\AC(B\A)U(C\ B).

De (4) e (5) vem:
ANCC(AAB)U(BAC);



logo:
m*(AAC)gm*((AAB)U(BAC)) <m"(AA B)+m*(BACQC). O

Questao 5. Sejam dados conjuntos A C IR™, B C IR", de modo que
Ax BC R™x R" = R™™.
(a) Mostre que m*(A x B) < m*(A)m*(B), tendo em mente a convengao
0-(+00) = (+00) -0 =0.
(b) Mostre que se A e B sao mensuraveis entdo A x B também é men-
suravel.
(c) Mostre que se A e B sdo mensuraveis entao:

m(A x B) = m(A)m(B).

Resolugao.

(a) Consideramos primeiro o caso em que m*(A) < 400 e m*(B) < +0o0.
Seja dado € > 0 e sejam (Qg)r>1 € (Q))i>1 respectivamente uma
seqiiéncia de blocos retangulares m-dimensionais e uma seqiiéncia
de blocos retangulares n-dimensionais tais que:

AclJ@w BclJ@
k=1 =1
e tais que:
o [e.e]
Do1Qk <m*(A) +e, Y Q) <m(B) +e.
k=1 =1

Dai (Qr X @))ki>1 ¢ uma familia enumerdvel de blocos retangulares
(m + n)-dimensionais tal que A x B C |J;, ;> (Qr % Q). Logo:

m(Ax B) < > 1Qkx @l = 1@l 1@ = (D1l ) (X 1@i)
ki>1 ki>1 k=1 =1

< (m*(4) +¢) (m*(B) +¢).

A conclusao é obtida fazendo ¢ — 0. Consideramos agora o caso
que m*(A) = 400 ou m*(B) = +oo0. Se m*(A) > 0em*(B) >0
entao m*(A)m*(B) = 400 e nao hd nada para mostrar. Suponha
entao que m*(A) = 0 ou m*(B) = 0, de modo que m*(A)m*(B) = 0;
devemos mostrar entao que m*(Ax B) = 0 também. Consideraremos
apenas o caso que m*(A) = 400 e m*(B) =0 (o caso m*(A) =0 e
m*(B) = +oo é andlogo). Para cada k > 1, seja Ay, = AN [k, k™.
Temos A = | Jpo; Ax e m*(Ay) < 400, para todo k > 1. Logo:



ou seja, m*(Ag x B) =0, para todo k > 1. Como:

oo
Ax B= U(Aka),
k=1
segue que m*(A x B) = 0. O
Consideramos primeiro o caso que m(A4) < 400 e m(B) < +o0.
Dado € > 0, existem abertos U C IR™ e V C IR"™ contendo A e B

respectivamente, de modo que m(U) < m(A) + 1, m(V) <m(B) + 1
e:

m(U\ 4) < c c

2(m(B) 4+ 1) m(VAB) < 2(m(A)+1)
Dai U x V é um aberto de IR™"™ contendo A x B; além do mais:
(UxV)\(AxB)C [(U\A)xV]U[U x (V\B)].

Usando o resultado do item (a) obtemos portanto:

m* (U xV)\ (Ax B)) <m*(U\4) xV)+m"(U x (V\ B))

<mU\ Am((V) +m(U)m(V \ B)
<mU\ A)(m(B)+1) +m(V \ B)(m(A) +1) <k,

0 que mostra que A x B é mensuravel. Para o caso geral, definimos
A = AN =k, k™, By, = BN [—k,k|". Dai A; x By é mensuravel
para todo k > 1 e Ax B = |Jp~ | (Ax x By); portanto também A x B
é mensuravel. O

Mostremos primeiro que se U C IR™, V C IR" sao abertos entao:
m(U x V) =m(U)m(V).

Pelo Lema 1.4.22 das notas de aula, podemos escrever U = | J;2 | Qk,
onde (Qr)r>1 € uma seqiiéncia de blocos retangulares m-dimensionais
com interiores dois a dois disjuntos; similarmente, podemos escre-
ver V = |2, Q), onde (@Q});>1 é uma seqiiéncia de blocos retan-
gulares n-dimensionais com interiores dois a dois disjuntos. Note
que (Qr X Q))ki>1 ¢ uma familia enumerdvel de blocos retangu-
lares (m + n)-dimensionais com interiores dois a dois disjuntos e
UxV =Ug>1(Qk x Q). Dai, pelo Coroldrio 1.4.21 das notas de
aula, obtemos:

w(U V)= 3 1Qex @il = Y I iai = (3 1ul) (3 1)
k=1 =1

k,1>1 kl>1
=m(U)m(V).

Isso prova (6). Dados agora A C IR™, B C IR" mensurdveis com
m(A) < +o00 e m(B) < 400 podemos, como no item (b), obter
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abertos U C IR™, V C IR™ contendo A e B respectivamente de
modo que:
m*((UxV)\ (A x B)) <e.

Como os conjuntos U x V' e A x B sao mensurdveis e, pelo item (a),
m(A x B) < m(A)m(B) < +00, obtemos:

m((UxV)\ (Ax B)) =m(U x V) —m(4 x B),
e portanto m(U x V) —m(A x B) < . Usando agora (6) concluimos
que:

MAXB)>mUxV)—e=m(U)m(V) —e >m(A)m(B) —¢;
fazendo e — 0, obtemos m(A x B) > m(A)m(B). Provamos entao a
igualdade m(Ax B) = m(A)m(DB), ja que a desigualdade oposta ja foi
provada no item (a). Sejam agora A C IR™, B C IR"™ conjuntos men-
surdveis arbitrarios e defina Ay = AN [—k, k™, By = BN [k, k]™.
Dai Ay /A, B, /' B, A X B /" A X B e portanto:

m(A x B) = kli)ngo m(Ay X Bg) = kli)ngo m(Ag)m(Bg) = m(A)m(B). O



