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INTRODUCAO iv

Introdugao

O presente texto corresponde a uma versao ainda (muito) preliminar
de um livro que terd como objetivo a analise critica de algumas obras de
influentes académicos da area de Educacao Matematica, assim como a dis-
cussao critica de algumas idéias que encontram bastante aceitacao entre os
académicos da referida drea (por académico “influente” quero dizer princi-
palmente aqueles que sao influentes no Brasil, embora alguns dos autores
aqui criticados sejam também influentes em outros lugares do mundo). O
nome “imposturas intelectuais” é inspirado no excelente! livro homoénimo [9]
de Alan Sokal e Jean Bricmont, onde os autores expoe diversos absurdos que
circulam entre alguns dos textos escritos pelos assim chamados filosofos pds-
modernos (“pés-moderno” aqui deve ser entendido no sentido explicado em
[9, pg. 26]). Entre os absurdos expostos em [9], encontram-se principalmen-
te o abuso da linguaguem cientifica por conceituados (em alguns circulos,
ao menos) intelectuais como Jacques Lacan, Julia Kristeva, Luce Irigaray,
Bruno Latour, Jean Baudrillard, Gilles Deleuze, Félix Guattari e Paul Vi-
rilio, assim como a adogao por alguns de seus seguidores (especialmente no
mundo angléfono) de certas posicoes filoséficas bastante degeneradas, que
pregam, entre outras coisas, radicais visoes relativistas e subjetivistas (che-
gando a situacOes extremas, em que se nega quase que completamente a
existéncia de qualquer tipo de realidade objetiva ou qualquer possibilida-
de de se classificar crencas quanto a sua plausibilidade); por “abuso” da
linguagem cientifica entende-se aqui nao apenas o fato de que tais autores
tenham cometido alguns erros técnicos, mas que os mesmos tenham escrito
textos com afirmacoes completamente absurdas ou desprovidas de qualquer
sentido, utilizando a linguagem cientifica (geralmente da Matemética e da
Fisica) em contextos em que a possibilidade de aplicacao das idéias por trés
dessa linguagem é completamente fantasiosa (ou, no minimo, de natureza
extremamente especulativa). Durante meu trabalho de investigagao (ainda
em estagio inicial), percebi que algumas das filosofias degeneradas criticadas
por Sokal e Bricmont tém tido alguma influéncia ao menos sobre as idéias
de alguns influentes académicos da area de Educacao Matematica; veremos
(Segao 2.1) que o abuso da linguagem cientifica também é uma caracteristica
de parte das obras de alguns autores que serao analisados aqui (mas, admi-
to eu, num “nivel de absurdo” menor do que aquele que se vé nos autores
criticados por Sokal e Bricmont).

1Veja também a divertida resenha de [9] escrita por Richard Dawkins ([4, Secdo 1.7])
e o site http://elsewhere.org/cgi-bin/postmodern onde se pode encontrar um gerador ale-
atorio de textos no estilo pés-moderno. Dawkins escreve, provavelmente brincando um
pouco ([4, pgs. 99,100]): “Visite o gerador pds-modernista. Ele é uma fonte literalmente
infinita de baboseiras sintaticamente corretas geradas de modo aleatorio que se diferenci-
am do verdadeiro discurso pds-modernista somente pelo fato de que sdo mais divertidas
de se ler. Vocé pode gerar milhares de artigos por dia, cada um deles inédito e pronto
para a publicacdo, incluindo as notas de rodapé numeradas. Os manuscritos devem ser
submetidos a “Comissdo Editorial” do Social Text, em trés cdpias com espago duplo.”
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Nao s6 o tema do presente trabalho é inspirado pela obra de Sokal e
Bricmont, mas também, em parte, o estilo de exposicao: alguns capitulos
sao dedicados a analise de autores especificos e outros a algumas discussoes
gerais sobre filosofia da ciéncia e (principalmente, no nosso caso) da Ma-
temética (no momento, o presente texto contém apenas uma versao
preliminar do que sera o capitulo sobre Nilson José Machado e do
que serd o capitulo sobre Maria Salett Biembengut). No Apéndice A,
fazemos um esforgo para explicar em linguagem simplificada (mas nao mui-
to) alguns dos principais conceitos matematicos que aparecem no restante
do livro (dando a este livro também um cardter “divulgagao da ciéncia”).
Além do livro de Sokal e Bricmont, o presente trabalho também encontra
inspiracao no livro [3] de Nuno Crato (atual presidente da Sociedade Portu-
guesa de Matematica) no qual o autor poe em evidéncia as mas influéncias
ao sistema educacional portugués causadas pelo que ele chama de “peda-
gogia romantica”. Observamos também que diversas das idéias distorcidas
criticadas por Crato também parecem recorrentes entre alguns educadores
brasileiros.

Mas, quais s@o (e quais nao sao) os objetivos do presente texto? Res-
pondemos nos itens a seguir.

o O texto nao é um ataque generalizado a comunidade académica
de Educacdo, nem mesmo a comunidade académica de Educacao
Matemdtica.

Talvez algumas pessoas acreditem que héa algo de intrinseca-
mente errado com a idéia de se estudar Educacdao Matematica,
mas esse nao é de modo algum o meu ponto de vista. Na verdade,
justamente o meu entendimento de que o estudo de Educacao Ma-
tematica é de grande importancia é uma das motivacoes para que
eu escreva esse livro.

o O texto pretende desmistificar o mito do especialista.

Muitas vezes se ouve por al em noticias de jornal que deter-
minado projeto pedagodgico foi preparado com o auxilio de diversos
especialistas. Mas quais especialistas? Minha esperanca ¢ a de que,
apds a leitura deste livro, o leitor encare noticias como essa com
maior ceticismo, procurando informar-se sobre exatamente o que
esta acontecendo e usar o seu préprio senso critico, sem confiar as
cegas no argumento da autoridade.

o O texto nao é uma critica generalizada as metodologias das ciéncias
humanas, nem ao estilo de escrita utilizado pelos académicos de tais
ciéncias.

De fato, evidentemente nao espero que todos os textos aca-

démicos de todas as dreas sejam escritos seguindo os padroes de
rigor légico e objetividade que aparecem nos textos técnicos de
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Matemdtica. B perfeitamente normal que dreas do conhecimento
diferentes utilizem metodologias de pesquisa diferentes e adotem
estilos diferentes de exposicao. No entanto, acredito que certas nor-
mas de conduta gerais devem ser adotadas por qualquer individuo
que se proponha a estudar algum tipo de problema, em qualquer
drea do conhecimento; entre essas normas, incluo o nao recurso a
argumentos falaciosos e o nao recurso a falsas erudigoes interdisci-
plinares, quando as mesmas visam apenas impressionar e intimidar
leitores leigos.

Um trabalho como o que estd a se realizar aqui obviamente atraird uma
quantidade enorme de criticas sobre si; antes mesmo que as mesmas apa-
recam, acho que vale a pena registrar aqui algumas respostas.

e F anti-ético (ou inapropriado) atacar colegas do meio académico
dessa forma.

Muito pelo contrario. Faria até mais sentido declarar-se ina-
propriado o siléncio de um académico frente as visiveis imposturas
intelectuais de seus colegas. Por exemplo, se vocé sabe a respeito de
um médico charlatao, ndo seria correto denuncié-lo? (note que nao
estou dizendo que as imposturas criticadas por esse livro devem ser
comparadas as de um médico charlatao).

e Mas quem € vocé para julgar?

Sou apenas um matematico profissional interessado em questoes
ligadas a educagao, que resolveu investigar o tema. Declaro que re-
jeito argumentos baseados unicamente em autoridade® (ou falta de-
la). Acredito que o leitor que verdadeiramente possui senso critico
pode analisar o contetdo e as idéias deste texto, sem se preocupar
com sua autoria (uma afirmagao verdadeira torna-se menos verda-
deira se for acidentalmente digitada por um macaco que pula em
cima de um teclado de computador?).

e Mas ndo € possivel que os textos que vocé critica tenham significa-
dos profundos que estdo além da sua compreensao?

Tudo € possivel, em principio (é possivel, por exemplo, que
voce, leitor, nao esteja realmente lendo este texto, que o mesmo

2Também néo é o caso que a existéncia desse rigor légico e objetividade nos textos
técnicos de Matemadtica signifique que os matematicos sejam “melhores” do que os outros
académicos. Trata-se apenas da natureza da Matematica.

3Nio significa que eu nao acredite que faz sentido dar crédito a individuos que refle-
tiram ou pesquisaram muito sobre um tema; na verdade, faz bastante sentido. Apenas
afirmo que o ceticismo com respeito a opinido de especialistas ndo pode ser completamente
rejeitado, assim como um argumento nao pode ser simplesmente ignorado apenas por vir
de um nao especialista.
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nao passe de uma alucinacao; é possivel também que sejamos to-
dos loucos e que a sensacao de coeréncia que vemos no mundo seja
um dos sintomas dessa loucura?). Uma critica como essa, para ser
realmente levada a sério, deveria vir acompanhada de algumas in-
dicacoes plausiveis de quais sejam tais significados profundos. De
forma similar, argumentos colocados através de questoes do tipo
“mas nao pode ser que se trate de algo que vocé nunca pensou
antes?” ou “mas nao pode ser que vocé esteja errado?” sao irre-
futaveis, porém sua fraqueza estd na sua generalidade: argumentos
assim servem para atacar indiscriminadamente quaisquer teses que
um individuo deseje defender, seja 14 quais forem os argumentos
usados nessa defesa.

e Vocé € contra a liberdade de pensamento ou de expressdo?

De modo algum. Nao estou dizendo que os autores que critico
nao tém o direito de dizer (ou pensar) o que bem quiserem. Mas
nao se deve confundir liberdade de pensamento ou expressao com
a filosofia do “qualquer coisa serve” ou da completa auséncia de
controle de qualidade. Seria estranho assumir que nunca se pode
dizer (evidentemente, correndo algum risco de errar, como sempre
é o caso na vida) que determinada afirmagao feita por um autor é
desprovida de sentido, errada ou mesmo absurda.

e (Criticas como a sua, caso levadas a sério, acarretam mno risco de
que boas idéias sejam jogadas fora.

E verdade que algum risco de se jogar fora boas idéias real-
mente existe quando se opta por descartar algo. Mas essa questao
me faz pensar num individuo que nunca joga nada fora com medo
de se desfazer de algo de valor e acaba vivendo cercado de en-
tulho. O argumento genérico do “risco de se jogar fora alguma
boa idéia”, quando nao acompanhado de outro argumento mais
especifico, contém uma defesa implicita da filosofia do “qualquer
coisa serve” ou da completa auséncia de controle de qualidade. Pa-
ra que o que estou dizendo seja melhor compreendido, sugiro ao
leitor que considere o seguinte experimento mental. Suponha que
convidemos varios proeminentes intelectuais de diversas areas do
conhecimento para organizarem uma lista de 100 perguntas ainda
sem resposta que sejam de grande importancia para a humanidade;
suponha que essas perguntas admitam todas uma resposta do tipo
“sim” ou “nao”. Agora escrevemos as 100 perguntas numa folha
de papel; pegamos uma moeda honesta (em que “cara” e “coroa”
sejam equiprovaveis) e jogamo-la 100 vezes, uma vez para cada

4Minha posigdo sobre isso é a de que nao leva a nada alimentar ceticismos radicais
que nunca poderao ser aliviados; sempre héd algum tipo de “incerteza residual” que paira
sobre todo e qualquer tipo de crenca.
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pergunta. Para cada “cara” escrevemos “sim” ao lado da pergunta
correspondente e para cada “coroa” escrevemos “nao”. O que se
obtém assim? Alguns calculos simples® mostram que a probabi-
lidade de que um procedimento desse tipo produza ao menos 50
respostas corretas é de cerca de 54%. A probabilidade de termos
ao menos 40 respostas corretas é de mais de 98% e a probabilidade
de termos ao menos 20 respostas corretas ja é praticamente igual a
100% (essa probabilidade é maior do que a de se perder quando se
joga uma vez na mega-sena!). Temos entdo uma lista de perguntas
muito importantes, ao lado de respostas, sendo que quase certa-
mente temos ao menos 20 respostas corretas! Mas e dai? De que
valem essas respostas? Absolutamente nada! E quase certo que ao
menos 20 respostas estejam corretas, mas nao temos a minima idéia
sobre quais sao corretas e quais sao erradas. Conhecimento nao é
apenas um amontoado de idéias aleatodrias; sem algum controle de
qualidade sobre as idéias, seria quase como se nao tivéssemos idéia
nenhuma.

o Os textos que vocé critica tém wvalor literdrio, independentemen-
te da veracidade das afirmacoes e da qualidade da argumentacdo
logica presente neles; tais textos servem de inspiracdo para profes-
sores e para indiwviduos que devem tomar decisdes sobre politicas
educacionais.

Admito realmente a possibilidade de que tais textos tenham
valor literdrio (ndo tenho nenhuma aptidao para fazer esse tipo
de julgamento) e que, como espécie de obras de arte, sejam fontes
de inspiracao para alguns de seus leitores. No entanto, considere
a seguinte argumentacgao: imagine que um grande bidlogo declare
que teve suas melhores idéias enquanto ouvia determinado disco de
Jazz, que considera fonte de grande inspiracao (apesar da aparente
auséncia de qualquer conexao entre Jazz e Biologia, admito que a
mente humana é complexa e que algo desse tipo poderia bem ocor-
rer). Vemos entao que os artistas por tras do disco contribuiram,
com sua arte, para o desenvolvimento da pesquisa em Biologia;
porém, ndo faz sentido acreditar que tais musicos sao especialistas
em Biologia ou perguntar a opiniao deles sobre, digamos, a me-
lhor forma de conduzir determinado experimento envolvendo mem-
branas de células. Assim, se os autores que critico sdo realmente
grandes artistas, também nao faz sentido (baseando-se unicamen-
te nesse dado) que os consideremos especialistas em educagao e
consultemo-los na hora de decidir sobre politicas educacionais, por
exemplo.

5Usando uma distribui¢ao binomial.
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e Ja que vocé sabe tudo e critica todo mundo, por que ndo escreve
algo melhor para por no lugar?

Eu nao sei tudo e eu nao critico todo mundo. Eu sei sobre algu-
mas coisas e eu critico alguns autores (ou alguns abusos praticados
por alguns autores). Quanto a questao de “escrever algo melhor
para por no lugar”, me parece um tanto estranho que alguém ache
que para que se possa criticar uma obra seja necessario antes pro-
duzir outra melhor. Por exemplo, se um médico deseja denunciar
um curandeiro charlatdao que se diz capaz de curar determinado ti-
po de cancer, seria necessario que esse médico primeiro descobrisse
uma verdadeira cura para aquele tipo de cancer?



CAPITULO 1

Maria Salett Biembengut

Maria Salett Biembengut é professora do Departamento de Matematica
da Universidade Regional de Blumenau (FURB) desde 1990. Segundo seu
Curriculo Lattes (que pode ser encontrado através do site do CNPq), certi-
ficado pela prépria Biembengut em 20/10,/2006:

“Maria Salett Biembengut concluiu o pés-doutoramento em educagdo pe-
la Universidade de Sdo Paulo - USP em 2003. Atualmente é professora
da Universidade Regional de Blumenau - FURB e do Centro Universitdrio
Diocesano do Sul do Parand - UNICS. Publicou 46 artigos em periddicos
especializados e 74 trabalhos em anais de eventos. Possui 6 capitulos de
livros e 4 livros publicados. Participou do desenvolvimento de 127 produtos
tecnologicos. Participou de 43 eventos no exterior e 81 no Brasil. Orientou
32 dissertacoes de mestrado, além de ter orientado 7 trabalhos de iniciagdo
cientifica e 2 trabalhos de conclusdo de cursos nas dreas de Educac¢do, Ma-
temdtica e Fcologia. Recebeu 2 prémios: Mulher do Ano e Finalista do
Prémio Jabuti. Atua na drea de Matemdtica, com énfase em Modelagem
Matemdtica. Em suas atividades profissionais interagiu com 37 colaborado-
res em co-autorias de trabalhos cientificos.”

Também no Curriculo Lattes de Biembengut, vemos que a mesma é
consultora ad hoc do CNPq e da CAPES, foi Presidente do Comité In-
teramericano de Educacao Matematica, Membro do Comité Cientifico do
ENEM (Encontro Nacional de Educagao Matemética), Membro do Comité
Internacional de Didatica da Matematica do Cone Sul, Coordenadora da XI
Conferéncia Interamericana de Educacao Matematica, Vice-Presidente do
CIAEM (Comité Interamericano de Educacao Matematica) e Presidente da
SBEM (Sociedade Brasileira de Educagao Matemaética).

1.1. O livro “Niumero de Ouro e Seccao Aurea”

“Trata-se de uma obra sobre wm tema matemdtico de relevancia, es-
crito com competéncia matemdtica e com elevado enfoque humanistico. O
tema € um dos mais fascinantes da historia da humanidade, ndo restrito a
Matemdtica.

O livro tem um tratamento adequado de Matemdtica e de Historia, com
belas ilustragoes que vao da Historia da Arte a Pecudria, mostrando assim
a abrangéncia da abordagem feita pela autora que dd inumeros exemplos
e tlustracdes interessantes, muitas vezes até surpreendentes para o leitor.

1
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Procurando tornar seu livro fdacil e atraente, a autora nao se deiza levar para
o vulgar e trivial. Mantém um tratamento matemdtico rigoroso e conseque
relacionar o tema com topicos centrais dos programas atuais. Temos assim
um livro de grande originalidade e qualidade. Tenho visto inumeros livros
sobre o assunto, mas nao me lembro de outro tao bem organizado. FEste € um
exemplo de livros que fazem bem para a Educacdo Matemdtica: interessante,
rigoroso, culturalmente contextualizado.

Acredito ser esse o caminho para resgatar a importancia da Matemdtica
nos programas escolares. Sem duvida, a Matemdtica tem um valor utilitdrio.
Mas justamente a sua importancia como um instrumento em praticamente
todas as dreas do conhecimento, principalmente nas ciéncias, fazem com que
muito do conteudo matemdtico que comparece nos curriculos seja tratado de
modo mais focalizado e com melhor aceitacao quando integrado nas demais
disciplinas.

Salett lida com a situacdo enfrentando justamente esses pontos e propoe
um tema interessante, central e oferece um tratamento simples e ao mesmo
tempo apresentando desafios aos alunos mais curiosos e interessados. A
maneira como apresenta esse tema, tdao reconhecido em todos os ramos da
Matemdtica, torna o livro acessivel a alunos de 1° e 2° graus e igualmente
adequado para alunos universitarios. A autora apresenta, com clareza de
exposicao e precisdo adequada assuntos interessantes e muito centrais na
Historia da Matemdtica.

O livro pode ser usado como um texto auxiliar em cursos de Matemdtica,
de Cliéncias em geral e de Historia. Embora o tema ofereca aspectos ma-
temdticos dificeis e alguns ainda nao completamente elucidados, sendo uma
area de pesquisa ativa, o tratamento dado pela autora € absolutamente aces-
stvel. A exposicdo muito boa, clara, permite que o leitor perceba a forca da
Matemdatica e ao mesmo tempo sua beleza.

Esta é uma contribuicdo efetiva para a melhoria da Educacdo no pais.
Sem duvida estimulard muitos jovens, e igualmente adultos que um dia se
sentiram frustrados com a Matemdtica, a procurar conhecer mais e melhor
essa ciéncia, tao universal e antiga quanto a propria humanidade.”

O texto acima é constituido por trechos extraidos da apresentacao es-
crita por Ubiratan D’Ambrésio! ao livro “Ntmero de Ouro e Seccao Aurea:

10 Prof. Ubiratan D’Ambrésio recebeu em 2005 da International Commission on
Mathematical Instruction (ICMI) a medalha Felix Klein (um prémio internacional da drea
de Educagao Matemdtica). No site da Sociedade Brasileira de Educagdo Matemaética
encontra-se o seguinte comentdrio: “Foi divulgado nesta segunda-feira, 03 de abril, o
resultado dos prémios do ICMI-2005. O professor Ubiratan D’Ambrésio, sécio fundador
da Sociedade Brasileira de Educa¢do Matemdtica - SBEM, foi agraciado com o Prémio
Felix Klein por sua importante contribuicao ao desenvolvimento da Fduca¢do Matemdtica
em todo o mundo.” e no site do ICMI encontra-se esse outro comentario: “The Feliz Klein
Medal for 2005 is awarded to Ubiratan D’Ambrosio, Emeritus Professor at UNICAMP,
in Brasil. This distinction acknowledges the role Ubiratan D’Ambrosio has played in the
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Consideragoes e Sugestoes para a Sala de Aula”, escrito por Maria Salett
Biembengut? ([1]). No que segue, farei uma anélise detalhada de varios tre-
chos desse livro; os trechos analisados correspondem a uma parte bastante
significativa do mesmo. Algumas das minhas criticas podem ser encaradas
como preciosismos®, mas outras (como as que aparecem nas Subsecoes 1.1.7
e 1.1.8) certamente apontam para erros grosseiros e graves.

O nimero de ouro (ou mimero dureo) 3(1 + +/5) serd denotado, como
em [1], pela letra grega maitiscula ® (mais detalhes sobre o nimero dureo
podem ser encontrados na Se¢ao A.4 do Apéndice A).

1.1.1. Confundindo niimeros irracionais com suas aproxima-
coes racionais. Um autor de livros didaticos de matemaética elementar
preocupado com detalhes finos possivelmente questionaria se é uma boa
idéia escrever em seus livros uma igualdade como:

1
de fato, o niimero % ¢é irracional e um aluno poderia obter da férmula acima
a impressao errada de que 0,618... representa uma dizima periédica (que
denota necessariamente um numero racional). O que certamente nao seria

razodvel escrever é:

! = 0,618
¢_7

sem as reticéncias, deliberadamente confundindo o ntimero irracional é com
sua aproximacao racional 0,618. Se um autor deseja escrever igualdades
desse tipo, deveria no minimo deixar por escrito em seu livro didatico uma
frase explicitando que serao cometidos alguns abusos de notagao (com o
intuito de simplificar a exposi¢ao, por exemplo).

Em seu livro [1], Biembengut diversas vezes faz confusoes entre niimeros
irracionais e suas aproximagoes racionais. Nenhuma frase avisando o leitor
sobre abusos de notagdao pode ser encontrada no livro. Por exemplo, na
pagina 16, encontramos as igualdades:

development of mathematics education as a field of research and development throughout
the world, above all in Latin America. It also recognises Ubiratan D’Ambrosio’s pioneering
role in the development of research perspectives which are sensitive to the characteristics of
social, cultural, and historical contexts in which the teaching and learning of mathematics
take place, as well as his insistence on providing quality mathematics education to all, not
just to a privileged segment of society.”

2A autora indica no seu Curriculo Lattes que esse livro é uma das obras mais impor-
tantes da sua carreira.

3Como trata-se de um livro que podera ser usado para ensino em nivel elementar,
acredito que o cuidado com pequenos detalhes é importante. Num livro de matematica
mais avancada, destinado a ser lido por especialistas, certas imprecisées ndo fariam muito
mal (supondo, é claro, que nao acarretem em erros nos resultados centrais); de fato, nao
haveria nesse caso risco de que os leitores assimilassem conceitos errados, pois ja seriam
matematicamente maduros o suficiente para reconhecer os erros.
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med(AB) segmento todo 1
med(AC)  parte maior 0,618

1,618... Numero de Ouro

Note que faltam as reticéncias em 0,618, o que nao deve espantar nin-
guém; obviamente, pode tratar-se de um erro tipografico (o livro contém
vérios). Mas o erro é recorrente. Na mesma pédgina, encontramos a seguinte
afirmacao:

“O Numero 0,618034 chamado: Seccao Aurea é o inverso do niimero
de ouro.”

Novamente, faltam as reticéncias (e a aproximagao racional escolhida
muda, sem aparente motivo). Na péagina 17, encontra-se a igualdade:

(1,6180399) - (0,6180399) = 1

sendo que o resultado correto do produto que aparece do lado esquerdo da
igualdade é 1,00001321799201. Na pagina 24, encontramos a igualdade:

BC =4D =3,1=5-(0,618)

sendo que o resultado correto do produto 5-(0,618) é 3,09. Nao parece uma
boa idéia escrever igualdades falsas num livro didatico de matematica, sem
sequer mencionar que estao sendo feitas aproximagoes (observe que [1] nao
estd sequer respeitando as convengoes usuais para lidar com nimeros apro-
ximados em medidas experimentais4). Na péagina 26 encontramos também
a afirmacao:

“Sex =5 entio S =5- D> = 13,09,

que estd errada, ji que 5®? é um ntmero irracional. Poderia se dizer
que estou sendo precioso demais com detalhes na minha critica. No en-
tanto, problemas mais graves de confusao entre ntimeros irracionais e suas
aproximagoes racionais podem ser encontrados no livro. Por exemplo, na
pagina 17, a autora afirma (corretamente) que ® + 1 = ®2. Seria bem f4cil
verificar essa igualdade usando um argumento correto, partindo do fato que
b = %(1 + \/5) No entanto, tal verificacdo nao aparece no livro; em vez
disso, encontramos logo abaixo da férmula ® + 1 = ®? as igualdades:

(1+1,618...) = (1,618)> = 2,618...

4por exemplo, se os nimeros 1,6180399 e 0,6180399 sdo escritos com precisdao de sete
casas decimais, seria razodvel ao menos escrever o lado direito da igualdade com a mesma
precisao; mas note que o verdadeiro resultado do produto desses nimeros difere de 1 j& na
quinta casa decimal. Similarmente, se 0,618 é escrito com trés casas decimais, o resultado
do produto 5-(0,618) deveria, pelo menos, ser escrito com trés casas decimais. Note que o
resultado correto 3,09 e o resultado usado 3,1 diferem nas duas primeiras casas decimais.
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Além da falta das reticéncias® em (1,618)2, é importante observar que essas
igualdades de modo algum demonstram que ® 4+ 1 = ®2. Na mesma pagina,
a autora afirma (corretamente) que:

“Subtraindo 1 de ®, obtém-se o seu inverso”.

Logo abaixo, encontramos a igualdade ® — 1 = 1 (obviamente um erro
tipografico, deveria ser ® — 1 = %) e ainda:
1
(1,618...—1) = 1,618 = (0,618...)
Novamente, notamos a falta das reticéncias no lugar apropriado e o fato
que essas igualdades ndo demonstram que ® — 1 = %. Logo a seguir, na
pégina 18, a autora comete deslizes similares, ao “mostrar” que ®? —2 = %.

E verdade que a autora nao afirma que essas igualdades usando aproxi-
magoes racionais servem como demonstracao das igualdades envolvendo o
numero aureo ®; no entanto, as demonstragoes corretas das igualdades en-
volvendo ® (ou mesmo um aviso de que os calculos aproximados nao servem
como demonstragdes) nao aparecem no livro. Um leitor principiante pode-
ria talvez ser levado a acreditar que os calculos aproximados sao de fato
demonstragoes corretas das propriedades de . Um problema mais sério
aparece na pagina 30:

“r=10,8009...(lu) = d=2-(0,8009) = ®
portanto, para um pentdgono de lado = K,
a diagonal d é K - ®”

No contexto, estava se considerando a figura:

A = C
onde AB e BC sao lados adjacentes de um pentdgono regular. Ao lado da
figura o livro apresenta a igualdade (correta):
T

sen54° = —;
lu
a letra u denota uma unidade de medida. O ndmero racional 0,8009 que
aparece no texto é uma aproximacao racional para o seno de 54 graus (na
verdade, temos ai mais um erro tipogréafico: a aproximagao racional correta
para sen 54° com trés casas decimais é 0,809, mas isso ndo vem ao caso). E

realmente verdade que:
2-sen b4’ = P,

5Note também que (1,618)2 = 2,617924. Além do mais, assumindo que a falta
de reticéncias é um erro tipografico, ficarfamos ainda com a pergunta: como calcular

(1,618...)%?
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mas isso ndo é de modo algum trivial. A autora parece estar insinuando que
a igualdade 2 - sen 54° = ® é demonstrada pelos calculos apresentados com
as aproximagoes racionais, o que certamente nao é verdade. O leitor poderia
ficar ainda mais confuso, ji que nao aparece no livro nenhuma explicagao
sobre a origem do nidmero 0,8009 (seria uma aproximacao de sen 54° encon-
trada numa tabela trigonométrica ou obtida usando uma calculadora, por
exemplo?). A autora sequer menciona a possibilidade de se fazer uma de-
monstragao correta da relagdo entre sen 54° e ® ou o fato de que os calculos
aproximados que aparecem no livro serviriam na melhor hipétese para que
o leitor formulasse uma conjectura sobre a relagao entre sen 54° e ®.

1.1.2. Triangulo de ouro ou sublime. Na sec¢ao intitulada “Trian-
gulo de Ouro ou Sublime” ([1, pg. 19]), a autora define um triangulo de ouro
como sendo um triangulo isésceles (isto é, com dois lados congruentes) de
lados a, x, x tal que a = % -x. Logo ap6és essa definigao (explicada de modo
informal), encontramos a frase:

“Utilizando régua e compasso, facamos um triangulo dureo, ABC'’

Poderia se esperar que apos essa frase fosse encontrada uma descricao da
construgao do triangulo dureo (ou de ouro) com régua e compasso. Em vez
disso, encontra-se a figura:

C

ao lado dos dizeres:

“AB=L.4AC
_ Marcando um ponto D em BC tal que AB = AD, pode-se verificar que
BD =1/®(AB) ou seja o triangulo BAD é dureo.”

Seria fécil para o leitor (com um pouco de experiéncia® em geometria

plana) verificar sozinho que o novo triangulo isésceles BAD ¢é dureo; de fato,
é facil ver que o triangulo BAD é semelhante ao triangulo AC'B, ja que o
angulo no vértice B é comum a ambos e os dois triangulos sao isésceles.

65 um tanto incoerente, no entanto, que na pagina 14 a autora se preocupe em explicar

com cuidado uma passagem bem mais elementar, a saber, a passagem de * = —% para
a l1—a

1(1 —a) = a® (fala-se em “Propriedade Fundamental da Proporcao” para justific-la). Na
pagina 15 a autora apresenta uma resolugdo passo a passo da equagado de segundo grau
a?+a—1 = 0; também na pégina 59 aparece uma resolucio passo a passo de uma equacio
de segundo grau.
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Sera que a autora imaginava que o leitor deveria pensar no argumento
de semelhanca de tridngulos por si préoprio? Voltaremos a esse assunto logo
adiante.

A autora continua agora sua exposicao iterando o processo de construir
triangulos aureos encaixados um dentro do outro; depois de alguns passos
chega-se, na pagina 21, a seguinte conclusao:

“Assim, por recorréncia, podemos dizer que a base do enésimo triangulo
daureo serd:

1
Bn = (@) N AC”.
A conclusao é correta. O que me parece estranho é que o assunto sim-

plesmente morra nessa conclusao, sem que se chegue a alguma outra mais
interessante. Imediatamente apds essas consideragoes, encontramos a frase:

“Qutra maneira de verificar:”

Mas verificar o que? Olhando as consideragbes que seguem, vemos que a au-
tora vai agora apresentar uma demonstracao da afirmacao de que o triangulo
isésceles BAD (construido dentro do trigngulo dureo ABC) é dureo. E ina-
propriado falar em “outra maneira de verificar”, ja que essa é a primeira
vez que aparece no texto uma verificacdo de que o tridngulo BAD é dureo
(estaria a autora falando em “outra maneira” pois estd contando uma su-
posta verificacdo que o leitor teria feito sozinho?). A verificagdo de que o
tridngulo BAD é dureo comeca pela figura:

B

2y

A T C
Nao ha nenhuma explicacao sobre as medidas z e 1 — z que aparecem nos
lados AB e AC do triangulo (um leitor com um pouco de experiéncia per-
cebera rapidamente que nao ha perda de generalidade em supor que a soma
das medidas de AB e AC é igual a 1, mas talvez isso nao seja tao evidente
para um leitor iniciante). Nao quero aborrecer o meu leitor reproduzindo
todas as passagens da verificagao feita em [1, pgs. 21,22] de que o tridnglo
BAD é 4ureo’. Direi apenas que essa verificacio usa trigonometria e uma

"Note que as letras nos vértices mudaram de uma figura para outra. O velho tridngulo
BAD é agora o triangulo CAD. O novo tridngulo BAD também pode ser considerado
4ureo, porém num sentido um pouquinho diferente daquele definido pela autora: a medida
dos lados congruentes é igual a % vezes a medida do outro lado, enquanto que na definigao
original da autora o tridngulo sé seria chamado dureo se a medida dos lados congruentes
fosse igual a ® vezes a medida do outro lado.
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seqiiéncia de vérias manipulagoes algébricas (nem sempre muito claras, na
minha opiniao). O argumento simples e elegante (que resolveria o problema
em uma linha) usando semelhanca de triangulos nunca é sequer mencionado
no livro.

1.1.3. Retangulo dureo. A secio intitulada “Retangulo Aureo” (1,
pg. 23]) comeca com a seguinte frase:

“O retangulo dureo pode ser assim construido:”

Imagina-se que o que vem a seguir seria, por exemplo, uma construcao
com régua e compasso. Mas em vez disso, encontra-se o seguinte:

“a) facamos um segmento AB, com medida X, qualquer;”
Ok. E agora?

“b) tragando uma perpendicular em B tal que a medida seja 0,618, do
lado x, isto €.

- S
A i B

Fe

E um pouco estranho chamar de “construcao” em geometria um pro-
cedimento em que se fazem calculos aproximados e depois marcam-se as
medidas calculadas na figura usando-se a escala de uma régua®. Note que a
autora usa 0,618 (sem reticéncias) na frase que precede a figura e 0,618. ..
(com reticéncias) na figura (as reticéncias aparecem de novo numa figura
subseqiiente). Se devemos entender 0,618... (com reticéncias) em todos os
casos, nao seria realmente possivel usar a régua para fazer as medidas; por
outro lado, se devemos entender 0,618 (sem reticéncias) em todos os casos,
a autora deveria mencionar que a construcao é aproximada.

Na verdade, nao é dificil construir um retangulo aureo usando apenas
régua e compasso (uma construcao ezata, ou melhor, com exatidao limitada
apenas pelos instrumentos). Uma descrigdo correta (mas sem as correspon-
dentes justificativas) dessa construgao aparece mais adiante em [1, pgs. 27,
28]. Essa construgao correta é introduzida pela obscura frase:

8A autora indica na figura (note os pequenos arcos de circulo) que estd usando com-
passo para determinar a perpendicular BC & reta AB. Se a intengdo é usar régua e
compasso, poderia se fazer a construgdo toda usando sé régua e compasso, sem calculos
aproximados e sem levar em conta a escala da régua. Por outro lado, se ndo se quer fazer
uma construgdo apenas com régua e compasso, a perpendicular poderia perfeitamente ter
sido tragada usando um esquadro.
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“O retangulo dureo pode ser construido sem ter ainda o “significado
dureo”. Vejamos como.”

Estranhamente, a autora nunca menciona que essa segunda construcao € a
versao exata (no sentido explicado acima) da construgao aproximada expli-
cada no inicio da se¢ao. Essa construcao com régua e compasso do retangulo
de ouro aparece repetida no livro, bem mais adiante ([1, pgs. 52—54]), num
capitulo intitulado “Sugestoes para sala de aula”. Nenhuma mencgao ¢ feita
no livro ao fato de que a mesma construcao ja havia sido descrita numa
secao anterior.

No restante da segao sobre o retangulo dureo ([1, pgs. 25,26]) a autora
apresenta uma figura com retangulos dureos construidos um dentro do outro
e, em seguida, comeca a calcular a soma da progressao geométrica infinita:

1 1 1 1
S=z (1+<1>+<1>2+<I>3+'”c1>"+” )
Nao estd claro o porqué da autora resolver calcular essa soma. O resultado
obtido S = x-®2 é correto, mas veja os calculos que a autora apresenta para
justifica-lo:

Y
o al) _ a(@)

1-1/2) (®-1)

Em primeiro lugar, ndo estd claro que o leitor de [1] deveria saber o que
significa limite de uma seqiiéncia’ (note também o estranho uso da flecha
dupla = em “m = o0”, a qual é normalmente usada apenas para denotar
implicagoes ldgicas; seria melhor escrever m — o0). Em segundo lugar,
a autora confunde a seqiiéncia com o limite da seqiiéncial Se S denota a
soma da progressao geométrica infinita, entdao S é um ndmero e nao uma
seqiiéncia; nao é correto dizer que o limite de S quando m tende a infinito
(S nem depende de m) é igual a uma expressdao que depende de m (essa
expressao € igual & soma dos m primeiros termos da progressao geométrica).
Essa tltima expressao é novamente igualada a S, na linha de baixo! Observe
também a forma estranha com que a autora distribui os parénteses nas suas
férmulas.

Mais adiante no livro ([1, pg. 65]), no capitulo intitulado “Sugestdes para
Sala de Aula”, a autora volta a lidar com somas de progressoes geométricas

90 limite de uma seqiiéncia (1,2, s, . ..) de niimeros reais ¢ (caso exista) o niimero
real L do qual os termos da seqiiéncia se aproximam (fala-se também em limite de zy,
quando n tende ao infinito). A defini¢do rigorosa de limite de seqiiéncia é um pouco mais
complicada: diz-se que L é o limite da seqiiéncia se para todo nimero real positivo € (que
pode ser pensado como uma “margem de erro” em torno de L) tem-se que L — & < zp, <
L + ¢, para todo n suficientemente grande (isto é, para todo n maior que um certo ng).
Somas infinitas (ou séries) x1 + x2 + x3 + - - - sdo definidas (quando existem) como sendo
iguais ao limite da seqiiéncia s, = x1 + - - - + x5 cujos termos sdo somas finitas.
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infinitas. Alguns dos erros que cometeu na se¢cdo “Retangulo Aureo” nao
ocorrem de novo quando o assunto reaparece; no entanto, novos erros apa-
recem. Na pagina 65, a autora esta calculando a soma de uma progressao
geométrica infinita com primeiro termo 10 e razao %. Encontramos a se-
guinte igualdade:

o 10— (3/8)"*]

T (1-5/)
que corresponde & soma dos n—+ 1 primeiros termos da progressao geométrica
em questao (seria melhor usar S, em vez de S, ja4 que o lado direito da

igualdade depende de n; mas isso é um detalhe menor). Encontramos em
seguida as seguintes consideragoes:

“Quando n fica “muito grande” (tende para infinito) (5/8)"*1 fica muito
pequeno (tende para zero)
Resultando em

_ n+1 .
e g 0=/ 101 s,
m=-00 (1-5/8) 3/8 3

(os parénteses desbalanceados aparecem dessa forma no livro original)

Note como a autora novamente confunde o limite de S (deveria ser S,,) quan-
do m (deveria ser n) tende a infinito com a soma dos n+ 1 primeiros termos
da progressao geométrica; essa soma finita é entao igualada diretamente a
soma da progressao geométrica infinita, sem mais comentarios. Logo abaixo,
no entanto, a autora deduz de forma essencialmente correta a férmula para
a soma de uma progressao geométrica infinita de primeiro termo a; e razao

q:

“Para valores quaisquer de a e q a soma de uma Progressao Geométrica

IS

ar - (1—q¢")
L—gq
quando a razao e 0 < q < 1, passa-se ao limite

Sp =

1— n+1
lim S, = lim a; ( ") — "
m=-00 m=-00 1— q 1— q

Nessa tltima parte o texto é ainda meio confuso e alguns pequenos erros
se repetem, mas ao menos os erros mais grosseiros foram evitados.

1.1.4. Pentagono ou pentagrama. Na secao intitulada “Pentagono
ou Pentagrama” ([1, pg. 30]) a autora investiga as relagoes entre o nimero
aureo e um pentigono regular. Reproduzimos a figura:
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i :
D"-..“__ =

que aparece na pagina 31 de [1]; os comentdrios abaixo referem-se sempre a
essa figura. Denotaremos por O o centro da circunferéncia onde o pentagono
estd inscrito.

A autora comeca a se¢do dizendo:

“Observemos que:
AC  AC
A'C A'A
Essa igualdade é correta, mas como o leitor poderia fazer para esta-
belecer sua validade? Mesmo leitores com uma certa experiéncia em geo-
metria plana possivelmente nao perceberiam de imediato como demonstrar
tal igualdade. Além do mais, um leitor que conseguisse demonstrar essa
igualdade sozinho com tanta facilidade provavelmente nao precisaria nem
estar lendo o livro [1]. Na verdade, tendo em mente que o triangulo BC' A’
é isésceles (donde o segmento A’C' é congruente ao lado do pentdgono), a

”

igualdade % = ﬁ;—g é equivalente ao fato de que a diagonal do pentagono
regular é igual a ® vezes o seu lado. Esse ultimo fato é “demonstrado”
duas vezes no restante da secao, mas a autora nunca menciona que pode-se
concluir dai a igualdade % = ﬁ:—g que foi simplesmente jogada no inicio
da segao.

A primeira “dedugao” em [1] do fato (correto) de que a diagonal do
pentagono regular é igual a ® vezes o seu lado utiliza um argumento en-
volvendo o seno de 54 graus. Esse trecho de [1] j& foi criticado por mim
anteriormente, na Subsecao 1.1.1. Além da critica que expliquei na Sub-
secao 1.1.1 (de que a igualdade crucial e nao trivial ® = 2 - sen 54° nao foi
demonstrada pela autora), observo também que nao é tdo imediato (para
um iniciante em geometria) o fato (nao explicado em [1]) de que o angulo
OBC mede 54 graus'C.

A seguir a autora nos diz que:

10yma possivel justificativa para tal fato seria a seguinte: o angulo EOC mede % .
360 = 72 graus e portanto o angulo EBC mede a metade disso (36 graus). Similarmente, o
angulo DBE também mede 36 graus. A medida do angulo OBC ¢ igual a soma da medida
do angulo EBC com a metade da medida do angulo DBE. Temos 36 + % - 36 = 54.
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“No pentagrama o triangulo BDE ¢é semelhante ao triangulo AEB pois
AE'B = BDE
A'BE' = BDE".

O triangulo BDFE é realmente semelhante ao triangulo AEB (se nao
levamos em conta a ordem nos vértices), mas na verdade esses triangulos
sao evidentemente congruentes e essa observagao nao acrescenta nada de
interessante. Provavelmente, ha um erro tipogréfico e a autora queria dizer
que o triangulo BDE ¢ semelhante ao triangulo AE’B. O que me parece
muito estranho é que apods a palavra “pois” nao vem uma justificativa da
afirmacao feita antes dessa palavra, mas simplesmente um par de férmulas,
sendo que uma delas é uma mera repeticao em simbolos da afirmacao de que
os tridngulos BDFE e AE’B sao semelhantes (na verdade, o simbolo = muitas
vezes ¢ usado para denotar congruéncia de triangulos — se interpretamos
= como indicador de congruéncia, entdao ambas as férmulas estao erradas).
Nao é completamente 6ébvio para um leitor iniciante que os triangulos BDFE
e AE'B sejam de fato semelhantes e essa semelhanca nao é justificada no
livro!!. A autora conclui entdo que:

a Y

Yy y+a

Nao esta totalmente explicitado em [1], mas essa igualdade segue de fato da
semelhanca entre os triangulos A’BE’ ¢ E'AB:

AE E'B E'B

E'B BA FEA’
sendo que a tltima igualdade segue do fato que o tridngulo BAE' é isésceles.
A autora agora usa algumas manipulagoes algébricas para concluir (corre-
tamente) que y = ®a. Usando que y = Pa, a autora mostra (com algumas
manipulagoes algébricas) que o quociente da diagonal do pentagono pelo seu
lado (isto é, de 2y 4+ a por y + a) é igual a ®.

1.1.5. Decagono regular. Na secao intitulada “Deciagono Regular”
([1, pgs. 32]), a autora considera um decdgono regular de raio r e lado a. A
autora afirma corretamente que:

a
— = 18°
o sen

mas escreve imediatamente abaixo dessa igualdade que:

Hyma possivel justificativa é a seguinte: a medida do angulo BA\C, que é a metade
da medida do angulo B@C’, é igual a 36 graus; similarmente, vé-se que a medida do angulo
DBE é também de 36 graus. Além do mais, as retas AC' e DFE sao paralelas, pois a reta
BO ¢ perpendicular a ambas (a reta BO é a mediatriz do segmento AC e do segmento
DE). Logo os angulos BE'A’ e BED sio correspondentes e portanto congruentes.
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De fato, é verdade que 2 - sen 18° = é, mas isso nao é de modo algum trivi-

al. Como o leitor (supostamente, alguém sem profundos conhecimentos de
geometria e trigonometria, caso contrario nem precisaria ler o livro) poderia
perceber que 2 - sen 18° = %? A autora nem sequer diz algo do tipo “é
possivel mostrar que...” ou coisa que o valha. A passagem é simplesmente
jogada assim, sem mais nem menos.

1.1.6. Espiral logaritmica. No capitulo intitulado “Espiral Logarit-
mica” ([1, pg. 35]), apds nos mostrar o desenho de uma concha, a autora
escreve:

“O grdfico polar de uma funcao exponencial é:

ro/ri=q "

Nao ha nenhuma indicagao do que as letras rq, o e ¢ possam significar.
Estaria a autora falando sobre um grdfico em coordenadas polares? Nesse
caso, eu esperaria encontrar as varidveis r e 6 (ou p e ) que normalmente
aparecem em equagoes polares. Evidentemente a autora pode usar uma
notacao diferente da padrao, mas deveria explica-la.

1.1.7. A elipse de ouro. Os erros mais grosseiros (e graves) do livro
[1] aparecem no capitulo intitulado “A Elipse de Ouro” ([1, pgs. 40—42]).
A autora comeca considerando uma elipse com semi-eixo maior a, semi-eixo

menor b, tais que:

1
20 =1, 2b=—.
a , >

Os focos da elipse sao denotados por Fi, Fy e a distancia entre os focos por
2¢; denota-se também por P, um ponto onde a elipse intercepta seu eixo
menor (de modo que a distancia de Py até o centro da elipse é igual a b). A
figura abaixo reproduz a que aparece em [1, pg. 40]:

A autora afirma que:
2a = F1 Py + Fo Py + F1 F5.
Isso estd errado! Na verdade, tem-se!? que 2a = F1 Py, + F»P,. Poderia se

pensar que trata-se de um mero erro tipografico, mas nao é o caso: a autora

12Segundo a definigdo de elipse, a soma Fi P+ F> P nao se altera quando P percorre a
elipse. E facil ver que essa soma é igual a 2a quando P é um ponto onde a elipse intercepta
seu eixo maior. Logo a soma também deve ser igual a 2a quando P = P».
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continua fazendo afirmagoes erradas (mas coerentes com a igualdade errada
20 = 1Py + o Py + F1F2), tais como:

a=FMP+c,

a=Vb2+c2+e

As afirmacoes corretas correspondentes seriam a = F1 P e a = Vb% + 2.
Prosseguindo com seus célculos, a autora descobre finalmente que:

1
2¢c = —.
P
Fazendo os cédlculos corretos, terfamos obtido na verdade que 2¢ = ﬁ. Para
completar, a autora escreve que:

“A elipse de ouro € tal, que a distancia entre os focos F1Fs € igual a
metade do lado menor 2b que sdo dureos em relacdo a metade do lado maior
2a.

Essa afirmacao esta errada. Curiosamente, ndo somente ela esta errada,
mas ela também é inconsistente com a afirmacao errada que a autora obteve
logo antes. Numa linha a autora escreve que 2c¢ = é (ou seja, 2¢c = 2b) e

logo abaixo ela escreve que 2¢ = b.

1.1.8. O nimero de ouro em diversas areas. No capitulo intitu-
lado “O Ntimero de Ouro em Diversas Areas” ([1, pgs. 47,48]) encontramos
algumas outras pérolas. A autora escreve, sobre o nimero de ouro:

“Quando procuramos com carinho podemos encontrd-lo em toda parte.
Veja so:

1) Qualquer pega que se quebre na metade poderd ser recomposta, mas
se atingir a marca de 1/® ndo terd conserto (vocé acredita?).”

Acho que néo vale a pena argumentar sobre essa frase.

“2) O ciclo menstrual da mulher é de 28 dias, portanto 1/® de 28 serd
17,5 dias, onde € a fase final de amadurecimento, sendo garantida a fertili-
zacdo.”

Isso é absolutamente falso. O periodo mais fértil ocorre préximo ao meio
do ciclo (décimo quarto dia, idealmente). Nada ocorre em “17,5 dias” e nao
existe nada chamado “fase final de amadurecimento” e nem garantia alguma
de fertilizacao em qualquer fase.

A autora termina colocando mais duas afirmacoes sobre o ntmero de
ouro que parecem também estranhas (nenhuma referéncia foi dada no livro),
embora eu nao tenha absoluta certeza de que sao completamente desprovidas
de fundamento:
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“8) Uma planta frutifera estard com as mais saborosas frutas exatamente
quando atingir 1/® de carga total.
4) Entre os bovinos a desmama ocorre aos 8 meses. Sua alimentacao

é a base de leite, mas quando atinge 1/® deste periodo comecga a procurar
outros alimentos.”



CAPITULO 2

Nilson José Machado

Nilson José Machado é atualmente Professor Titular da FE-USP (Fa-
culdade de Educagao da Universidade de Sao Paulo). Orientou (segundo
seu Curriculo Lattes) 15 mestrados e 16 doutorados (quase todos na prépria
FE-USP); publicou diversos artigos e livros na drea de educagao.

2.1. A obscuridade matematica

E um fato muito conhecido que diversas areas do conhecimento humano
utilizam a Matemadtica como ferramenta, seja através daquilo que se conhece
como modelagem matemdtica (usada, por exemplo, na Fisica e na Engenha-
ria), seja através dos métodos estatisticos (usados nas ciéncias biol6gicas e
mesmo nas ciéncias humanas). Um exemplo de modelagem matematica (um
tanto banal, mas bem familiar a todos aqueles que aprenderam cinemética
na escola) ocorre quando se usa a férmula S = —% gt? + vot + Sy para des-
crever o movimento de um corpo em queda livre préoximo a superficie da
Terra, desprezando-se a resisténcia do ar (aqui ¢ denota o tempo, S a altura
do corpo no instante t, g a aceleracao da gravidade e vg, Sy respectivamente
a componente vertical da velocidade e a altura do corpo no instante ¢t = 0).
Os métodos estatisticos podem ser usados, por exemplo, por um médico que
realiza um estudo clinico e deseja comparar a eficicia de dois tratamentos,
usando uma amostra de pacientes; aqui, pode-se usar a Matematica para
melhor quantificar a “significancia” (num sentido técnico) das conclusoes
obtidas, levando em conta o tamanho da amostra. Um fenomeno bastante
curioso (exposto em [9]) que ocorre em alguns circulos do meio académico é
o “uso” da Matemaética em textos (ndo matemdaticos') sem que exista qual-
quer justificativa aparente para a necessidade desse “uso”, deixando uma
impressao de que o Unico papel da Matematica em tais textos seria o seu
obscurecimento (deliberado ou nao); é bem natural que leitores leigos em
Matematica dos referidos textos sintam-se intimidados pelo linguajar técnico

Ipor “texto mateméatico” estou entendendo aquele que tem como um dos seus ob-
jetivos principais a apresentacao de conceitos matemdéticos. Esse é o caso, por exemplo,
dos artigos publicados em revistas especializadas de Matemaética ou em livros técnicos de
Matemadtica. Incluimos af os textos metamatemdticos, que falam sobre a Matemdtica (um
texto que esteja criticando um conceito matematico, falando sobre a histéria de um con-
ceito matemaético ou mesmo discutindo sobre a melhor forma de se ensinar determinado
conceito matemdtico). Em todos esses casos é evidente que a Matemadtica é o foco e ndo
uma coadjuvante.

16
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e sejam as vezes falsamente levados a uma idéia de profundidade, embasa-
mento cientifico e erudicao do autor. O “uso” da Matematica nesse ultimo
sentido serd chamado no restante deste livro de obscuridade matemdtica
(apés o livro [9] de Sokal e Bricmont, tal préatica ficou em certos meios
identificada com o nome “impostura intelectual”).

Entendo que os usos da Matematica em textos nao matematicos podem
ser aproximadamente classificados nas seguintes categorias:

(a) uso da Matemadtica como ferramenta (modelagem matematica ou
métodos estatisticos);

(b) uso da Matemadtica como metéafora, auxiliando a explicagao de al-
gum assunto nao matematico;

(c) obscuridade matemética (no sentido explicado acima).

Algumas palavras sobre a categoria (b): metéforas sao um recurso pe-
dagdgico comum e sao normalmente empregadas para se explicar algo novo
(com o qual o ouvinte tem pouca ou nenhuma familiaridade) usando-se com-
paragoes com algo com o qual o ouvinte ja tem razoavel familiaridade. Seria
bastante estranho usar metéforas para explicar algo familiar (e as vezes ba-
nal), fazendo-se comparagoes com conceitos complexos e abstratos com os
quais o ouvinte tem pouca ou nenhuma familiaridade. Poderia talvez se
conceber uma situacdo em que se usa a Matematica como metafora para
explicar conceitos nao pertinentes a Matematica para um matematico pro-
fissional (embora isso faga sentido, devo confessar que tenho dificuldades em
vislumbrar situagoes nas quais tal prética seria pedagogicamente relevante).

E um tanto constrangedor que a obscuridade matematica tenha sido em-
pregada por intelectuais tais como Jacques Lacan (veja [9, Capitulo 1] para
uma discussao a respeito, juntamente com citacoes literalmente delirantes
da obscuridade matemadtica de Lacan). Nao é necessariamente verdade que
toda a obra de um autor esteja condenada apenas pelo fato de o mesmo pra-
ticar a obscuridade matemadtica; no entanto, acredito que a identificacao de
tal pratica deveria no minimo levar a um questionamento sobre a seriedade
intelectual de um autor. Observo que a obscuridade matematica pode se
manifestar de diversas formas: frases completamente desprovidas de signifi-
cado, afirmacOes matematicas incorretas, mencoes de objetos matematicos
de forma confusa ou simplesmente o emprego de nogbes matematicas em
situagoes onde nao ha a mais remota justificativa de como tais conceitos
sofisticados poderiam contribuir para o texto?.

E bastante compreensivel que autores nao matemdaticos cometam erros
ou imprecisoes quando fazem uso legitimo da Matematica em sua pesquisa
(categoria (a) acima) e nao estou de modo algum fazendo criticas severas a

2Nas palavras de Sokal e Bricmont ([9, pg. 10]): “Ndo seria bom (para nés, ma-
temaéticos e fisicos) que o teorema de Godel ou a teoria da relatividade tivessem implicagoes
imediatas e profundas no estudo da sociedade? Ou que o axioma da escolha pudesse ser
usado no estudo da poesia? Ou que a topologia tivesse algo a ver com a psique humana?
Contudo, este ndo é o caso.”
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situagoes como essa (assim como, nao seria de se estranhar muito se um ma-
tematico aplicado cometesse alguns erros sobre, digamos, Biologia, caso se
aventurasse a fazer um trabalho de modelagem sobre determinado fenémeno
bioldgico). Critico severamente, no entanto, autores que cometem erros du-
rante a sua pratica da obscuridade matemédtica (é um tanto ridiculo que
um autor que aparenta estar usando um linguajar matematico sofisticado
apenas para impressionar um ouvinte leigo esteja na verdade cometendo um
bocado de erros técnicos); na verdade, julgo que a obscuridade matematica
é uma pratica a ser denunciada, mesmo quando livre de erros técnicos.

Como um leitor leigo em Matemaética pode fazer para diferenciar o uso
legitimo da Matematica num texto da mera obscuridade matematica? Nao
hé uma estratégia definitiva, mas existem algumas dicas simples que se deve
ter em mente. Em textos onde se faz modelagem matema&tica, normalmen-
te hé explicacoes razoavelmente explicitas de como o modelo funciona, de
quais objetos do mundo fisico, biolégico ou social (ou grandezas observaveis)
correspondem a quais objetos matematicos abstratos. Quanto aos métodos
estatisticos, seu uso é em geral bastante evidente: sao fornecidas tabelas de
dados coletados em algum experimento, observacao ou sondagem e depois
métodos estatisticos (como, por exemplo, testes de hipdtese, intervalos de
confianga) sdo usados para analisar os dados e chegar a certas conclusdes.
Em casos de obscuridade matematica, conceitos sofisticados e abstratos apa-
recem em geral sem nenhuma explicacao da sua relacao com os objetos con-
cretos que se quer estudar; também, provavelmente o autor nao faz nenhum
esforgo para explicar (ao menos superficialmente) o significado de tais con-
ceitos em termos um pouco mais acessiveis ao publico leigo em Matematica
(mesmo quando o texto visa atingir um piblico leigo em Matemética).

Uma questao natural que sempre aparece quando se encontra autores
usando obscuridade matematica é a da motivacgao. Seria uma tentativa
deliberada de enganar ou iludir os seus leitores, uma tentativa de passar
um falso respaldo cientifico a opinides do autor, de mostrar uma pretensa
erudicao? Ou seria auto-engano e falta de conhecimento sobre o assunto?
Ou uma mistura de todas essas coisas? Infelizmente, é impossivel determinar
com absoluta certeza as intencoes de um autor e tudo que se pode fazer aqui
é especular.

Nesta secao, mostraremos através de uma quantidade grande de citagoes
que Nilson José Machado ¢ um adepto da obscuridade matematica. Sobre as
verdadeiras intencoes de Machado, nao sabemos com certeza quais sejam.
No entanto, pode-se afirmar que Machado nao é completamente leigo em
Matematica, ja que foi aluno de disciplinas de pés-graduacao em Matematica
no IME-USP (Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade de Sao
Paulo).
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As citagoes que aparecem aqui foram todas retiradas do livro [8], publica-
do por Machado em 1995 (e reeditado muitas vezes), intitulado® “Epistemo-
logia e Didatica: as concepgoes de conhecimento e inteligéncia e a pratica
docente”. Observo que, de 1995 para cd, Machado nao abandonou com-
pletamente a pratica da obscuridade matemaética; com efeito, em palestra
proferida por Machado no primeiro semestre de 2006 no IME-USP, ouvi o
mesmo afirmar que “autoridade é um espacgo vetorial de dimensao quatro”,
quando apontava para uma figura em que a palavra “autoridade” aparecia
no centro, ligada as palavras “chefe”, “padre”, “pai” e “juiz” (supostamente
a “base” desse espaco vetorial?). Evidentemente, “autoridade” nao é um
espaco vetorial e acredito que Machado entende perfeitamente isso. Nao é
aparente como uma suposta analogia entre autoridade e espacos vetoriais
poderia beneficiar os ouvintes da palestra, sejam eles leigos ou matematicos;
a idéia de espaco vetorial nesse contexto nunca voltou a ser explorada no
restante da palestra, nem foi fornecida qualquer explicacao de como essa
analogia poderia funcionar a nao ser pela vaga insinuacao de que “chefe”,
“padre”, “pai” e “juiz” seriam uma base desse espaco vetorial.

2.1.1. A topologia. Em duas passagens de [8], Machado cita a nogao
matematica de topologia. No texto intitulado “Inteligéncia multipla: a
lingua e a matematica no espectro de competéncias”, Machado comenta

([8, pg. 110)):

“De fato, pensar o conhecimento como uma rede de significacoes, em
contraposicdo ao bem arraigado paradigma cartesiano das cadeias causais,
erige que se atente para certas caracteristicas fundamentais de tal teia, on-
de 0s nos/significados sao construidos a partir de relagoes/propriedades de
maultipla natureza, resultando naturalmente heterogéneos, onde a trama de
interconexdes apresenta-se em permanente metamorfose, ndo se desenvol-
vendo como irradiagées a partir de um unico centro mas apresentando a
cada instante maultiplos centros de interesse, e onde, sobretudo, a nog¢ao

30bservo que esse livro é apontado por Machado em seu Curriculo Lattes como sendo
uma das principais obras da sua carreira.

41nformalmente7 um espaco vetorial é uma estrutura matemética munida de certas
operagoes, satisfazendo certas propriedades; o conjunto dos vetores do espago Euclideano
tridimensional (que aparecem nos cursos de Fisica do colégio) constituem um exemplo de
espago vetorial (observe que é possivel somar vetores e multiplicar vetores por nimeros
reais — tais operagdes fazem desse conjunto de vetores um espago vetorial). Outros
exemplos de espagos vetoriais sdo o conjunto dos polindmios (com coeficientes reais),
das matrizes (com ndmero de linhas e colunas fixados e entradas reais) ou das funcoes a
valores reais com certo dominio fixado. Uma base de um espago vetorial é, essencialmente,
uma colegdo de vetores (elementos do espago vetorial) que permite “descrever” todos os
outros vetores de modo unico, constituindo entdo um sistema de coordenadas no espago.
Por exemplo, os versores 7, 7, k paralelos aos eixos coordenados constituem uma base do
espaco dos vetores do espaco Euclideano tridimensional e os monémios 1, x, =2, 23, ...,
constituem uma base do espaco vetorial dos polinomios.
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de distancia ou de proximidade entre os temas deve ser conside-
rada em sentido topoldgico, transcendendo os limites da mélrica
usual.” (grifos nossos)

No referido texto, Machado discorre sobre a teoria das inteligéncias
multiplas de Howard Gardner (veja [6]), na qual ressalta-se que nogoes
classicas de inteligéncia devem ser estendidas de modo a incluir uma grande
variedade de competéncias humanas (fala-se em inteligéncia l6gico-mate-
matica, inteligéncia linguistica, inteligéncia interpessoal, inteligéncia intra-
pessoal, inteligéncia musical, inteligéncia corporal-cinestésica e inteligéncia
espacial; Machado propoe que se acrescente também a nocao de inteligéncia
pictérica).

No texto intitulado “Conhecimento como rede: a metafora como para-
digma e como processo”, Machado escreve ([8, pg. 149]):

“O que estd em foco no Principio de topologia € a idéia de proximidade
entre significacoes, que nao poderia ser considerada do ponto de vista da
geometria cldssica, mas sim no ambito da topologia. A noc¢do de distancia
precisa ser compreendida em sentido topoldogico: hd distancias e distancias,
no espaco e no tempo, entre objetos ou entre procedimentos, entre pontos ou
entre curvas, entre acoes e sensacoes, € o metro linear nao passa de uma
pequena possibilidade de tratar-se delas. Topologicamente, por exemplo, a
distancia entre uma xicara com asa e outra sem asa € muito maior do que
a existente entre uma esfera e um cubo.

Ao esbocar-se a rede hipertextual, de modo algum a proximidade en-
tre nds/significados, entre feizes de relagoes, pode deirar-se subsumir pela
contigiidade fisica entre objetos ou representacdes; a proximidade pode ter
sempre maultiplos sentidos.”

Nesse texto (como em varios outros), Machado passa boa parte do tem-
po insistindo na idéia de que a nogao de “rede” (num sentido vago, que varia
muito de uma pégina para a outra) é uma boa metafora para a representacao
do conhecimento (por sinal, parece-me um pouco sem sentido insistir tan-
to, usando uma linguagem tao rebuscada e uma gama enorme de citagoes
de varios tipos, no fato pertencente ao senso comum de que interligagoes
entre varios conceitos sao feitas quando um individuo aprende determinado
assunto ou “constrdéi o seu conhecimento”). No trecho que citei, Machado
estava a explicar o “principio de topologia”, ligado a um “paradigma do
hipertexto” sugerido por Pierre Lévy (veja [7]).

Ora, nao faz muito sentido acreditar que idéias da topologia possam re-
almente enriquecer o texto de Machado de alguma forma. O contexto em
que as citagOes aparecem correspondem a discussoes bem vagas e informais
da idéia de que redes e hipertextos sao metiforas “fecundas” para represen-
tacao do conhecimento®. O uso de topologia nesse contexto seria entao um

5Deve-se ressaltar aqui que Machado nunca explica realmente de forma razoavelmente
precisa como as redes e os hipertextos seriam usados para modelar o conhecimento (muito
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discurso metaférico dentro de uma discussao que ja era, por si s6, metaférica.
Na verdade, tudo isso parece apenas uma forma bastante pedante e confusa
de dizer banalidades. Abaixo, apontamos alguns escorregdes mais técnicos
que Machado comete no seu “uso” da topologia (para melhor apreciar essa
discussao, recomendamos ao leitor nao especialista que estude, superficial-
mente ao menos, o conteido da Secao A.3 do Apéndice A). Ressalto aqui
que a minha principal critica ao texto de Machado nao sao os escorregoes
técnicos listados abaixo, mas simplesmente o uso das idéias da topologia
num contexto em que sao completamente irrelevantes.

e I bastante estranho falar em “distancia em sentido topolégico”. A
nocao de espago topoldgico é justamente a generalizacao da nocgao
de espa¢o métrico (conjunto munido de uma nogao de distancia),
onde se abandona a nog¢do de distincia! (a “nocao de distancia”
que existia no espaco métrico é substituida pela topologia, que é
um estrutura mais fraca do que a estrutura métrica). “Distancia” é
justamente o principal exemplo de uma noc¢ao que nao é topologica
(diferentemente de, por exemplo, “continuidade”, que é uma nogao
topolégical)!

e O que “espaco e tempo”, “objetos e procedimentos”, “agoes e sen-
sacoes” tém a ver com topologia?

e Para sairmos da “métrica usual” (seria do espago Euclideano?) ou
“do ponto de vista da geometria cldssica” nao é necessario de forma
alguma entrarmos “no ambito da topologia”. Parece haver aqui
uma confusio entre geometrias nio-Euclideanas e topologia geral.

pelo contrario, Machado faz questao de enfatizar que nao é esse seu objetivo — veja, por
exemplo, citagdo de [8, pg. 135] que transcrevemos na pagina 28). Caso se estivesse a usar
alguma nocao rigorosa de rede numa tentativa de modelagem matemaética para algum
tipo de teoria do conhecimento, ndo seria totalmente absurdo que a topologia realmente
pudesse ser usada como ferramenta (embora fosse mais provavel o emprego de técnicas da
combinatéria e da matemadtica discreta, como a teoria dos grafos).

6Quando Machado diz que “a distancia entre uma xicara com asa e outra sem asa
é muito maior do que a existente entre uma esfera e um cubo”, esta se referindo ao fato
de que uma esfera é topologicamente equivalente (homeomorfa) a um cubo, enquanto que
uma xicara com asa nao é homeomorfa a uma xicara sem asa. Nao é muito adequado
falar em “distancia” aqui, j& que ou dois espagos topoldgicos sao homeomorfos ou nao
s80; ndo hd em geral uma “nocao de distancia” que quantifica o quéo préximos de serem
homeomorfos os espagos estao.

7A métrica da geometria cldssica (Euclideana) estd associada a uma topologia (como
qualquer métrica estd). O termo geometria nao-Fuclideana é normalmente usado para
referir-se a geometrias alternativas onde substitui-se o axioma de Euclides das retas pa-
ralelas, que diz que por um ponto fora de uma reta passa uma tunica reta paralela & reta
dada. A geometria hiperbdlica de Lobachevsky (exemplo padrao de geometria nao Eucli-
deana, na qual por um ponto fora de uma reta passam uma infinidade de retas paralelas a
reta dada) corresponde a uma topologia perfeitamente metrizdvel. Também as geometrias
estudadas no campo da geometria diferencial (as variedades Riemannianas) correspondem
a topologias metrizaveis. Nao ha necessidade de se falar em topologia geral se tudo o que
se pretende é migrar da geometria Euclideana para alguma geometria nao-Euclideana.
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2.1.2. Categorias e alegorias. Vou agora analisar a aparente empol-
gacao de Machado com a teoria das categorias e, mais especificamente, com
as alegorias, que sao categorias especiais munidas de certa estrutura adici-
onal. A teoria das categorias é a area da Matemadtica que é usada para,
entre outras coisas, organizar as varias estruturas abstratas que aparecem
na Matemadtica (para nao especialistas, uma melhor compreensao das dis-
cussoes que aparecem aqui serd obtida apds um estudo das Segoes A.1 e A.2
do Apéndice A).

Antes de mais nada, devo fazer alguns esclarecimentos sobre os nomes
dados aos objetos matematicos. A Matemética (ou, mais precisamente, seus
praticantes) empresta freqiientemente palavras da linguagem coloquial para
dar nome a conceitos sofisticados e abstratos. Em alguns casos, os significa-
dos coloquiais dos nomes dos objetos matematicos tém de fato alguma re-
lagao com o significado técnico dos mesmos (¢é o caso, por exemplo, da no¢ao
de espago topoldgico conexos), em alguns casos essa relacao é bem vaga e
em outros (muito freqiientes), ndo existe nenhuma relagao entre significado
técnico e coloquial (corpos, grupos, anéis, filtros, espagos separdveis, etc).
A verdade é que matemaéticos normalmente importam-se pouco com o nome
que dao para seus objetos (que podem até, em alguns casos, ser escolhidos
por uma mera brincadeira) mas importam-se muito com o significado e com
a apresentacao de definicoes precisas para esses objetos. Em vista dessas
informacées, o leitor deve ser capaz de perceber que é um tanto patético
empolgar-se com determinada nocao matemaética, apenas por causa de seu
nome (isso poderia ser comparado a, por exemplo, um consumidor que es-
colhe o computador que vai comprar pela cor, ignorando as especificagoes
técnicas do produto).

Veremos no que segue que (aparentemente, ao menos) Machado estd um
tanto empolgado com o nome “alegoria” que foi dado por Freyd e Scedrov
(veja [5]) a um objeto matemético sofisticado e abstrato (veja defini¢ao
completa na pagina 42). Nao que Machado desconhega completamente a
definicdo matemadtica de alegoria (que é descrita por ele em alguns trechos
de seus textos, de forma confusa, com vérios erros), mas algumas afirmagoes
feitas por Machado a respeito de tal conceito sdo tao absurdas que deve-se
questionar o quanto Machado realmente entendeu da definigdo de alegoria
ou o quanto ele estaria tentando simplesmente iludir seus leitores leigos com
frases de efeito.

8A definicdo matemadtica de espago topoldgico conexo é bastante técnica (um espago
topoldgico é dito conexo quando ndo pode ser escrito como unido de dois conjuntos abertos
disjuntos e nédo vazios; veja Se¢ao A.3 do Apéndice A para mais detalhes sobre espagos
topoldgicos e conjuntos abertos). No entanto, uma andlise das idéias por trds dessa defi-
nig¢do levam a percepgao de que espagos conexos tratam-se essencialmente de “espagos que
tem um dnico pedago” (o que corresponde ao significado coloquial da palavra “conexo”).
Deve-se ter um certo cuidado, no entanto, com essa interpretacdo intuitiva da definicao
técnica ja que, por exemplo, existem espago topoldgicos conexos que nao Sao conexros
por caminhos (isto é, apesar do espago ser conexo, nao é o caso que se pode “deslocar
continuamente” de um ponto arbitrdrio a outro ponto arbitrario do espago).
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Em boa parte do seu livro [8], Machado insiste na importancia das
metéaforas como recurso pedagégico (alids, esse é um ponto em que estou
plenamente de acordo com Machado). Alegorias sdo, para Machado, uma
espécie de metafora longa e exagerada ou, mais precisamente, nas palavras
do préprio ([8, pg. 159]):

“De modo sintético, a alegoria é uma metdfora continuada, ou um en-
cadeamento de metdforas, numa composicGo que visa a que se conte uma
historia através do recurso ao sentido figurado. Além da alegoria em sen-
tido estrito, tal recurso pode assumir diferentes formas, como a pardbola, o
mito, a fabula, entre outras. Como ocorreu no nivel da metdfora, também
em sentido ascendente, nao se procurard discernir cuidadosamente os mati-
zes de tais formas, resumindo as distingoes a consideracdo de dois niveis de
recursos: a metafora, em que a construcdo do sentido figurado tem a “di-
mensao” de uma frase; e a alegoria, em que um encadeamento de imagens
metaforicas serve de base para que se construa um cendrio ou se conte uma
historia.”

Poderia se acreditar que é mera coincidéncia que Machado fale muito
sobre as alegorias em sentido similar ao coloquial (descrito na citacao aci-
ma) e também sobre as alegorias no sentido matematico (observo que nao
héa realmente nenhuma relagao entre as duas nocoes de alegoria e eu espe-
cularia que a motivagdo de Freyd e Scedrov para usar o nome “alegoria”
é simplesmente uma brincadeira baseada na rima? entre as palavras “cate-
goria” e “alegoria”). Ja quando fala dos objetivos gerais de seu livro ([8,
pg. 17]), Machado propde (no meio de uma lista de objetivos razodveis, tais
como “analisar as articulacoes entre o discurso pedagogico e as agoes docen-
tes”, “investigar o papel desempenhado pelas tecnologias informaticas nos
processos cognitivos”, etc), os seguintes objetivos um tanto esdrixulos:

o “Investigar o recurso a objetos matemdticos para a representacao
do conhecimento, ressaltando a dupla face da presenca da alegoria
em matemdtica: como constru¢do metaforica, na instauracdo dos
novos significados, e como um novo objeto matemdtico, revestido de
todo o rigor formal, uma generalizag¢ao da idéia de categoria;”
(grifos nossos)

o “Estabelecer relacdes entre os significados dos objetos matemdticos
no interior da matemdtica e externamente a ela, como no caso das
categorias algébricas e das categorias gramaticais;”

Objetivos como esses sao no minimo muito especulativos. Diga-se de
passagem, nem ¢ realmente verdade que a nocao de alegoria é uma gene-
ralizacdo da nocao de categoria, muito pelo contrario (toda alegoria é uma
categoria).

90bserve que no original em inglés, o titulo do livro de Freyd e Scedrov é Categories,
Allegories.
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No texto intitulado “Inteligéncia multipla: a lingua e a matematica no
espectro de competéncias”’, encontra-se o seguinte trecho, completamente
absurdo ([8, pg. 93]):

“De fato, justamente no terreno da dlgebra homoldgica, um dos temas
matemdticos mais sofisticados e promissores a partir da década de 60, surgiu
e encontra-se em desenvolvimento o conceito de alegoria, uma generalizacdo
da nocao de categoria, que pode vir a constituir um marco definitivo do lu-
gar do pensamento analégico na matemdtica mais “abstrata”. Em Freyd e
Scedrov (1990), podem ser encontrados argumentos decisivos nesse sentido;
dificilmente, apds a leitura de Categories, allegories, Jung poderia reafirmar
suas convicgdes a respeito da irrelevancia da matemdtica para o desenvolvi-
mento do pensamento logico, que inclui o analdgico, naturalmente.”

No contexto do qual a citagao foi tirada, Machado dizia que Jung nao
gostava de Matematica na escola e que Jung nao via a relagdo entre Ma-
tematica e a capacidade de pensamento légico. Supostamente, Jung mudaria
de idéia se conhecesse o livro Categories, allegories; esse pequeno trecho de
texto, é particularmente denso em bobagens.

e Niao é muito apropriado dizer que as alegorias sao um conceito em
desenvolvimento no terreno da dlgebra homoldgica; o livro de Freyd
e Scedrov nao é um livro de dlgebra homolégica e nunca vi um livro
de algebra homoldgica que sequer mencionasse o conceito de ale-
goria (categorias, no entanto, aparecem em essencialmente todos
os livros de dlgebra homolégica, mas também nao seria adequado
considera-las um conceito especifico de tal area, ja que a nocao de
categoria pode ser relacionada com quase qualquer assunto de Ma-
temaética). E também muito questionavel que algebra homolégica
seja “um dos temas matematicos mais sofisticados e promissores a
partir da década de 60” (apesar de que seja mesmo um tema sofis-
ticado e interessante, a frase de Machado é um tanto exagerada).

e Novamente, Machado erra ao dizer que a nocao de alegoria é uma
generalizacao da nogao de categoria.

e Quando Machado diz que a nocgao de alegoria “pode vir a cons-
tituir um marco definitivo do lugar do pensamento analégico na
matematica mais abstrata”, faz duas afirmacoes estranhas: em pri-
meiro lugar, o pensamento analégico (no sentido de “pensar usando
analogias”) é bem rotineiro no trabalho dos mateméticos'® e nao

10peve-se observar que analogias e metaforas sdo recursos muito tteis na pedagogia
da Matemaética. N&o s6 isso, o estabelecimento de analogias entre teorias e entre conceitos
é uma ferramenta quase imprescindivel na formulagao de conjecturas, na investigagao das
possibilidades de se generalizar uma teoria ou conceito e até no processo de descoberta de
novas demonstragoes. O que ndo € admitido em Matemdtica é o uso de analogias para
demonstrar resultados originais (evidentemente, nem deveria ser o contrario: analogias
podem levar a conclusoes erradas).
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uma novidade que apareceu “no terreno da algebra homoldgica,
a partir da década de 607, como Machado insinua. Em segundo
lugar, nao ha nada de revolucionario na nocao matematica de ale-
goria; muito pelo contrario, é uma definicao como outra qualquer,
similar a muitas outras que aparecem em algebra (o velho esquema
“conjunto, munido de operagoes, satisfazendo uma lista de propri-
edades”, que estd em todo canto da matematica moderna, desde os
livros de Bourbaki).

o Last but not least, a afirmacao de que Jung melhoraria sua im-
pressao sobre a Matematica caso tivesse lido “Categories, allego-
ries” é um completo disparate!!. Um individuo que ndo tenha
bastante preparo em tépicos de Matematica tais como algebra abs-
trata e topologia geral nao tem qualquer possibilidade de apreciar
(ou mesmo compreender) um livro sobre teoria das categorias. Na
verdade, o livro de Freyd e Scedrov é (apesar de conter assuntos
muito interessantes) particularmente dificil de ler mesmo para ma-
teméticos experientes'?.

No texto intitulado “Conhecimento como rede: a metafora como para-
digma e como processo” Machado ([8, pg. 135]) comenta sobre os supostos
“desvios deformadores” que uma tentativa de formalizacdo de sua imagem
da rede poderiam trazer; Machado afirma entao que Bunge (o fisico e filésofo
Mario Bunge, vide Subsecao 2.2.1) prega a “imprescindibilidade da axioma-
tizagao” e a “auséncia de alternativas para a concepcao de teorias enquanto
aparatos formais” (vide pédgina 28, onde transcrevemos na integra a afir-
magao de Machado). Machado cita entao um trecho do livro Filosofia da
Fisica, de Bunge ([2, pg. 217]):

“Enquanto se mantiver o principio absurdo de que uma teoria cientifica
nao € um sistema hipotético-dedutivo, mas uma sintese indutiva, uma me-
tdafora ou seja o que for, e enquanto houver uma relutancia irracionalista
em relacdo a ariomdtica, nao podem esperar-se avancos decisivos no estudo
das relagoes intertedricas. FE enquanto ndo estiverem disponiveis cuidadosas
historias de casos ou uma teoria geral, deveriamos abster-nos de espremer
as relagoes interteoricas para sumo filosdfico.”

1 Gomo eu sei disso sem ter conhecido Jung? Mais ou menos do mesmo jeito que eu
sei que Jung nao era capaz de correr a 100km/h, ou de dar saltos de 5 metros de altura.
Nenhum ser humano consegue fazer essas coisas.

2Francamente, o livro estd longe de ser um modelo de texto diddtico. Além de conter
poucos exemplos que ilustrem os conceitos abstratos em situagbes matematicamente mais
“concretas”, em alguns trechos fica-se até com a impressdo de que os autores escolhem a
notagdo de propésito de modo a tornar o livro mais dificil de ler. Para o leitor curioso,
sugiro que dé uma olhada em péginas de [5] tais como 37, 40, 158, 210, 236, 246, 247, 248,
para exemplos de como a notagdo dos autores é dificil de decifrar.
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Ora, nao seria muito dificil construir bons argumentos contra uma afir-
magao radical'® como a de que o método axiomético seja imprescindivel na
elaboragao de teorias (entendendo a palavra “teoria” em sentido bem amplo,
supostamente). Em vez disso, Machado nos apresenta a seguinte pérola ([8,
pg. 136)):

“A historia da ciéncia, no entanto, freqiientemente tem desapontado
emissores de mensagens tao insofismdveis, tdo definitivas. As surpresas,
neste caso, podem provir do prdprio terreno matemdtico, no seio de seu for-
malismo. Em 1990, Freyd e Scedrov constroem o conceito de alegoria, uma
generalizacao da mogao matemdtica de categoria, onde as relagoes entre os
objetos constituintes nao necessitam de caracteristicas funcionais. Em ou-
tras palavras, numa alegoria existem objetos e relagoes (morfismos) que os
enlacam e determinam, como numa categoria; entretanto, as relagcoes nao
tém necessariamente caracteristicas funcionais, como numa categoria, nao
precisam ter origem e extremidade fizadas, abrindo-se, assim, a possibilidade
da consideracdo de relagdes nao-causais, como as analdgicas, por exemplo.
No ambito de tal teoria das alegorias, impregnada de simbolos matemdticos
e totalmente formalizada, os autores citados propoem, caprichosamente, que
as teorias nao passam de alegorias. . .em sentido matemdtico. O futuro dird
se faz sentido pensar-se que talvez ndo o sejam apenas neste sentido.”

Analisemos em detalhes as fantasias e os erros que se encontram no
trecho citado acima.

e Como ja explicamos anteriormente, a no¢ao matemaética de alegoria
¢é dada por uma definicao matematica como outra qualquer, similar
a muitas outras que aparecem em algebra. E uma completa fantasia
a idéia de que essa definicao pudesse de alguma forma indicar algum
tipo de insucesso do método axiomatico ou qualquer coisa nessa
direc@o. O livro [5] de Freyd e Scedrov é escrito na melhor ortodoxia
do método axiomaético e do rigor matemaético.

e Mais uma vez, Machado recorre no erro de afirmar que o conceito
de alegoria é uma generalizagao do conceito de categoria.

e E correto afirmar que numa alegoria “as relacoes entre os objetos
constituintes ndo necessitam de caracteristicas funcionais” (enten-
dendo que por “relacoes”, Machado esteja se referindo aos morfis-
mos14). No entanto, isso nao é uma particularidade das alegorias;
j4 numa categoria nao é o caso que os morfismos precisam ser ne-
cessariamente funcgoes (e, afinal de contas, toda alegoria é também

13Na, verdade, Machado nao est4 nem de longe sendo justo nas suas afirmacdes sobre
Bunge. Voltaremos a esse assunto na Subsegao 2.2.1.

lge préprio escreve “morfismos” entre parénteses logo abaixo, no trecho citado.
E realmente verdade que nos exemplos tipicos de alegoria (veja Subsecao A.2.1, no
Apéndice A) os morfismos sao relagdes (e nao fungdes). Ao menos Machado entendeu
alguma coisa do livro [5] de Freyd e Scedrov.
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uma categoria). O mais curioso € que isso € um fato bem elemen-
tar, que tipicamente é bem explicado logo nos primeiros exemplos
que aparecem em qualquer livro de teoria das categorias!

e Machado afirma que numa alegoria as “relagoes” (morfismos) “nao
precisam ter origem e extremidade fixadas”. Isso é simplesmente
falso. Alegorias sao categorias e em qualquer categoria os morfismos
precisam ter dominio e contra-dominio (origem e extremidade) bem
definidos!®.

e A mencao as “relagbes ndo-causais” e as relagoes “analdgicas” é
puro nonsense, isso nao tem nada a ver com teoria das categorias
nem com teoria de alegorias.

e Os autores (Freyd e Scedrov) n@o propdem que “as teorias nao
passam de alegorias”. Provavelmente Machado estd se referindo a
Secao B.3 do Apéndice B de [5], onde Freyd e Scedrov mostram
como se pode construir uma alegoria a partir de uma dada teoria
(teoria entendida no sentido de sistema dedutivo formal, com regras
de sintaxe e de inferéncia explicadas de forma muito rigorosa no
Apéndice B de [5]). Essa construgao abstrata e rigorosa ¢ feita com
0 objetivo especifico de mostrar aplicagoes a logica matematica de
alguns dos teoremas gerais sobre alegorias explicados no restante
do livro'%. A visdo caricata de Machado que pretende insinuar que
“teorias nao passam de alegorias” é completamente descabida.

Mas a histéria nao acabou. O livro [8] de Machado contém dois capitulos
inteiros somente sobre categorias, sendo um deles sobre alegorias. Os capitu-
los sao intitulados “Dos Conjuntos as Alegorias: os objetos matematicos e a
representagao do conhecimento” e “Linguistica e Matematica: das categorias
gramaticais as categorias algébricas”. Passemos agora a andlise de alguns
trechos dos mesmos.

[Secdo ainda incompletal

15Mas, digamos que eu decida inventar uma nova definigio matemaética, uma verda-
deira generalizagdo do conceito de categoria, em que os morfismos nao precisem mais ter
dominio e contra-dominio bem definidos. Nao haveria nada de errado em se enunciar uma
tal definicdo, se ndo o fizeram até agora é porque nao houve interesse. De que forma o
simples enunciado de uma nova definicdo matemédtica poderia consistir numa critica as
idéias de Bunge sobre teorias axiomaticas?

160\ [ais especificamente, Freyd e Scedrov conseguem demonstrar (usando teoremas
gerais sobre alegorias aplicados a alegorias determinadas por teorias formais) o Teorema
da Completude de Gddel e o fato que o axioma da escolha e a hipétese do continuum
nao sao teoremas de ZF (teoria dos conjuntos de Zermelo—Fraenkel). Os dois ultimos
sao resultados muito profundos cuja demonstracao padrao depende da sofisticada técnica
conhecida como Forcing.
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2.2. Sobre as citacoes a outros autores

2.2.1. Mario Bunge. O fisico e filésofo Mario Bunge nasceu em 1919
na cidade de Buenos Aires (Argentina). Doutourou-se em ciéncias fisico-
matematicas em 1952 pela Universidad Nacional de La Plata e, desde 1966,
é professor da McGill University em Montreal (Canadd). Bunge é autor de
dezenas de livros e centenas de artigos em assuntos tao diversos como Fisica
Tedrica, Matemdtica Aplicada, Fundamentos da Fisica, Fundamentos da
Sociologia e da Psicologia, Filosofia da Ciéncia, Semantica, Epistemologia,
Etica, Ciéncia Politica, etc.

No texto intitulado “Conhecimento como rede: a metafora como para-
digma e como processo” Machado escreve ([8, pg. 135]):

“Tanto no que se refere a organizacdo interna de uma teoria quanto no
estabelecimento de relagoes interteoricas, a relativa flexibilidade sugerida por
Mosterin dd lugar, algumas vezes, a expectativa de um tratamento formal
que pode conduzir a simplificacées ou a desvious deformadores.

Com efeito, argumentando de modo radical e baseando-se em inegdveis
sucessos locais da utilizagao da formalizagao matemdtica, Bunge (1973), por
exemplo, pretende estabelecer as vantagens e a imprescindibilidade da axio-
matizacdo, a auséncia de alternativas para a concepcdo de teorias enquanto
aparatos formais e até mesmo a inevitabilidade do tratamento axiomdtico
no estabelecimento das relagoes entre teorias. Apés examinar exemplos de
axiomatizacao de teorias como a da gravitacdo ou a das redes elétricas, ele
conclui, categorico:”

A seguir, Machado cita o seguinte trecho do livro Filosofia da Fisica, de
Mario Bunge ([2, pg. 217]):

“Enquanto se mantiver o principio absurdo de que uma teoria cientifica
nao € um sistema hipotético-dedutivo, mas uma sintese indutiva, uma me-
tdafora ou seja o que for, e enquanto houver uma relutancia irracionalista
em relacdo a axiomdtica, ndo podem esperar-se avancgos decisivos no estudo
das relagoes interteoricas. E enquanto nao estiverem disponiveis cuidadosas
historias de casos ou wma teoria geral, deveriamos abster-nos de espremer
as relagoes interteoricas para sumo filosdfico.”

E um tanto grotesco que Machado pretenda criticar um livro profundo
e complexo como [2] afirmando algumas baboseiras a respeito da teoria das
alegorias (veja pagina 26 para detalhes). Nao concordo!” necessariamen-
te com tudo que Bunge escreve em [2] e acredito que seria bem possivel
construir criticas a varias de suas posicoes filoséficas. No entanto, é bem
claro que Bunge possui uma vasta cultura sobre Fisica, Fundamentos da
Matemadtica e Filosofia da Ciéncia; seus argumentos em [2] sdo muito pon-
derados e bem elaborados. Selecionamos varios trechos de [2] para tentar

1TNa verdade, meus precarios conhecimentos de Fisica ndo me permitem opinar de
forma inteligente sobre boa parte das teses que Bunge defende em [2].
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mostrar ao leitor o quao distorcida é a forma como Machado citou Bunge
em [8, pg. 136].

Em primeiro lugar, deve-se entender que o livro [2] de Bunge trata sobre
filosofia da Fisica e é absolutamente claro pelo contexto que a sua defesa do
método axiomatico em [2] refere-se a Fisica e nao a todas as dreas do co-
nhecimento humano (como as ciéncias politicas, por exemplo). Na primeira
secao de [2, Capitulo 7], Bunge discute o que ele considera os trés caminhos
de abordagem a uma teoria fisica: o historico, o heuristico e o axiomatico.
Veja, por exemplo, o seguinte trecho'® ([2, pg. 136]):

“Contudo, ndo existe qualquer conflito entre as trés abordagens a expo-
si¢ao da teoria: cada uma ilumina uma faceta diferente de um objecto com-
plexo e cada uma tem o seu proprio objectivo. A primeira estd interessada
na biografia de uma teoria, a seqgunda nas suas capacidades e realizagoes, e a
terceira naquilo que pode ser chamado o seu cardcter: os seus fundamentos,
no tocante a estrutura e ao conteudo. Por consequinte, seria errado pre-
tender que qualquer das trés abordagens seja absolutamente superior a cada
uma ou a ambas outras. As trés abordagens sao mutuamente complementa-
res e, consequentemente, uma educagdo cientifica bem torneada, mesmo que
esteja centrada no formato heuristico ou intuitivo, devia dar uma ideia dos
extremos do caos historico e da reqularidade axiomdtica.

Nao defenderei a abordagem heuristica, porque é empregue universalmen-
te. Nem defenderei a abordagem historica, dado que qualquer especialista
cientifico educado gosta de dar uma olhadela para a historia do seu assunto.
Defenderei antes a impopular causa da axiomdtica, que é amplamente mal
compreendida e dificilmente praticada fora das matemdticas.”

Nao parece realmente que Bunge esteja sendo radical aqui. Ele pondera
entre essas trés abordagens a uma teoria fisica e explica que nao vé necessida-
de de defender as abordagens histérica e heuristica, porque jé sao suficiente-
mente populares entre aqueles fisicos “mais pragmaticos” que interessam-se
pouco por questoes filoséficas e de fundamentos da sua ciéncia. Logo no
inicio de [2, Capitulo 8], Bunge mostra sua compreensao da idéia de que
nao é razoavel que as axiomatizagoes de teorias fisicas sejam entendidas no
mesmo sentido que o sdo em Matemética ([2, pg. 159]):

“Apresentamos agora dois espécimens comparativamente simples de axi-
omdtica fisica. Deve notar-se que sao necessariamente diferentes em aspec-
tos importantes dos sitemas axiomdticos na matemdtica pura. Efectivamen-
te, enquanto os ultimos definem familias inteiras de objectos ou estruturas
formalis, tais como grades ou espacos topolégicos, 0s nossos sistemas axi-
omdticos visam caracterizar (nao definir) espécies de objectos concretos, no-
meadamente sistemas fisicos, os quais supostamente levam uma existéncia

187 citagoes a Bunge estao sendo copiadas ipsis literis de uma tradugao para o
portugués (de Portugal) do original em inglés, Philosophy of Physics. Observamos que a
traducao nao é grande coisa e contém alguns erros.
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independente. Por consequinte, enquanto o axiomatizador matemdtico fia
a sua teia sem se importar com o mundo real, o axiomatizador fisico estd
ligado a terra.

Isto €, visto que a axiomdtica fisica ird pedir emprestadas todas as ideias
matemdticas que forem mnecessdrias, ela ndo pode macaquear em todos os
pontos o estilo de ariomatizacao adequada para a matemdtica pura, que se
reduz a definir alguns predicados complexos habitualmente construidos com
componentes teorico-conjuntais. Assim, seria errado introduzir o conceito
de uma rede elétrica através de uma estipulacdo com esta:

Definicao: A estrutura G = (G,T,V,e,i,R,C,L, M), onde G ¢ T sao
conguntos, V', e e i funcgoes sobre G x T, R, C e L funcdes sobre G, e M
uma func¢do sobre G x G, é uma rede eléctrica se e somente se [aqui vem
uma lista de axiomas caracterizando o estatuto matemdtico e as relacoes
mutuas dos primitivos registrados G, T, etc.].”

A seguir, Bunge apresenta uma proposta de axiomatizacao da teoria das
redes elétricas de Kirchhoff-Helmholtz ([2, pgs. 160—162]) e uma proposta
de axiomatizagao da teoria classica da gravitagao ([2, pgs. 163—166]). Em
[2, pgs. 169—174], Bunge discute as propriedades que considera desejdveis e
as que considera indesejaveis para as axiomatizagoes das teorias fisicas. Em
[2, pgs. 175—179] Bunge apresenta uma grande lista do que considera van-
tagens da axiomatizacao em Fisica e em [2, pgs. 180—183] explica de forma
didatica (sob a forma de perguntas e respostas) seus argumentos contra as
diversas objecOes mais freqiientes a adogao do método axiomético na Fisica.
Nao queremos aborrecer mais o leitor citando trechos excessivamente longos,
mas é bastante claro que na sua defesa do emprego do método axiomatico na
Fisica Bunge se baseia em muito mais do que apenas os “inegdveis sucessos
locais da utilizacao da formalizacao matemaética”, como afirma Machado.

Em [2, pgs. 183,184], Bunge ainda apresenta uma visao equilibrada sobre
as relagoes entre o método axiomatico e o ensino da Fisica; veja, por exemplo,
esse trecho ([2, pg. 183]):

“A axiomdtica ndao € planeada para o principante: antes de se poder
por ordem num assunto, aquele deveria té-lo apreendido de um modo infor-
mal ou heuristico. Uma exposicao prematura a axiomdtica pode resultar em
incompreensao ou aborrecimento. Testemunham-no o ensino da geometria
euclideana durante séculos, antes de se ter descoberto que as criancas nao
eram adultos em escala pequena.”

Nas observagoes finais do seu Capitulo 8, Bunge mostra novamente uma
visd@o ponderada sobre o uso do método axiomatico ([2, pgs. 184,185]):

“Azxiomatizar é apenas maximizar a explicitacao e a articulagao. Aque-
les que nao cuidam de ambas nao precisam de se preocupar com
a axiomdtica, mas aqueles que se importam ndao se aplicardo pouco ou,
pelo menos, tolerardo aqueles que tentam organizar os produtos um tanto ou
quanto desordenados da investigacao original.
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Ninguém deveria estimar a axiomdtica na ciéncia como supe-
rior @ criag¢ao de novas teorias poderosas. Sem embargo, uma axio-
matizacdo adequada de uma teoria boa, mas controversa, ndo € certamente
menos vdlida do que o fabrico de uma teoria md e ignorada. A axioma-
tizacao nao substitui a criacao de teorias e nao compete com ela
mas, pelo contrdrio, culmina esse processo criativo. Como qual-
quer outro refinamento, a axriomatizacao é convincente, ou antes,
optima, mais do que indispensdvel para as finalidades didrias.

Contudo, assim como hd ocasides que exigem biscoitos e nao pao, tam-
bém na ciéncia existem algumas encruzilhadas onde a ordenacdo ¢ mais
vdlida do que a acumulagao. Se o problema consiste em clarificar resultados
teoricos e metodoldogicos, em analisar e avaliar teorias, e em estimar pro-
gramas Tivais de construcdo de teorias mais do que em elaborar e aplicar
teorias existentes, entdo a axiomdtica deiza de ser um refinamento para se
tornar uma necessidade de primeira ordem. Efectivamente, sé se pode fazer
um julgamento justo a teorias clara e plenamente formuladas.

Do mesmo modo, a ariomdtica pode ajudar mais ¢ maturacdo da ciéncia
fisica do que ao seu mero crescimento em volume. Na verdade, a axiomdtica
real¢ca a forca e a clareza — por conseguinte, a exposicao & andlise critica
— que, juntamente com o aprofundamento e a ousadia, constituem a ma-
turidade como distinta do simples tamanho (Bunge, 1968a). Finalmente, a
axiomdtica pode ajudar-nos a enfrentar a explosdo de informagao ou, an-
tes, o diluvio. Porque, se ndo mos podemos manter a par com pormenores
podemos, pelo menos, acompanhar o desenvolvimento da investigacao funda-
mental num campo dado: os problemas fundacionais estao sempre “dentro”
e raramente sao de esperar solugoes finais para eles.” (grifos nossos)

Finalmente, em [2, Capitulo 9], Bunge analisa a questao do estabeleci-
mento de relagoes entre as vérias teorias da Fisica (como o problema de se
saber se uma teoria pode ser considerada como parte (subteoria) de outra
e o problema de se entender a fundo o significado de afirmagoes do tipo
“determinada teoria possui uma relacio assintétical® com outra”). E nas
observacoes finais desse capitulo que aparece o trecho que Machado cita.
Observo que os tipos de teorias entre as quais Bunge pretende estabelecer
relacoes incluem teorias Fisicas tao complexas (e pouco intuitivas) como a
mecanica quantica (muito diferentes da “teoria” das redes de Machado que,
a meu ver, nao passa de uma mistura meio amorfa de observacoes banais,
citagoes desconexas, trocadilhos com palavras e um pouco de obscuridade
matematica). Nesse contexto, parece muito razoavel que, para uma com-
preensao profunda de relagoes intertedricas, o recurso ao método axiomatico
seja muito adequado ou até mesmo imprescindivel.

9pgy exemplo, a cinemdtica cldssica é normalmente vista como um limite da ci-
nemaética da relatividade especial quando as velocidades relativas envolvidas sao muito
menores do que a velocidade da luz.
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2.2.2. René Thom.

[Secdo ainda incompletal
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APENDICE A

Explicacoes simplificadas para alguns dos
conceitos matematicos que aparecem no livro

Neste apéndice farei um esforco sério para explicar de forma simplificada
para o leitor nao especialista alguns dos conceitos matematicos mencionados
no livro. Nosso esfor¢co é no sentido de ir um pouco mais a fundo do que
os livros de divulgacao e as noticias de jornal, tentando ao mesmo tempo
manter o texto compreensivel para um leitor que nao esteja acostumado com
conceitos matematicos sofisticados, mas que tem ao menos uma lembranca
de algumas nocoes da Matematica da escola. E uma tarefa um tanto ingrata,
ja que os conceitos que estou pretendendo expor aqui em poucas paginas
custam normalmente alguns bons anos de estudo para alunos de um curso
de bacharelado em Mateméatica. Sem mais delongas, vamos ao trabalho.

A.l1. As varias estruturas da Matematica

Nesta secao pretendo explicar ao leitor o significado a idéia de “estru-
tura” em Matematica, apresentando diversos exemplos: grupos, anéis, cor-
pos, espagos métricos, espagos topoldgicos (na verdade, as nogdes de espago
métrico e de espago topoldgico serao explicadas na Secao A.3). Antes de
apresentar as definigoes matematicas de tais conceitos, comecaremos olhan-
do para uma série de motivagoes e exemplos que provavelmente serao fami-
liares ao leitor.

Considere o conjunto dos nimeros naturais:

N=1{0,1,2,3,...}.

Informalmente falando, niimeros naturais sao aqueles que servem para de-
signar o nimero de elementos de um conjunto finito (note que o zero é o
nimero de elementos do conjunto vazio, que nao possui elementos). Nao
estou interessado aqui em apresentar definicbes matematicas rigorosas pa-
ra os conjuntos numéricos, apenas apelarei para a familiaridade que muitos
leitores provavelmente tém com os mesmos (vindas do senso comum ou da
Matematica da escola).

No conjunto dos numeros naturais, pode-se definir as familiares ope-
ragoes da aritmética elementar: a adigao e a multiplicacao. Tais operagoes
possuem varias propriedades. Entre elas, destacamos:
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e associatividade: a operagao de adi¢ao é associativa, isto é, (x+y)+
z =x+ (y+ z); também a operagao de multiplicacao é associativa,
isto é (zy)z = z(yz).

o Comutatividade: a operacao de adicao é comutativa, isto é, x +y =
y + x; também a operacao de multiplicagao é comutativa, isto é,
Ty = yx.

e FElemento neutro: a operacao de adicao possui um elemento neutro,
que é o numero zero: temos  +0 = x ¢ 0 + 2 = z. Também
a operacao de multiplicacao possui um elemento neutro, que é o
nimero 1: temos 1 -z =zex-1==x.

Um exemplo familiar ao leitor de uma operagdao que nao é nem associ-
ativa nem comutativa é a potenciacao; nao é verdade que z¥ = y* e nem é
z
verdade que (z¥)* = "), Por exemplo:

23 =8, 32=9#38,

(232 =82 =64, 20°) =29 =512+#64.
O leitor deve entender que por opera¢do (ou operagdo bindria) no conjunto
dos nimeros naturais entende-se qualquer regra que transforma um par x,
y de nimeros naturais num novo ndimero natural (ndo faz sentido se res-
tringir apenas aquelas operagoes que ja tem um “nome no mercado”, como
soma, multiplicagao e potenciagao). Por exemplo, poderia se inventar uma
operacao nova, fazendo-se:
xQy =z +y+ xy.
Dai, por exemplo:
3@4=34+4+3-4=19.
Essa operacao @ é associativa, ja que:
(z@Qy)Qz = (r+y+ay)Qz=c+y+zy+z+(xr+y+ay)z
=zrz+tytay+z+rz+yz+ryz,
xQ(yQz) =2Q(y+z+yz)=z+y+z+yz+x(y+ 2z +yz)
=rx+y+ztyz+ary+rz+xyz
=r+y+ay+z+rz+yz+ xryz;
A operacdo @ também é comutativa, ja que:
2Qy=z+y+ay, yQr=y+r+yr=z+y-+zy.
Observe que o nimero zero também é um elemento neutro para Q:

Q0 =0Qzr =2+ 0+ 0z = .

Uma outra propriedade importante da operagao de adicao é a chamada:

e Lei do cancelamento: se é sabido que x+ 2z = y+ z, pode-se deduzir
que x = y.
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A multiplicacao nao satisfaz a lei de cancelamento; podemos ter zz = yz,
sem que x = y (por exemplo, 2-0 = 3-0, mas 2 # 3). No entanto, é verdade
que se rz = yz e se z # 0 entao z = y.

A lei do cancelamento para a adicdo é muitas vezes “demonstrada’ na
escola através do argumento:

z+z=y+z= (x+2)+(—2)=(y+2)+ (—=2)
= z+ (z+(—2) =y+ (2 + (—2))
—rz+0=y+0=2x=y.

No entanto, note que tal argumentacao nao é valida se tudo que se conhece
s&0 numeros naturais (o argumento exposto acima utiliza a “entidade” —z
que nao é um numero natural). A lei de cancelamento para a soma (as-
sim como a associatividade e a comutatividade) podem ser demonstradas
rigorosamente, utilizando inducao matematica e os chamados postulados de
Peano'; omitiremos os detalhes, que néo sdo muito relevantes aqui. Na ver-
dade, o fato de que a lei do cancelamento é vélida para a adicao de ntimeros
naturais é (num certo sentido) justamente o que possibilita a construcao
matematica do conjunto dos numeros inteiros:

Z={.,-3-2-1,01,23,..}

que inclui os ndmeros negativos —1, —2, —3, .... No conjunto dos nimeros
inteiros também define-se operagoes de adicao e multiplicacdo. Essas ope-
ragoes sao associativas, comutativas, possuem elemento neutro e satisfazem
a lei do cancelamento (para ser mais preciso, no caso da multiplicacao, te-
mos que zz = yz implica x = y apenas se z # 0). Ocorre que a operacao
de adicao no conjunto dos niimeros inteiros satisfaz uma nova propriedade
(que nao era satisfeita pela adigdo no conjunto dos nimeros naturais):

e Propriedade do elemento inverso: para todo x, existe y tal que z+y
(e y + x) é igual ao elemento neutro 0, isto é, x +y =y + = = 0.
Por exemplo, para x = 5, temos que y = —5 satisfaz x +y = y +x = 0.
Note que se 2 é um nimero natural (diferente de zero) entao nao existe um
ntmero natural y tal que x + y = 0, isto é, a adicdo nos niimeros naturais
nao tem a propriedade do elemento inverso. A operagao de multiplicacao no
conjunto dos nimeros inteiros nao possui a propriedade do elemento inverso
(se x é um numero inteiro diferente de 1 e de —1 entdo nao existe um
nimero inteiro y tal que xy é o elemento neutro da multiplicacao, isto é, tal
que zy = 1). Por outro lado, considere o conjunto dos nimeros racionais:

Q={%:2,y€Z, y#0}.
No conjunto dos nimeros racionais, temos definidas operagoes de adigao e

de multiplicacdo; ambas sao associativas, comutativas, possuem elemento
neutro e satisfazem a lei do cancelamento (a nao ser pela observagao usual

1os “postulados” de Peano podem ser encarados como postulados (axiomas) ou como
teoremas, dependendo do contexto.
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sobre a impossibilidade de se cancelar o zero na multiplicacdo). Agora a
adicado e a multiplicagao possuem a propriedade do elemento inverso; na
verdade, ndao é bem isso: a adigao possui a propriedade do elemento inverso
e a multiplicacao possui a propriedade do elemento inverso, se ignorarmos
o zero (isto é, se  é um nimero racional diferente de zero entao existe um
numero racional y tal que zy = yx = 1).

Outros conjuntos numéricos que provavelmente sao familiares ao leitor
sd@o0 o conjunto dos nimeros reais R (cuja definigdo matemédtica rigorosa
é um tanto complicada e serd totalmente omitida aqui) e o conjunto dos
nimeros complexos:

C= {a+bi:a,b€R}.
Tanto em R como em C temos definidas operagoes de adi¢ao e de multipli-
cagdo que sao associativas, comutativas, possuem elemento neutro, satisfa-
zem a lei de cancelamento e a propriedade do elemento inverso (observadas
as excegoes sobre o zero nas propriedades da multiplicagao).

Além dos conjuntos numéricos, listo abaixo alguns outros objetos ma-
tematicos para os quais definem-se nogoes naturais de adi¢ao e multiplicagao,
satisfazendo certas boas propriedades:

e polinomios: para fixar as idéias, falemos de polinémios com coefi-
cientes reais que sao, essencialmente, expressoes da formas:

2
ag + arx + asx® + - - - + a2,

onde ag, ai, ..., a, sao numeros reais. Definem-se operacoes de
adicdo e de multiplicacdo para polinémios com coeficientes reais.
Ambas sao associativas, comutativas, possuem elemento neutro (o
polindmio nulo e o polinémio 1) e satisfazem a lei do cancelamento
(exceto pelo fato que o polinémio nulo nao pode ser cancelado na
multiplicagao). A adi¢@o possui a propriedade do elemento inverso,
mas a multiplicacao nao?.

e matrizes: para fixar as idéias, falemos de matrizes quadradas com
entradas reais, de um tamanho fixado (n linhas e n colunas, por
exemplo). Definem-se operagoes de adigao e de multiplicagao para
matrizes e ambas sdo associativas; mas, enquanto a adicao é comu-
tativa, a multiplicacdo ndo €, como ilustramos abaixo no caso de
matrizes dois por dois®:

1 2\ /4 3\ (8 5 4 3\ (1 2\ (13 20
3 4)\2 1) \20 13)’ 2 1/\3 4) \5 8)°
A adicao possui um elemento neutro (a matriz nula, que tem todas

as entradas iguais a zero), e a multiplicagdo também (a matriz

286 ¢ possivel que p(x)g(x) = 1 se ambos os polindémios p(x) e g(x) tem grau zero.
3Recorde-se da definicao usual de multiplicacdo de matrizes:

(a b) a’ b ) — aa’+bc’ ab’+bd’
cd o d ca’+dc’ eb'+dd' )
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identidade, que possui 1’s na diagonal principal e zeros fora dela).
A adicao satisfaz a lei do cancelamento e a propriedade do elemento
inverso, mas a multiplicacdo nao satisfaz nenhuma das duas. Por
exemplo, as igualdades abaixo mostram que a lei do cancelamento
para a multiplicacao de matrizes dois por dois nao vale:

o) (o) =0 0)=6 o) (o)

Poderiamos apresentar muitos outros exemplos, envolvendo construgoes
mais complexas, mas esperamos que o que foi dito até agora seja suficien-
te para que o leitor perceba que em Matemadtica trabalha-se com diversos
“tipos de objetos”, sobre os quais definem-se algumas operacoes, que satis-
fazem uma ou outra propriedade. Essas observagoes motivam as seguintes
definigoes:

e um grupo é um conjunto munido de uma operagao associativa, que
possui elemento neutro e satisfaz a propriedade do elemento inverso;

e um anel é um conjunto munido de duas operagdes (que serao refe-
ridas como soma e multiplicacao) satisfazendo as seguintes propri-
edades:

(a) a soma e a multiplicacdo sdo associativas;

(b) a soma é comutativa, possui elemento neutro e satisfaz a pro-
priedade do elemento inverso;

(c) a multiplicacdo é distributiva com respeito a adigao, isto é,
x(y+z)=xy+zze (y+2)r =yz+ zx.

e Um anel no qual a multiplicacao possui um elemento neutro é cha-
mado um anel com unidade e um anel no qual a multiplicacao é
comutativa é chamado um anel comutativo;

e um anel comutativo com unidade no qual a multiplicacao satisfaz
a lei do cancelamento (no sentido que xz = yz e z # 0 implicam
x =y) é chamado um dominio de integridade;

e um anel comutativo com unidade no qual a multiplicagao possui a
propriedade do elemento inverso (no sentido que todo = # 0 possui
um elemento inverso) é chamado um corpo.

Em vista das defini¢oes acima, vemos que o conjunto dos ntimeros intei-
ros (munido da adi¢ao e multiplicagao usuais) é um dominio de integridade,
o conjunto dos numeros racionais, dos numeros reais e dos nimeros com-
plexos (munidos da adigdo e multiplicagdo usuais) sdo corpos e o conjunto
dos numeros inteiros, racionais, reais ou complexos munidos da operacao de
adicao usual sao grupos. O conjunto dos polindmios com coeficientes reais
é um dominio de integridade e o conjunto das matrizes quadradas (de ta-
manho fixado) e entradas reais é um anel com unidade (ndo comutativo).
Falarei um pouco mais sobre grupos na Subsecao A.1.1.

Mas, para que os matemadticos organizam seus objetos em estruturas?
E um assunto um tanto complexo para se compreender num minicurso
relampago, mas algumas palavras podem ser ditas. Em primeiro lugar, esse
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tipo de organizagao permite compreender melhor quais teoremas dependem
de quais propriedades. Em segundo lugar, quando provamos um teorema
geral sobre anéis, por exemplo, sabemos que o enunciado demonstrado va-
le para qualquer anel (é como se tivéssemos demonstrado muitos teoremas
ao mesmo tempo). Por exemplo, o teorema fundamental da aritmética é o
teorema (sobre nimeros inteiros) que diz que todo nimero inteiro maior do
que 1 pode ser fatorado de modo tinico como um produto de inteiros pri-
mos positivos. Uma versao desse teorema pode, na verdade, ser enunciada
e demonstrada em qualquer dominio de integridade que satisfaz algumas
propriedades adicionais (os dominios de ideais principais ou os dominio Eu-
clideanos, por exemplo) e, a partir dai, obtém-se automaticamente uma
versao do teorema fundamental da aritmética para outros contextos (como
o de polinémios com coeficientes racionais, por exemplo).

As estruturas explicadas ao longo desta secao sao estruturas pertinentes
4 4rea da Matemética conhecida como Algebra (ou Algebra Abstrata). Mas
nés mal raspamos a superficie do assunto. Existem muitas outras estruturas
matematicas na Algebra e em varias outras dreas da Matemética (espagos
métricos e topoldgicos, que serao discutidos na Secao A.3; outras estruturas
sao os conjuntos ordenados, os espacos vetoriais, os modulos, 0s corpos orde-
nados, os espacos de medida, as variedades diferencidveis e muitas, muitas
outras).

A.1.1. Grupos. Nesta subsecao, olharemos mais de perto para a es-
trutura algébrica de grupo e aproveitamos também para discutir as nogoes
de isomorfismo e homomorfismo.

Como vimos acima, um grupo é um conjunto G munido de uma operagao
associativa que possui um elemento neutro (que denotaremos por e) e satisfaz
a propriedade do elemento inverso. O exemplo mais simples possivel de
grupo é o grupo trivial que possui um unico elemento, o elemento neutro e;
a operacao é definida da unica forma possivel, isto é, ee = e. Considere entao
um conjunto GG que possui exatamente dois elementos, que serdo denotados
por e e a. Definimos:

ee=e, ae=a, ea=a, aa=E¢.

O conjunto GG, munido da operacao definida pelas igualdades acima, é um
grupo; o elemento inverso de e é o proprio e e o elemento inverso de a é o
préprio a (o leitor pode, se quiser, gastar algum tempo convencendo-se de
que a operagao de G é de fato associativa). Considere agora um conjunto G
com trés elementos, e, a e b. Definimos uma operagao em G fazendo:

ee=e, eax=a, eb=0b,
(A.1.1) ae=a, aa=0>b, ab=e,
be=b, ba=e, ©bb=a.

O conjunto GG, munido dessa operacao, é um grupo; o elemento inverso de
e é e, o elemento inverso de a é b e o elemento inverso de b é a (o leitor
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deve observar que a operacéo nio pode ser definida de qualquer jeito*; por
exemplo, se tivéssemos escolhido definir bb = e em vez de bb = a entao a
operagao nao seria associativa, ja que (bb)a = ea = a e b(ba) = be = b).

Os exemplos de grupos considerados até agora sao todos grupos finitos.
Um exemplo de grupo infinito é o conjunto Z dos nimeros inteiros munido
da operacao de adi¢do, ou o conjunto Q* dos niimeros racionais diferentes de
zero, munido da operacao de multiplicacdo (em Z com a operacao de adi¢ao
o elemento neutro é o zero e o elemento inverso de x é —x; em Q* com a
operacao de multiplicacao o elemento neutro é 1 e o elemento inverso de = é
%) Um outro exemplo importante de grupo é o grupo dos inteiros modulo
n: se n é um inteiro positivo, denotamos por Z,, o conjunto:

{0,1,2,...,n—1}.

Note que esse conjunto tem exatamente n elementos. Vamos definir uma
operagao em Z,, que serd denotada por +; essa operacao ndo é a adicdo
usual de niimeros inteiros, embora seja similar a ela e por isso usamos o sinal
de adi¢ao modificado + para denotd-la (note que somando dois elementos de
Z., da maneira usual poderiamos obter como resultado um nimero inteiro
que nao estd em Z,, o que nao é permitido para uma operacao em Z,). A
operacao + ¢ definida assim: dados elementos z, y de Z,, somamos x com
y (da maneira usual), dividimos o resultado por n e tomamos o resto dessa
divisdo como resultado da operagdo x—+y (note que esse resto estd sempre
entre 0 e n — 1). Por exemplo, para n = 5, temos:

374=2, 152=3, 474=3, 372=0,

e assim por diante. O conjunto Z,, munido dessa operagao +, é um grupo
com n elementos. O elemento neutro da operagao + é o zero e o elemento
inverso de = é n — .

Vamos agora comparar o grupo de trés elementos {e, a,b} com o grupo
de trés elementos Zs = {0, 1,2}. Temos:

0F0=0, 0fl=1, 0¥2=2,
(A.1.2) 170=1, 1¥1=2, 132=0,
250=2, 2¥1=0, 2¥2=1.

O leitor deve observar a similaridade que existe entre a tabela (A.1.1) que
define a operagao de {e, a, b} e a tabela (A.1.2) que define a operacao de Zs.
Mais precisamente, se trocarmos 0 por e, 1 por a, 2 por b e + pela operagao de
{e,a,b} na tabela (A.1.2) obtemos exatamente a tabela (A.1.1). Vemos entao
que os grupos {e, a,b} e Zs sao estruturalmente idénticos a menos do “nome”

Muito pelo contrario: nos casos especificos considerados até agora, por exemplo, nao
h& nenhuma outra forma de se definir a operagdo em G de modo que se tenha um grupo.



A.1. AS VARIAS ESTRUTURAS DA MATEMATICA 40

dos seus elementos. Em outras palavras, a correspondéncia biunivoca:

0+—e
l1~——a

2«+—b

entre os elementos de Zs e os elementos de {e, a,b} preserva a estrutura de
grupo, ou seja, a operacao. Pode-se pensar nessa correspondéncia biunivoca
como uma espécie de “aparelho de traducao” entre a “linguagem” de Zgs
e a “linguagem” de {e,a,b}. Se pegamos dois elementos do lado esquerdo
(isto é, de Zs), operamos com os dois e empurramos o resultado para o
lado direito (isto é, “traduzimos” o resultado para {e,a,b}), ou se primeiro
empurramos os dois elementos para o lado direito (isto é, primeiro “traduzi-
mos”) e operamos daquele lado, obtemos o mesmo resultado (por exemplo,
comencando com 1 e 2 do lado esquerdo, operamos 1+2, obtendo 0, que
corresponde a e do lado direito; por outro lado, 1 corresponde a a, 2 cor-
responde a b e ab = e). Vamos colocar essas observagoes dentro do jargao
matemaético: considere a fungao:

f : Z3 I {eva’b}

definida por f(0) = e, f(1) = a, f(2) = b. Temos que f é bijetora (isto é,
estabelece uma correspondéncia biunivoca) e que:

flzty) = f(2)f(y),

para quaisquer elementos z, y de Z3. Diz-se entao que f é um isomorfismo de
grupos e que os grupos Zs e {e,a,b} sao isomorfos (isto é, estruturalmente
indistinguiveis).

Em geral, se G, H sdo grupos quaisquer entdo uma funcio® arbitraria
f: G — H tal que:

flzy) = f(2)f(y),

para quaisquer elementos z, y de G é chamada um homomorfismo de grupos
(diz-se também que f preserva a operagao de grupo). Nem todo homomorfis-
mo é bijetor (os homomorfismos bijetores sao precisamente os isomorfismos).
Por exemplo, a funcao q : Z — Z, que associa a cada numero inteiro x o
resto da divisdo de z por n é um homomorfismo que nao é bijetor (e portanto
nao é um isomorfismo); os grupos Z e Z, nao podem ser isomorfos, ji que
7. ¢é infinito e Z,, é finito.

A nocao de homomorfismo possui um analogo também na teoria dos anéis
(ou dos dominios de integridade, ou dos corpos); nesses contextos, também
se usa o nome “homomorfismo”, mas exige-se que a aplicagao f “preserve”
as duas operagoes, isto é, a adicao e a multiplicagdo: mais explicitamente,
exige-se que f(z +y) = f(z) + f(y) e que f(zy) = f(2)f(y).

5Isto é, uma regra que associa a cada elemento x de G um elemento f(x) de H.
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A.2. Teoria das categorias

Para compreender o material apresentado nesta secao, o leitor deve ter
alguma familiaridade com os conceitos expostos na Segdo A.1. Categorias
podem ser vistas como estruturas mateméticas (tais como as discutidas na
Segao A.1), mas na verdade um dos objetivos da teoria das categorias é
desenvolver uma “teoria geral das estruturas”, no sentido de que cada “tipo
de estrutura matemadtica” pode ser organizado numa categoria (no sentido
técnico da palavra).

Geralmente, quando trabalhamos com determinado tipo de estrutura
matematica, existe uma maneira natural de se selecionar um tipo especial
de funcao que é “bem adaptada” a esse tipo de estrutura. No caso dos
grupos, dos anéis, dos dominios de integridade ou dos corpos, essas fungoes
sdo os homomorfismos® (veja Subsecdao A.1.1). Em geral, a composicio de
funcoes “bem adaptadas” (num dado contexto) é novamente uma funcado
“bem adaptada”’. Essa idéia motiva a introducao do conceito de categoria.
Uma categoria é constituida por objetos e por morfismos (também chamados
de flechas). Um morfismo possui uma fonte (origem) e um destino (término),
que também sao chamados respectivamente de dominio e de contra-dominio
do morfismo; o dominio e o contra-dominio de um morfismo sao objetos da
categoria. Se f é um morfismo com dominio A e contra-dominio B e g é
um morfismo com dominio B e contra-dominio C entao supoe-se definida
a composi¢cdo de f com g, denotada por g o f, que é um morfismo com
dominio A e com contra-dominio C' (supoe-se também que essa operagao de
composicao de morfismos seja associativa e possua elementos neutros, num
sentido adequado7). Essas composicoes sao normalmente bem visualisadas
em diagramas do seguinte tipo:

R

A gof

C

Por exemplo, a categoria dos grupos é a categoria cujos objetos sao os
grupos e cujos morfismos sao os homomorfismos de grupos; a composicao
de morfismos é a usual composicio de funcées®. Similarmente, a categoria
dos anéis é a categoria cujos objetos sdo os anéis e cujos morfismos sao os

6No caso dos espacos métricos, que serdo estudados na Secdo A.3, essas fungdes
sdo as imersoes isométricas que satisfazem a condicao d(f(a:), f(y)) = d(z,y). No ca-
so dos espagos topoldgicos (também estudados na Segao A.3), essas fungdes sdo as fungoes
continuas.

"Mais precisamente, supde-se que para cada objeto A da categoria exista um morfismo
T4 com dominio A e contra-dominio A, talque Iao f = f e gola = g, sempre que f for
um morfismo com contra-dominio A e g for um morfismo com dominio A. O morfismo 14
é chamado morfismo identidade do objeto A.

8Recorde que a composi¢do da fungdo f: A — B com a fungdo g : B — C é a fungao
go f: A— C definida por (go f)(z) = g(f(:c)), para todo = € A.
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homomorfismos de anéis. A qualquer “tipo” de estrutura matematica esta
associada uma categoria; temos uma categoria dos dominios de integrida-
de, uma categoria dos corpos, uma categoria dos espagos métricos e uma
categoria dos espagos topoldgicos (e muitas outras). Um outro exemplo de
estrutura matematica é a estrutura de conjunto que representa, em certo
sentido, a “auséncia de estrutura” (conjuntos podem ser pensados apenas
como aglomerados de elementos; se S é um conjunto entao qualquer x pode
apenas pertencer ou nao a ). Pode-se falar entao também na categoria dos
conjuntos cujos objetos sao os conjuntos e cujos morfismos sao as fungoes
(arbitrarias, ja que “nao ha estrutura para ser preservada”).

[Secdo ainda incompletal

A.2.1. Alegorias. Uma alegoria é uma categoria onde estao definidas
certas operagoes na classe dos morfismos, sobre as quais assumem-se certas
propriedades. As operacoes podem ser chamadas de transposicdo e de inter-
se¢do; a transposicao de um morfismo R é denotada por R° e a intersecao de
morfismos R, S é denotada por RN S. Se R tem como dominio um objeto
A e como contra-dominio um objeto B entao R° tem B como dominio e A
como contra-dominio. A intersecao RN.S sé é definida quando o dominio de
R é igual ao dominio de S e o contra-dominio de R é igual ao contra-dominio
de S; nesse caso, o dominio de RN S é igual ao dominio de R (e de S) e o
contra-dominio de RN S é igual ao contra-dominio de R (e de S). Supde-se
que essas operacoes satisfacam as seguintes propriedades:

(1) R° = R, se R ¢ um morfismo identidade (veja nota de rodapé na
pagina 41);

(2) (R°)° = R, para qualquer morfismo R;

3) RNR=R, RNS=SNRe(RNS)NT = RN(SNT), para
quaisquer morfismos R, S, T, todos com o mesmo dominio e o
mesmo contra-dominio;

(4) (Ro S)° = S°0 R°, para quaisquer morfismos R e S tais que o
dominio de R seja igual ao contra-dominio de S

(5) (RNS)° = R°NS°, para quaisquer morfismos R, S com o mesmo
dominio e 0 mesmo contra-dominio;

(6) (SNT)oR = (SoR)N(ToR)N((SNT)oR), para quaisquer
morfismos R, S, T, sendo que S, T' tem 0 mesmo dominio e contra-
dominio e o contra-dominio de R coincide com o dominio de S (e

de T');
(7) (SeR)NT =(SoR)NT N [So (RN (S°0oT))], para quaisquer
morfismos R, S, T, onde o dominio de R ¢ igual ao dominio de T,
o contra-dominio de R é igual ao dominio de S e o contra-dominio
de S é igual ao contra-dominio de 7.
Ilustramos essa definicao bastante técnica através de um exemplo: con-
sidere a categoria cujos objetos sao os conjuntos e cujos morfismos com
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dominio A e contra-dominio B séo as relacdes de A em B, isto é, os sub-
conjuntos R do produto cartesiano® A x B. Se R é uma relacdo de A para
B e S é uma relacao de B para C, definimos a relacdo composta S o R de-
clarando que um par (z,y) pertence a S o R se existe um elemento z € B tal
que (z,z) pertence a R e tal que (z,y) pertence a S (nado é dificil verificar
que essa lei de composicao é associativa e que as usuais funcoes identida-
de funcionam como morfismos identidade, de modo que temos de fato uma
categoria). Se R é uma relacao de A para B, definimos a relagdo R° de B
para A declarando que (z,y) pertence a R° quando (y,x) pertence a R (R°
é obtida de R pela troca da ordem dos pares ordenados). A operagao RN S
¢ definida simplesmente considerando-se a intersecao usual dos conjuntos R
e S. Nao é muito dificil de se verificar que as propriedades (1)—(7) acima
sao satisfeitas, de modo que estamos realmente diante de um exemplo de
alegoria.

A.3. Topologia

Em textos de divulgagao (ou noticias de jornal), a area da Matemética
conhecida como topologia é normalmente descrita como a drea em que nao se
distingue objetos que podem ser deformados um no outro sem rasgar nem co-
lar (diz-se, por exemplo, como anedota, que o topdlogo é aquele matematico
que nao distingue a xicara de café do donut). Essa descrigao, apesar de
muito sucinta, ndo é ruim (seria ruim, no entanto, se um individuo mate-
maticamente leigo, apos ler uma descricao desse tipo, passasse a acreditar
que realmente entendeu o que é topologia, ignorando o fato de que existem
defini¢oes precisas e idéias bastante complexas por tras de tal caricatura).
Nesta secao, procuraremos explicar ao leitor a nocao de topologia e espaco
topolodgico de forma um pouco mais aprofundada, mas sem entrar de cabeca
em questoes demasiadamente técnicas.

Para compreender adequadamente a nocao de espaco topoldgico, é ne-
cessério antes de mais nada entender o que é um espaco métrico (na verdade,
a noc¢ao de espaco métrico nao é, estritamente falando, um pré-requisito para
a compreensao da nocao de espaco topoldgico, mas sem uma compreensao
da nocao de espaco métrico, a definicao de espago topoldgico pode ficar
parecendo uma abstracdo sem sentido).

O leitor deve recordar que na geometria Euclideana fala-se em distancia
entre dois pontos; na verdade, a nocao de distancia em geometria Euclideana
nada mais é que o modelo matematico para a familiar nocao de distancia que
usamos no nosso dia-a-dia (medida, por exemplo, em centimetros, metros ou
kilometros). Quando se considera um sistema de coordenadas cartesianas no
plano Euclideano, pode-se identificar seus pontos com pares ordenados (z,y)

90 produto cartesiano A x B é o conjunto de todos os pares ordenados (x,y), com
zem Aeyem B. Se R éum subconjunto de A x B, diz-se que um certo © € A possui
a relagdo R com um certo y € B se o par (z,y) pertence ao conjunto R. Uma fungio
f: A — B é nada mais que uma relagao tal que para todo x € A existe precisamente um
y € B tal que (z,y) € f.
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de nimeros reais (as coordenadas do ponto, no sistema fixado). O conjunto
de todos os pares ordenados de nimeros reais é denotado normalmente por
R? (R denota o conjunto dos niimeros reais e R? denota o produto cartesiano
R x R, isto é, o conjunto de todos os pares ordenados (z,y), com = € R
e y € R). Usando um sistema de coordenadas cartesianas, pode-se entao
identificar o plano da geometria Euclideana com o conjunto R?. Utilizando o
teorema de Pitdgoras, mostra-se que a distancia entre pontos (z,y) e (z/,y’)
¢é dada pela formula:

d((z,y), (2", y)) = V(& — )2+ (y — )2,

onde d denota “distancia”. Por exemplo, a distancia entre o ponto (0,0) (a
origem do sistema de coordenadas, onde os eixos se encontram) e o ponto
(3,4) (o ponto com coordenadas x = 3 e y = 4) é dada por:

d((3,4),(0,0)) = /(3= 0)2+ (4 — 0)2 = V25 = 5.

A nogao de distancia da geometria Euclideana satisfaz algumas propri-
edades, que sao listadas abaixo.

(a) d(p,p) =0 e d(p,q) > 0, para p # ¢ (a distancia entre um ponto e
si mesmo ¢ nula, e a distancia entre pontos distintos é um ntmero
positivo);

(b) d(p,q) = d(q,p) (a distancia entre dois pontos nao depende da
forma como os dois pontos sao ordenados);

(c) d(p,r) < d(p,q) +d(g,r) (a chamada desigualdade triangular que
afirma que o comprimento de um lado de um tridngulo é menor ou
igual & soma dos dois outros lados).

Poderia-se listar muitas outras propriedades da noc¢ao de distancia da geo-
metria Euclideana. No entanto, a experiéncia (“experiéncia’ deve ser en-
tendida como a “prética matemadtica do dia-a-dia”) mostra que essas pro-
priedades sdo bastante fundamentais, no sentido de que sao suficientes para
se demonstrar diversos resultados interessantes. Toma-se entao a seguinte
atitude: vamos passar a estudar funcgoes d que satisfacam as propriedades
(a), (b) e (¢) acima, procurando descobrir que tipos de teoremas interes-
santes podem ser obtidos a partir dai. Um outro exemplo de uma funcao d
que satisfaz (a), (b) e (c) é a distdncia da soma, também conhecida como
métrica do taxista'’:

d((ZC?y)? (xlvy/)) = |x - $/| + |y - y,"

Outros exemplos de fungoes d que satisfazem (a), (b) e (c) s@o a distancia
do mdximo definida por:

oo Lo / /
d((x,y), (x',y )) = maximo entre |z — 2’| e |y — y'|,
100 nome vem da idéia de que essa distancia é a que deve ser percorrida por um

vefculo que deseja ir do ponto (x,y) ao ponto (z’,%’), mas nao pode andar em outras
diregoes além daquelas determinadas por “ruas” paralelas aos eixos coordenados.
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e a exOtica distancia zero-um definida por:

1, sep#q,

d(p,q) = 0. sep—g

isto é, a distancia entre pontos iguais é nula e a distancia entre pontos
diferentes é exatamente igual a 1, sejam 14 quais forem os pontos (é um
exercicio mental instrutivo para o leitor convencer-se nesse momento que a
distancia zero-um realmente satisfaz as condigoes (a), (b) e (c)).

E possivel também apresentar muitos exemplos de funcoes d satisfazendo
as condigdes (a), (b) e (c) em contextos mais gerais, substituindo o plano
Euclideano R? por outros objetos, tais como:

e 0 espaco R” das n-uplas (1, 9,...,2,) de nimeros reais'! que
corresponde a idéia de um espaco com um numero fixado arbitrario
n de “eixos de coordenadas”;

e superficies (de duas ou mais dimensoes), tais como esferas ou toros
(o “donut”);

e espacos mais abstratos como espacos cujos “pontos” sdo func¢oes'?.

Tais consideragoes, nos levam & definicao formal de espaco métrico; um
espaco métrico é um conjunto M (de natureza arbitraria, mas cujos elemen-
tos serdo pensados intuitivamente como “pontos”), no qual estd definida
uma funcdo d (que associa um numero real d(p,q) a cada par de pontos
p,q € M), satisfazendo as propriedades (a), (b) e (c) acima.

Falando de forma simplificada, um espaco métrico é um “ambiente de
trabalho”, onde faz sentido falar em distancia entre dois pontos, sendo que
essa nocao de distancia satisfaz uma lista de propriedades razoaveis (propri-
edades (a), (b) e (c)).

Uma nocao importante que se estuda na teoria dos espacgos métricos é
a nocao de fungao continua. Se Mj, Ms sdo espacos métricos (com nogoes
de distancia respectivamente denotadas por d; e d2) entdo uma funcao'?
f My — My é dita continua quando leva “pontos proximos em pontos
préximos”, isto é, se x, y s@o pontos de M; tais que a distancia d;(z,y)
é “pequena” entao a distancia do ( f(z), f (y)) entre os pontos correspon-
dentes f(z), f(y) também é “pequena”. Uma visualizacdo geométrica da
idéia de funcéo continua é a de “regra de transformacao” do objeto M;
no objeto My “sem rasgar” (quando “rasgamos” M, entdo dois pontos x,
y proximos ao local que estd sendo rasgado corresponderam a pontos f(z),

HQuando n = 2, obtém-se novamente o plano Euclideano R?; quando n = 3, obtém-se
o espaco Euclideano R?, modelo matemético para nosso familiar espaco fisico tridimensi-
onal. Para n = 1, obtém-se simplesmente a reta real unidimensional RR.

12pgy exemplo, se f: R — R, g : R — R sao fungoes reais de varidvel real, pode-se
pensar em definir a distancia entre f e g como sendo (algo parecido com) o méximo valor
de |f(z) — g(z)|, com = € R, isto é, “o maior erro que se comete” quando se troca f(z)
por g(z).

L1t é, uma ‘“regra” que associa a cada ponto x de M; um ponto f(z) de Moa.
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f(y) de My que nao sao mais préximos). A definicdo matematicamente preci-
sa do conceito de fungao continua (sem usar palavras vagas como “pequeno”
ou “préximo”) é um tanto intrincada demais para ser compreendida num
minicurso relimpago como o que se pretende apresentar neste apéndice.
Fungoes continuas f : R — R também podem ser entendidas informalmente
como aquelas cujo grafico pode ser desenhado “sem tirar o lapis do papel”.
Por exemplo, fungoes familiares como os polinémios, ou as fungoes vindas
da trigonometria (seno e cosseno) sdo continuas (um exemplo de funcao
f:R — R que nao é continua é o seguinte: definimos f(z) = 1 quando x é
positivo e f(z) = 0 quando x nao é positivo).

Uma outra nocao definida na teoria dos espagos métricos é a de conjunto
aberto (a mesma estd, como veremos logo adiante, intimamente ligada a
nogao de fungao continua). Um subconjunto U de um espago métrico M
(quando M é o plano Euclideano R?, pode-se visualizar U como sendo uma
“regiao” do plano) é dito aberto quando “nao contém nenhuma porgao de
sua prépria fronteira”. Por exemplo, se M é a reta real R (munida da nogao
de distancia usual) ent@o o intervalo ]0, 1[ (ndmeros reais x com 0 < z < 1)
é um conjunto aberto (ndo contém nenhum dos pontos da sua fronteira, isto
é, os pontos 0 e 1), enquanto que o intervalo [0,1] (ndmeros reais x com
0 <z <1) ou o intervalo [0, 1[ (nimeros reais z com 0 < z < 1) nao sao
conjuntos abertos. Conjuntos abertos podém também ser entendidos como
sendo aqueles em que vale o seguinte: se um ponto x pertence ao conjunto
entao temos uma “margem de seguranca’ em torno de x, formada apenas
por pontos pertencentes ao conjunto'®. Por exemplo, se x pertence a 10, 1],
temos uma “margem de seguranga” (medindo x para o lado esquerdo e 1 —z
para o lado direito) em torno de z, formada sé por pontos de |0, 1[; por outro
lado, em [0, 1], se partirmos do ponto = 1, ndo h& margem de seguranca:
cafmos fora do conjunto [0, 1], por pouco que andemos para o lado direito.

Temos um importante teorema que relaciona as nocoes de funcao conti-
nua e de conjunto aberto. O teorema diz que, se f : M; — My é uma fungao,
entdao f é continua precisamente quando para todo subconjunto aberto U
de My, vale que a imagem inversa f~*(U) é um subconjunto aberto de Mj.
A imagem inversa f~!(U) é, por definicdo, o conjunto de todos os pontos x
de M tais que o ponto correspondente f(z) em My pertence ao conjunto
U. Por exemplo, se f : R — R ¢ a funcio definida por f(z) = 2 entdo a

MEm todo caso, para quem quiser contemplar a definicdo correta, aqui estd: uma
funcédo f : M1 — Ms é dita continua se para todo ponto x € M; e para todo nimero
real positivo €, existe um numero real positivo § tal que para todo ponto y € M; com
di(z,y) < 8, é o caso que da(f(z), f(y)) <e.

155 defini¢do rigorosa ndo é tao complicada de se entender: um subconjunto U de
um espaco métrico M é dito aberto quando para todo ponto x € U existe um ntumero real
positivo r tal que todo ponto y de M com d(z,y) < r estd ainda em U.
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imagem inversa f~!(U) do conjunto aberto U = ]8,27[ é o conjunto (também
aberto) ]2, 3[ (pois 8 < 3 < 27 justamente quando 2 < = < 3)1°.

Uma conseqiiéncia importante do teorema explicado acima é a de que
é possivel compreender a nocao de fungao continua sem fazer referéncia di-
reta & nocao de distancia, desde que seja permitida a referéncia a nogao de
conjunto aberto. Em outras palavras, um individuo que nao sabe medir
distancias mas que sabe, de alguma forma, distinguir conjuntos abertos de
conjuntos que nao sao abertos, seria capaz de testar se uma dada funcao é
ou nao continua. Essa observacao leva a nocao de espaco topoldgico, que é,
intuitivamente falando, um espago no qual, embora nao seja necessariamente
possivel medir distancias, é possivel distinguir conjuntos abertos de conjun-
tos nao abertos. A defini¢do precisa de espago topologico fala sobre um
conjunto X onde sdo privilegiados!” alguns subconjuntos, que serdo chama-
dos de abertos; sobre a colegao privilegiada de conjuntos abertos, sao feitas
algumas hipodteses, que tentam de alguma forma capturar a idéia central da
nocao de conjunto aberto que aparecia na teoria dos espacos métricos'®. Na
teoria dos espacos topoldgicos, define-se entdo a nocao de funcao continua
como sendo aquela tal que a imagem inversa f~!(U) é um conjunto aberto,
sempre que U for um conjunto aberto. Temos entao que todo espago métrico
pode ser naturalmente visto como um espago topoldgico (sendo que a nogao
de funcao continua da teoria dos espacos topoldgicos estende a nocao de
funcao continua da teoria dos espagos métricos); no entanto, existem espacos
topoldgicos que nao sdo espacos métricos™” (espagos ditos nao metrizdveis).

A topologia pode entao ser entendida como a area da Matematica que
estuda os espagos topoldgicos e as fungoes continuas. O que isso tem a ver
entdao com aquela frase “a area em que nao se distingue objetos que podem
ser deformados um no outro sem rasgar nem colar”? Algumas explicagoes
adicionais sao necessarias para se entender a relagao entre essa nogao mais
informal de topologia explicada em livros de divulgacdao e a nogao mais
rigorosa, que tentamos descrever nesta segao.

Considere espagos topoldgicos X e Y. Quando pode-se dizer que X e Y
sao “indistinguiveis” (do ponto de vista da topologia)? Quando for possivel

161ntuitivamente, se f é continua, U é um subconjunto aberto de M2 e x é um ponto
de f71(U) (de modo que f(x) estd em U) entdo, para um ponto y de M; “préximo” de ,
teremos que f(y) é “préximo” de f(x) (pois f é continua) e portanto f(y) também estard
em U (pois U é aberto); logo y estd em f~(U), ou seja, f~(U) é aberto.

1T1gt0 é, uma colecao 7 de subconjuntos de X ¢é escolhida: a colecao 7 é justamente
chamada a topologia de X.

18Supde-se que: a) o conjunto X e o conjunto vazio () sio abertos; b) a unido de
uma colecao arbitréria de conjuntos abertos é um conjunto aberto; ¢) a intersecao de dois
conjuntos abertos é um conjunto aberto. Demonstra-se que todas essas propriedades sao
satisfeitas para a nocao de conjunto aberto que aparece na teoria dos espagos métricos.

Yym exemplo (um tanto trivial) de espago topolégico nao metrizdvel é obtido assim:
toma-se um conjunto X que tem pelo menos dois pontos e declaram-se abertos apenas o
conjunto vazio e o conjunto X.
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identificar os pontos de X com os pontos de Y (através de uma corres-
pondéncia biunivoca), de modo que, levando em conta tal identificacdo, os
conjuntos abertos de X coincidam com os conjuntos abertos de Y. Essa
consideracao nos leva naturalmente a nocao de homeomorfismo: um home-
omorfismo entre X e Y é uma fungao bijetora f : X — Y (isto é, uma
regra que estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de X
e os pontos de Y) tal que tanto f como a funcdo inversa f~!: Y — X leva
conjuntos abertos em conjuntos abertos (f(U) é aberto em Y sempre que U
for aberto em X e f~1(V) é aberto em X sempre que V for aberto em Y).
Temos entao que um homeomorfismo nada mais é que uma funcao bijetora,
continua, cuja funcdo inversa também € continua.

Dois espacos topolégicos X e Y sao ditos homeomorfos quando existe
um homeomorfismo f : X — Y. Vemos entdao que espacos topologicos
homeomorfos sdo espagos “indistinguiveis” (do ponto de vista da topologia).
Por outro lado, um homeomorfismo f : X — Y pode também ser visualizado
geometricamente como uma transformacgdo que deforma X sobre Y sem
“rasgar” (pois f é continua) e nem “colar” (pois a fungao inversa f~! é
continua; note que a fungao f realiza uma “colagem” precisamente quando
a funcdo inversa f~! “rasga”).

A.3.1. A xicara de café e o donut. Uma xicara de café e um donut
(ou, mais precisamente, espacos topolégicos com tais formatos) sao indistin-
guiveis do ponto de vista da topologia (isto é, sao homeomorfos) pois podem
ser deformados um no outro sem rasgar nem colar. O ponto fundamental
aqui é justamente a asa da xicara (uma xicara sem asa ndo ¢ homeomorfa a
um donut). O leitor deve tentar imaginar um xicara feita de massa de mode-
lar e na deformacao da xicara no donut, sendo que o “buraco” determinado
pela asa da xicara da justamente origem ao “buraco” do donut.

A.4. O numero aureo
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