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Vamos Fabrica R Uma partisan com  abentos : U={ Un ,
...

, Up} definidos por :

Ui :=KouKi=X - ¥
,
;±iKj .

Agora,
cada  element de Ilo E- ( U ) E reunion

,
no  moiximo

,
de 2

"

elements da part igao

II Eilk )
, porqve

os Uisao iguais a Kouki .

Consequence disso : Hµ ( Ilo Fick ) flog #Il¥i ( K ) flog I . Nn ( EU ) .

(Recobrir X com Nncfulabertos de IMO f
'  ICU)) .

Diricin do porn ,
e to  man do  olimitequando n tx :

half , K ) fhtoplf , Ult log 2 fhtoplflt log 2
.

Tomando  o sup sob Re  as part igoes men  soraiveis P temos : half If htoplf) t 1 + log 2
.

Podemos aplicanomesmo  result ado para
FK e obter :

VK.CN
, KhµlH fkhwplflt 1 t log 2

.

Dividindo pork ,
e to  man do K to ,

temos Finalmente :

hµlF1 f h
top ( fl .

D



Agora ,
ramos most ran : hwplfl Eyeliner , hrlfl

.

A gente vai precis an deal
guns

Lemas : ( com demonstrates no  apeindice) :

Lema : Seja Xumespago metric compactor (µm)
myo

Uma sequehcia
de  medic as de Borel de pro babilidade , convergirho para µ na topologia Fnaca*

.

Entao
, para

todo boneliano A tal
que µ ( OA ) =0 temos :

lim
m + .

Mm ' Akmal .

Lema : Seja Xumespago metric compact ,
e µ uma  media de probabilidade

de Borel
. Para to do e>o ,

exist uma pantigao em borelianos P= ( P ; ) ;€±
tal

que para
to do  ie I temos :

diam ( Pike e

µ ( OP ; )=0 .

Lema : HE > o
,

exist µ em ( f ) tae que :

hdfbifinggugnenlsln ,
e))

Supondo esses Lemus : fim da demon stragao do teorema :

Temos
µsypnqhµlHZhµlH7 limsup In ln(s( n

, e) )
.

independents de E

Podemos toman
agora  ° fine ether ¥Pnqhrlfl " htoplfl

fimteono



Demon Stragao do ultimo lema :

th >,1
,

ramos escolher um  conjvnto ( me / - separado Sn de cardinal SK , E) .

Vamosdefinir : Yiska,§snS× e µn=n1¥h fix (un ) .

Po demos extra in ( nk ) ,⇒otal que ,
no  mesmo tempo :

bjmnllnlscnreitlimnsupnlntk , e)) ,
e fund ,=÷zµ ( Fraca '* ) .

( o Segundo ponto utiliza  a  compacidade de MIF ) : Vqnapinoiu )

fbhervataoestelimiter E invariant
.

Deny : Fg :X IR
,

Continua
, kgof - g)dµ=li⇐m(got -

g)dµn
, ,

=L ;t÷§glgloflofidok
- Ended lgofidur

,

.li?n1..l$oFhtig)du+.=oporque/HgoFhtig)du..k2mag1gkH
.

Vamos  most rare que  essay funciona :

Seja P= (P ; )i€I umapartijao em borelianos teal que : diam (P ;) fee µ op ;) = Oki
.

Qbjnlivonmostrarhµ( F, Pb , limns up In ln ( Sk ,4 ) . ( lembraihyfbhyf , P )) .

Seja P
"

)n , ,n ,
a sequin ciadefinidapor : P "=IIofiCP ) .

SNE (n ,4 - separadoentaocadaekmento de P
"

contemnor maiximoumponto de Sn .

Consequence .a : Hun ( P
" ) =lnS(n,{ ) ( sepiztpontodesmacontribuisaoezeno

sepia "  " ' '

, acontribuigaoe ¥gjln#Sn)
.



Lema crucial : para took part igao em borelianos Q=(Qj)j€ , etodosqcn ,

qHn(QYfnHµ(Q9 ) +2 open ( #J ) , ondee.IM EICQ) .

Demy Seja qy 1
. ttrcqtemos :

ask.IE '  '

coin vliiloetav liturgical
ondejnedefinido por :  n -

1 - qc rt qjr - 1 fh - 1
.

Conseqoeinciaii
.tn#k&ItHEi9EeaDtEIothEicahtiEj*tHriicaH

3§ItHEi9%aD +29kcal .

Agora, podemos
to  man  a soma sobrer :

QHONCQYE ?§oHhfiCQ9 ) +2&hC#J ) .

Mas : tpantigaoemborelianos S = ( Sk)
* k , temospdaconcavidade de 4 :

Hncsk { Qlrnurik ,§¢knh{oE*Hn ) ( sal) >,

.EE?Iooltfi*anils+t)=IIotti*dH=In&eottnlfts

" .

fimkma °



Aplicagao do Lema crucial para P
"

"

: ( e diridindo por qnt ) :

n÷enknaH=n÷Hh⇐lP"Yf1aHµdP4+h÷enl#I
) .

Mas a Frontera de  cada  element o de P 9 tem  medida hula
,
entao com K  to :

limsupnln (san, e)) E 1aHµ ( P 9)

Toman do  o Limit com q tx :

limsupnln ( ski )) fhdf ,
P ) f hµ ( F) .

fimteorema D



A pen dice

Lema de Regular idade : Uma  Medica de Borel de probabilidade hum  espago
metric compactor  E regular : lie Hbo Reliance A

,
HE > 0,3 fechado F

Uma bento U tais
que : Fc A  CU e µ ( Ulf ) < E

.

Dem÷
ja E o ( onjunto dos bone lianas satisfazendo  as hipotses to lemon

:^)C invariant por complement ar

2) E estavel
por reuniao enumekavel : dada Am

,
a  char Fmc Amc Um

com µ( Umltm ) 6 ⇐ .
.  ⇒ Umtm < UnAmc Un Um

,

mas , ( Uh
- UFM) f , ( Unum- en )E Eyrwmlfmke .

Conseqiencia : Timo 7,0 teal
que : µ (MY,oUm - then

.

Fm ) < E
- ⇒ Unam c- E

*hado

3) E contem os fechados : Ffechado  = Q
,,Ym ,

com Um={x EX I d( x ,Fk1m|

Assim limn µ( Unit ) = µ ( fUnit)=0 .



Lema : Seja Xumespago metric compactor (µm)
mzo

Uma sequeincia
de  medic as de Bond de pro babilidade , convergirho para µ na topologia Fnaca*

.

Entao
, para

todo boneliano A tal
que µ ( OA ) =0 temos :

mlsitmarmlak Mal .

Demo . :

-

Vamosdefinirumasequenciafk )
,⇒, ,

de Fongtes continua  em X por :

ft :X  i max (1 - K d ( x ,
Al

,
0) .

Et),⇒pv e  converge para Xg . tfkzntemos :

( immsupymlalflimnsup)fkdrmtlimmsfkdrm = Jfk dµ . (porquekadymf ) fedrm ) .

⇒ limmsupMAMIE inkffftdv = lnjm ) fed , =p ( F ) ( onv
.
 monotony.

Po demos Fazer omesmo para
C A  e  adnan : lizinfymtt1 3 ( ( Int (Al ) .

Mas Eofimporque : y 1 AT =p ( Inta ) .
D



Lema : Seja Xumespago metric compact ,
e µ uma  media de probabilidade

de Borel
. Para to do e>o ,

exist uma pantigao em borelianos P= ( P ; ) ;€±
tal

que para
to do  ie I temos :

diam ( Pike e

µ ( OP ; )=0 .

Demo :

-

FXEX
,

F ex e ( 0,42 ) tat
que - ( { x 'e× / dlx ,x

' I = Ex })=0

(porqve (0,42) hate enumerate ) .

Issoimplica :µ( 013 (x , Ex ))=o . Sejatihgign ,
Uma sub - coberturafinita

dauber tuna Bk
, Ex )×⇐× , podemos definirumapartigao mensural el (Pihg

, por :

P;
 =Uiln¥uVj .

Agora diam (P i ) fe ,
eOLPilchfgib ; de  media hula

. D



Teo Remade Compacidade de M (X) :

SejaXumespasometricocompactgentaoMK1oconjvntodasmeoidasdeBonefdeprobabilidadeecompactopelalopologiaFraca.DemoilembraqveatopologiaFracaemMKieamenontopologiatalqveVFECoCXdRhprtJFdp-plf1sejacontinua.Sejayne@DdensaemCkdR1.TemosiJyidynefHyilbnllqillaf.Porextraganodiagona4podemossuponqueljmJqidrnexistgVielN.MasentaoOCqtlinmJqdynexisteVqeC4xdR1.ClaramenteiOtnk1ae1yoseq30.PdoteoremadeRie-yexistepeMK1WqveOtqtfqdqeestepelimitedosynnatopologiaFraca.Lembra.TeoremadeRiesziSejaXespagometricocompactgeOiCKdRL1RumaformalinearpositivaCi.e

014130 ,

Vice, 0)
.

Entao exist umainicamedida µ defined a  nos borelianosdex teal que :

fly )=fqdµ .

D




