PRincipi o Variacional

S‘Bovmof

Teorema.: TRinci pio Va&ia.cional Pela. en b{opl'a.
Stjﬂ- £ X_5X vma a/o[ia._(;? conbinva Jo e spago melrico CaMfA.clLa X.
&\_]a. JM(F) 0ca{zjunlfa das medidas &zf&déali/«')a)a dehnidas ha 6- a/chéu de Borel

Bex/zl'nm.liiahéz.( fo& F Eano : Iﬂ.é (F): Suf {L\V(F)/)ueﬂ(ﬂ}
°P

Troposicao : Se ExoX £ contlnva am X s 250 metrico ca»\/mcl'o/ eV Mmedida
de probalbilidade Qefinida na 5—:6d<q. Jde Borel e X/z invariank /mm F- Entao :
H',(Fjs hk,r (F)

ﬂzManJé&a.gZo :
Sef P-{r

A

I"VTPf Uma ]mx{ ighs em wn‘}'unz'o.r de Borel. Sa\')a. £50 lal que
i.r&ar(d.. Felo Teorema de kequla&faa)z das medidas (vm a_FahDic_zJ
9P a.c/m'f um cah\/aa-c'{'o Ki <P Com /J(Pi-k,-)<£.

SZJA a.Jaxa. Ko:= X- LL=}4K"' Entas: IJ(Ko)S r-f-/ e K'—'{k"/K"/"/kP} defina

uma ’)4.&-6 ijfo de X em p11 borelianos.

J

0demos Vi:/!l.

A\joga.: V_ng/ K,’_(\PJ:¢JLJ:I:L/ = K se i:\'}.
Consequencia-

P , P ? 5 :
= 3¢ [Pt pl, ;)| v(keo?) ( r(%0P5)
H"(ﬂK)—‘%°§"r(K‘)¢(H(k-))"J-%V(K‘M(T/Wﬁ'f(m)g«' T ey

Concavidade de '°J = H{’(T [K.) ng(K,)ZojE M p(xe) < rzloJ P <1,

3=4 M (Ko) .rl(l(,n(’d')

Mas Jé sabemos que_ “(Tj Q){ L‘I(T/J’)'i'H(Q”,) Je mane(Ra. jc&a[..

Entio- b, (€5) éLN(F/K,)+ 4.




Ka_ma.x fabricar ()Ja pa REigho com abertos: Z/f.:{U.,,.../UF} delinidos por:
= Kou Ki =X = K. .

szlj#i
n-1 o .
Aﬁam./ cada elements de .\_/o F(u)e &eunii'o/ no maximo, Je 2 elementss da rn.g{i_g’.‘j

n-4

\/ F-k(K—)/ Td&qt/g oS U| Sao [juaq" @ Kou KI .

=0

- 3P s h
Gomtequincia disso: H, (VF(k) S log fV F (k)< log 2N, (F,w).
(Recobin X com N, (£ ) abetos de VM £ ().
Dl'via'mao por. e Eomando o Limil: 7uan3o N _5+oco:
hr,(F/K)éhé,r (F,u)+loga < L’t«r (F) + log.2.
Tomande o sop Sobre as ’Da&{iﬁu men soriveis L temos: L\’,(F)é héaP(F)-!- 1+ Foj .
Podemos a.rl.‘(qn 0 mesma Resultado pasa. £ ke_ oblr.:
VkeN, khyle) <khy (F)4 1+ g2

Dividindo ?a& k/e tomande ke+w/ Lemas rina.[hené.;

hH(F) < g (F).




Ajo&a./Va_mu mostrar : hhr(F} g/f:rdt{F) [ﬂﬂ(F).

A jmﬁa Va( ’)&eci.\'a& Oe aljuhs [o_ma..s: (com Eeman.sfﬁa.gs:.s he apanbim)-.

{_e_ma: SeJ'a. X um espago melrico c.o»;ﬁa_c:éo LOJM)M)O Uma Se7u2ncia-

de medidas de Barel e F&ola_l'ilibmae/ Canw.Kjih)o para n na 6arclojim fraca¥ .
Enéi'o/}pam_ todo boreliane # lal que r/(bA):O Lemos :

m%';-:o e (a)= IJ“)'

m. Sejm X um espago melrico coh;fm.c_éo/a P uma medida de probabilidade
% Borel . Para todo £>o/
bal 7uo_ pare bodo ie I ftemas:

cliam(P)cs = p(oP)=0.

existe uma Fa.k-éifa"o em borelianas ?= (?i)iel

[ema Yéeso, existe ,Jed{ (£) tal que:

L\H(F)Z E;’\jf .%_Qn (s5(n )

Suron)o esses Lcmas : 'Fim e Jdemon sf.u.g:o do ﬁeonmau :

m h Oim 1
feme Ve ho(F)2 by (E)2 Eimivp 2 Ga(s(v2)
-

inazrmhnl';_ Je g

Podemos loman agota o gi:\o* e obteg ,;S:L(F) lqu(F)>/ ht”f (F)

Fim Teor[]



Demonstragao de ultimo lema. -
Vh?,{]_/vamo: 2scolhex. ym cm\Junéo (ns)- scruuda Sn de cardinal S, €).

n-4 .
Mzmas definir : v __4__.2 S e r/,\:_;l‘_ _'_20 'F; (1/,.).

nT St g) xeSn

Fodemos extrair (hk)‘o ol(.a.l que, ho mesmo [:em!ao:

e:'(m :_Kﬁn(s(n,vi)): Qi':‘:up_:‘_\_ﬂn (5 (h/ i))/ [ (/\/hk)__% Iu ( ‘cha_*).

KS+od

(a .segun)o f;anéo vtiliza « Cﬂr\fq.c_i)a.ao_ de H (F):\/t.& QFQA)(UL)

QMUQ Cimite r/f, invarianb. .
Dema. - Vj X5 R, Corlf:_/m/a/ J(j oF—j)cLIJ: ():« J@oF—J)dluhk

et . - '
- (;:\_4_2 S(jof-)oF do, —_;l“i JjoFLJ.\)K :Qim_"_,]éo FhK—J),l»K:O

N -
Kizo K k=o K hy

porque [j@oph«_j).iv,\\g.l:\:; Iﬂ(x)l

%.mu mufk«r( Ve eﬁq/\/ {Unciona_:
Seia P= (P‘)iél uma, lpag{zfﬁ 2m borelianos &Z7n: diam(?) < s e ’/(B P;jgo vi.

Oé.lo__t/.«'w: Mllfé&a.fl qul (F/ .?}7/ Zu’v:\lur A_'_‘_ @\(J’(n,z)). (Z.mé&q: hf,(f)a AH(F/ J)))
Seja.(?n),o/,‘/ a qu&a‘ﬁ. gelqniaa por: 3)“= ’.}Zo F—P(‘?}
\S:‘iéh,i}-n[’-'qu)d ahé& Cada Mfo }ejh(anﬁ_h ha mixim Uh/aanl'a Qe_ jh .

Cm\u?u:nc(a: an (\]’“} = éns(n,z) (Se?;;éponfo QcSh/a (oné:ihéuv«‘_gf&/éﬁzzng ¢ .
5(?(3 LA ”/ &cahf&:‘uufqo LH"' "# n



Lema; CKucia.L: Pm éa)a- fa&él;?a'.-o am Lokeliahu Q':(QJ.)J&T 0,\{690! ol\(lﬂ/

1%, (@) & HV"(Q'q) + ‘:l"l‘:L ba(#3), onte QM;':\:/: £ (Q.

Demo.-. jeja. ::{7/4. Vh.(o’ temos.
n et _jgon r-1 . n-1
2 @) v Y re) (T

onde Jn_:azﬁr\f)a Pm: h-4-9< 14 th-/l <h-4

Gmstfryu.:,ncia.:
" Jr=1 -jq-n r-A4 R n-1 "
H @2 H, (6 (@ ZH, (¢ (eu)+¢:m W, @)

ot e
SZH (€7 @) +Lqlu(#T)
Jso "

Asom/?a)emo: bmag a Soma. Sobre U :

h-1

My, (&)< Z H, (7 (RY) +240(#T)
["la.S:VPax{:isa'z em borelianos S_—_—_ (SKJKGK ) Gomos Pe[q. concavidade de ¢:

H, (S)= Z Bpm(5)=Z 085 6a00) (S ZAZ $leL0u150))

n

ASH iv..a“)

-A
izo F*

n-a _i
=52 H (FLS).

=0 n

Fim ILM‘(
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Aplicagao do lema crucial Pua_?n“ : (e dividinds por. qn, ):
:_Kan(s(nwz)) :.&quk(f"“) S%HH"K(J"‘)Jr %QM(#I).
Mas o feonbeira de cda chments e 3T fom medida nuda, enlis com k-54s0 -
biniop 0. (st05) < 2H, (37
Tomando o Limile com gt
Z-mwp_-ﬁa(sfn,ﬂkk (6,3)< h,(€)

fim Teoremar



A p'éhéice

Lema Je Kaju}a.&iaa.)a: Uma medida. Je Borel de probabildade nom e.s‘/m;a
meteico <o»\fmcfa z hejula& - e Y boreliano A/ Vz)o/ 3 Fe_ct\q)o F
um abextbo U Lais qee.: FcacUe r/(U\F) <¢&.

Demo. :
~——~——

\SZJA. €o (anjm(o dos borelianos Salifazendo as héfo&u 6 Yoma :
a) E invarian G—FOK COMfleMMfak

l)gejféwl Poz Revnizo 2humeravel:  Owda AM/ achar FMCAMCUM
am Un\Fn )< . 5 T e Unmc UL,
$o0
mas /d(UU...-UFm) élu(yu,.-r.‘)é ; TJ(U"‘\F”)< £.

(dhf&7u;nci¢:3ma >/0 An.( que: /\I(M[{,OUM- U T'_,,‘) <£<'—’>gﬂn éZ

ogm &

Fz cjn a.)o

3) © wntem os fechados: T Fechado = ﬂ,U,.\/ (om Umz [x éxl OL(X/‘F)(.if
”\11 m

Assin Qim (UF) = () Un\F )=0.




Le,ma-: SeJ'a— X um eslaago melrico c,ow;/aa.c_t‘.o e (ﬂw')h\)o Uma S¢7u2ncia—

Oe medidas de Borel Je Pwl,a.Li/iBa.be/ canVc&gih)o para N na foralo‘jia. fraca¥ .
Enéio/}pqm todo borelians # tal que ,J(DA):O Lemos :

2, pate)= pl4)

‘Demo. :
~—~———

Vamas defmir uma J¢7u2hc1'a_ (Fk )IOM de ﬁlng&f: ontinuas em X por:
( LY =S max [/1— Kk OL(\A/A'}/O).

K

@;) \l e nver v_r)a)\a_ x_’: Vk24 tmos

K1
(l'r:“wr ,Im (#) £ &:WTJ Fk '(f'n = q::\ _Jﬂ; ""I’n =J Fk al,v. (?oeqwj)(,(d.l/"\(} FK Arj_‘) .
= Q(':‘JIT r’/ﬂw\}\< ILFJ FK dy = éI‘:\ J fK dr/ =/u (7\) [(mv. Mano/L(ma}.
Podemos fazer o mesmo pura. Ch e acha: [:me;M(A} > /.z(ln{: (#)).

MM' e d‘ﬁ"\ I‘MKTIQ: rl(i}:rl(lnf(ﬂ-)) .




Lzma.'. Sejm X um e.s!aago melrico c,o»)faa.c:éo/o_ IJ Uma Medida de probabilidade
% Borel . Para todo £>o/exi.sl:e Uma. Fag{&gio em borelianss = (?i)iel
éa.( 70; Pa.&a. 6090 LeI feh\aj:

diam(P)gs = f’( 2P;)=0.

&mo:
¥xeX, 3 £ € (0/ E/.z_) tal que /J({)(Ié)(/ i(x/x/):fxf)=0

(Po&qw. (U,Z/z_) hao ¢ enumeu{v;[).

Lsso i:n?[ia.:,./(?ﬁ(x/ &)}:O- SeJ'a.(Ui)A uma Sub- cobertoron finiba

&ign/
da. cobex bura B()sg")yex/fdzm‘ de finie uma f«&ﬁ‘sﬁ mensur ivel (?i),‘(((h R
?3 = U\ U u.

agji Y

Aﬁaxa. diam (P i)\(i/ e 'b(_F.')C U 0; de Medida hola. . O
ain



Eogzm:a. de ComPa.ciaaaz de L}'L (X} :

&eJ'a. Xum 25pago metrico coM}oacL‘o/ entas M(X) aca'_r}'unfo das medidas
Oe BoME/ Oe rt{o’oqbl'ﬁbat)f_ :(amracfo /)e@& éo,aa[aji.a. (/La-ca_ .

Dems: fymbea que a éofoloyu feaca em M (X) & & mener. Lopologia
bal que ¥FeC®(X,R), pi> [ dy=plf) sejo continva.
S i () ense £ CL4R) Taer: S, dp,e Ll Ll o) Por exteaiio diagonal,
palemes Supor. que ZVQ\MJ((; dpn exidh, YieN.
Mas entio §(p)= Con Jodu, exists ¥ o € CLR). Claraments:6(a)=1, ey 0 seg30.

Felo beorema e Ri&ﬂ/ exitl /JeU‘i(X) &jqw. 9{@)=jlfo(r// e Uﬁ,rl Z Omk Dc.r/v,‘ ha fa//aJia fraca.

LehLM:%o&zh\n\. 3& Rif—SZ:

&J“)(‘Ufﬁfo metrico Com/mc[a/ e O: Co(X/[RJ_;.R uma forma [.'nam ro:iéiVa. (i.(_ 6’((e})/o/

V%ZO) Intao exist ume Onica medida Y debnida nos borelianss deX (al que:






