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Resumo da ultima aula

1.

Superficies parametrizadas de classe C':
(u,0) € D C R? = #(u,v) = (x(u,9),y(u,v),z(u,0)).

. Base de vetores tangentes:

611 du du

a a az
=i e B

du dv du

Area de uma superficie: Area(S) = [, |74 A Fo||dudv.
Area de uma superficie escrita como um gréfico: se a
parametrizagdo é (u,v) — (u,v,z(u,v)) temos

(L, 2 (L,
AS) = || \/ 1+ + " dA
(J Jx
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Integral de superficie: dado um campo escalar f(x,y,z),

//fxy' )dS —//f u,0)) [Py A7y ||dudo.



Exemplo: célculo da drea de uma superficie o (1, v)

olu, v) = (u, v, uz + v?‘). uz + vz =4

Temos

dor do

—=(1,0,2u) o — =(1.0,2v

du € v ( ).
ijok .

YT NIT |10 2u|=—2ui —2vj +i

du v 1o 1 2v

drea de o= -”k «V."I4u2 +4v2 +1 dudv =

2
f”fw 1% dpdo=-"["" ap2 1% do
= [ @p2+1) == ["ap2+12 | do=

RNC pdpdo=-—| | (4p> +1)
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Exemplo: cdlculo de integral de superficie

Iﬁx, y,:)=x2 +y2 e olu, v) = (u, v, 1.'2+v2].uz+vzé ]I

Temos, flo(u, V) =u?+v? ——(] 0—2u) e A——(O 1. 2v).
du av

k

2] [ z c
s s 2u|=—2ui —2vj +k.
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i
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du av 0

J:Lft.r. v.2)dS :.[JKf(U’(N. v) ‘ — /\T

= -[-[K(ilz +v?2) x\"‘l +4u” + 47 dudv

J
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du dv=

Passando para coordenadas polares,

.[ZTJP J1+4p2 pdp do = J U (1+ 4p2 )2p3dp}d6

(por partes)
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3 5 .
27 = = 505 1
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Exemplo |I: cdlculo de integral de superficie

fix, v, 2 =x ol v) = (v, Ju” +12) 1=u> +v? <9, e flowv)=u

. [
dor v .
LO,———— ¢ —=|0,1,———— | Dai,
au Jul+v2 )y | Ju? +y?

o Jor wi v -
TN == T, % the
Ju av \;u_+v2 \Lt“ +42
| u? 2 .
{7—0/\(7—[7 :_,;H—+%+1 =./2. Entao,
du v Val+v2 w242
7 7/
JJ flx,y,z)ds :JJ flo(u,v)) i—g A (_[T du dv =
o K du dv

J"[ 2 -dud 2 J‘S'[Zﬂ 2cosBdOdp=0
= U-~z-dudv=-. < Ccos =u.
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Superficies orientadas

>

Para uma superficie S podemos escolher em cada ponto 2
vetores normais unitarios 7, e i, = —7;.

Se for possivel escolher um vetor normal #(x, y,z) que
varie continuamente sobre S, S é chamada superficie
orientada.

Exemplo de superficie ndo orientada: a faixa de Mobius

\\l/j;-/

Caso de um grifico z = g(x,y): podemos escolher

— 99 % 4k
0x ay

() ()
ox av




Superficies orientadas Il

» Caso de uma parametrizagio (1, v) — 7(u,v): podemos
escolher L

. Ty ATy

n=-——"—=

[7u AT

» convengdo: para uma superficie fechada (i.e fronteira de
uma regido solida E), a orientac¢do positiva é aquela para a
qual os vetores normais apontam para fora de E.



Fluxo de um campo vetorial

1. Seja F : R® — R® um campo vetorial continuo e 7(1, v) uma
parametrizacdo de uma superficie S. Entdo a fungdo
(u,v) — F(#(u,v)).7i(7(u,v)) é uma funcio a valores reais,
que podemos integrar na superficie S.

2. Fluxo de F através de S na direcdo de S: também chamado
integral de superficie de FemS:

= Ty Ny
SEN = Tunn ]’
// F.AdS .= — // F(7(u,v)).(Fu A 7y)dudo,
S D
= Tu/\Po
sen ATl



Exemplo: célculo do fluxo de T através de S

Sejam B = {(x, y, z)EIR3 |130,y =0el=z=1—-—x—y},cafronteiradeBe

F(x,y,2)=xi +yj + k-

Temos
U(H,V):(H,V,l—u—v)e(?_o- '9_0-:'-'_,_}_,_;}'_
du av
N
oy /- du av ||do , do
[[ Foiias =[] Fotuw @i 407 A2 gy g,
T K "7_0'/\(7_0' du v
du v as N
\—\I_d

ou seja,
” F-ﬁds:ij(uE+v}'+(1—u—v)i€)-(?+j+;€)dudv:
a

=II dud\J:%,poisKéotriﬁrlguloaBO,vBO,u+v£ 1.
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Exemplo lla:

calculo do fluxo de F através de S

Sejam B o cilindro > +y> < le0=<z<1l,e F(x, v, 2)=xyi — ] + 2%k

oy(u, v) = (cos u, sen u, v), 0 < v < 1, 0 < u < 2 (superficie lateral do cilindro),
oy (u, v) = (u, v,0), u* +v* < 1 (base inferior do cilindro) e

o3 (u, v) = (u, v, 1), u® + v* < 1 (base supetior do cilindro).

N
Temos
4 4 i Jok R R
TN | _senu cosu O =cos ui +sen uj.
du av 0 0 1

Seja riy =cos ui +senuj a normal a o7y.
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Exemplo llb:

calculo do fluxo de F através de S

” FondS= JJK[(COS usenu) i- /_ + sz]~(cos ui +sen uf) dudv=
7

=JJ (Cos2 usenu — senu)dudv=
K

1 cos® u i
=[] e cosu| av=0,
0 3 o

Portanto, o fluxo de F através da superficie lateral do cilindro € zero.

Seja iy =—k anormal a ¢ ¢ /i3 = & anormala o,
Temos
” FoidS= H F(oa (1, v))- i (u, v)) du dv =

oy x

= HK(W? )+ (k) du dv =0.
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Exemplo llc: célculo do fluxo de F através de

”‘Til?“ﬁ as= HKF(Jg(u, v))-n3(oy(u, v)) dudv=
:J_[K(uvi —vj +K)-(K)dudv= ”Kdu dv=
27 pl
:-[O Jopdpdez .

Entdo,
J'J' F-ﬁdS:H F-alds+” Feiiy ds+J'J' Feiiy dS=
A o, o, oy

=0+0+7 = _” F-idS=m
o
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Teorema da divergéncia, ou de Gauss

TEOREMA DO DIVERGENTE Seja E uma regido sé6lida simples e seja S a superficie fron-
teira de E, orientada positivamente (para fora). Seja F um campo vetorial cujas fun-
¢des componentes tenham derivadas parciais continuas em uma regido aberta que
contenha E. Entao

[[¥-as = [[] divFav

Justificagio intuitiva: vamos calcular o fluxo através de uma
caixa:

x. y,2)
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Teorema da divergéncia, ou de Gauss

» O fluxo de F = Pi + Qj + RK através da face ABCD é
aproximadamente

E(x,y+ %,z).foAz =Q(x,y+ &,Z)AXAZ.

A
Mas: Q(x,y + %,2) = Q(x,y,2) — 52 (x,y,2) .
> entdo o fluxo de F = Pi + Qj + Rk através da face ABCD é

Q(x,y,z)AxAz + ;?5 (x,y,z) AxAyAz.

» Da mesma maneira o fluxo através da face A;B1C1D; é
aproximadamente

10
—Q(x,y,z)AxAz + 2&5 (x,y,z)AxAyAz.
» Consequéncia: a soma dos fluxos através de ABCD e
A1B1C1D; €

Q (x,y,z)AxAyAz
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Exemplo: cédlculo do fluxo com o teorema do divergente

Vamos calcular o fluxo do exercicio da pagina 10 com o
teorema do divergente:

,U.[Bdi”?d"dy de= HJB(J'Hz)dxdy dz=

[ Lo acar= [ o v

onde K é o cfrculo 1% + y2 = 1.
Mudando para coordenadas polares:

.UK(J' +1)dx dy= J‘:WUS (psend+1)p dp] do=

2] ,03 P2 1 1 27 1 ¢2m
=I P eng+ P 49=—I sen9d9+—I do=n @
0|3 2 3 do 2 do

0
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Exemplo: cédlculo do fluxo com o teorema do divergente

Exercicio
Sejam B = {(x,y,z);x 24yt <lex?+y*+2z2<4}e
F=xity+ zk. Calcule o fluxo de F através a fronteira de B.

Aplicando o teorema da divergéncia,

il 577 e

— 2 ol
:6” a2 —y2 dxdyzsj J' (-2 pdpdo=

27T,
j [4 p ]de 4m(8—33)= 27— 1273
e 2) 3h & T

(3V3-8%)
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