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2.1 Integracao e funcdes mensuraveis

DEFINICEO 2.1 (Funcao Mensuravel) Uma funcio f : X — R € chamada de X-

mensuravel, ou simplesmente mensuravel, se satisfaz:

{zeX; f(z)<a}=f"'(—oc,a)) EEX paratodo acR.

LEMA 2.2 Seja ¥ uma o-algebra de subconjuntos de X. Ent3o para qualquer funcio f :
X — R as seguintes afirmacdes s3o equivalentes:

(a) {r e X; f(r) <a} €X paratodoa e R;

(b) {z € X; f(xr) <a} € X para todoa € R;

(c){x € X; f(x)>a} € X paratodoa € R;

(d) {z € X;: f(z) > a} € X para todoa € R.

DEFINICEO 2.3 De forma geral, se ¥ € uma o-3lgebra em X e T é uma o-dlgebra em Y,
dizemos que f: X — Y € mensuravel se

fYE)€EX paratodo EcT.



2.2 Propriedades das funcoes mensuraveis

TEOREMA 2.4 (Propriedades de Funcoes Mensuraveis 1) Sejam f, g : X — R funcdes
Y-mensurdveis e ¢ € . S30 Y-mensuraveis:

@ef; B f+e  (f  (dfa (]Sl
Demonstracao.

(a) Seja a € R qualquer. Se ¢ =0, entdo {zr € X: cf(r) < o} é X ou &, e portanto
pertence a . Se ¢ > (), entdo

{reX: (ef)a)<a}={zreX: f@)<Z}ex.
O caso ¢ < 0 é similar. Como a € arbitrario, cf € mensuravel.
(b) Por hipdtese, se r € @, entdo
S,={zeX; fla)<rin{zeX; glr)<a—r} X
Como claramente
{reX; (f+o)@) <a}=JS.
reQ

segue que (f + g) é mensurdvel.
(c) Sejaa £ R. Sea <0, entdo {z € X; ( (r))? > a} = X;sea =0, entio

{reX: (f(2))’>a}={zreX; f(z)>Valu{zeX; f(z)<—a}

(d) Segue de (a). (b) e () pois fg = F[(f +9)* — (f —0)*].
(e) Sea < 0, entdo {x € X; |f(z)| > a} = X;sea >0, entdo

{rcX; |f(z)|>al={rcX; flz)>a}U{zcX: f(x)< a).



2.2 Propriedades das funcées mensuraveis |l

Lembra: lim sup f, significa infi sup, - fu-

TEOREMA 2.5 (Propriedades de Funcoes Mensuraveis Il1) Seja (f,},.ciy uma sequéncia
de funcées X-mensuraveis de X em R. 530 Y-mensurdveis:

(a) lim f.; (b) sup fn; (c) ingfﬂ; (d) lim sup fr; (e) liminf f,.
—+00 nEM ne n— 0o

oo

Demonstracio. Paran € N, a € | defina H,(a) £ {2: f.(z) < a} € E. A prova segue
dos seguintes fatos:

(a) {z € X (lim fu)(@) <a} =) J ﬂ H,(a+27"

kcHneENm>n

(b) o € X (supf,)(x) < a} = [ Hla)

(c) inf fa= —Sup(—fn), -

(d) llmsup fn = llm SUpP frnsn:

n—oo S meh
(e) llm 111f fn=—limsup(—fn). "
n—300



Funcoes simples e integracao

DEFINICE\D 2.6 Dado A C X, definimos sua funcao indicadora ou caracteristica

0, sex & A, - -
' ¢ Outra notac3o usual € y 4.

Iy : R —{0,1} por I4(x) & L =zcd

DEFINICE\O 2.7 (Funcao Simples) Seja (X, X, i) um espaco de medida. Dizemos que

f: X — R € uma funcao simples se f = E a;I,, onde a; € R e cada E; é X-mensuravel,
i=0
isto é, F; e X.

DEFINICE\O 2.8 (Integral de uma funcao simples) Seja (X, X, i) um espaco de medida

e f: X — R uma func3o simples, isto &, f = ZGJE.-- Definimos a integral da funcao
i=0
simples f com relacdo a medida i (pode ser oc!l) por

ffd# = Z a;pu(E;).

i=0 5



Funcoes simples e integracao

DEFINICE\U 2.10 (Integral de funcoes nao-negativas) Seja (X, X, i) um espaco de
medida e f = 0 uma funcido X-mensuridvel. Definimos a integral da funcao nao-negativa
f com relac3o a medida p (pode ser ox!) por

ffdg%sup{fgdp; g € uma func3o simples eﬂgggf}.

DEFINICELU 2.11 (Integracao em Subconjuntos) Seja (X, X, 1) um espaco de medida,
H e ¥, e f = 0 uma funcido X-mensuravel. Definimos

a7 ~ . Jf(z), sexeH,
/!;fdp._ffdp., ondef(z‘)—{o sexe X\ H



