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Nessa primeira aula vamos apresentar o contetido do curso, os prin-
cipais resultados e as defini¢des basicas com primeiros examplos de
superficies de Riemann.

Algumas informacdes necessdrias:
¢ Meu email: sylvain@ime.usp.br

¢ Endereco do meu site: www.ime.usp.br/~sylvain/courses.html

Superficies de Riemann

Seja X um espaco topolégico separado. X é uma superficie topo-
légica se todo ponto de X tem uma vizinhan¢a homeomorfa a um
aberto de R?.

Seja n € IN. Uma carta holomorfa de X é um homeomorfismo
@ de um aberto U (chamado o dominio da carta ¢) de X sobre um
aberto de C". Sejam ¢ e i duas cartas de X de dominios respectivos
Ue V. Entdo 7 := ¢ o ¢~ ! é um homeomorfismo do aberto ¢(U N V)
até (U N'V), chamado fungio de transigio.

Definicao 1. Um atlas holomorfo no espaco topoldgico X é uma familia

(¢i)ie1 de cartas holomorfas com dominios U; tal que:

(a) As cartas cobram X: isto é X = |J; U;

(b) As fungdes de transigdes p;; sio holomorfas, onde
¢ij = @09 "1 i (UiNU)) = gi(U; N L),

Uma variedade complexa é um espago topolégico X, Hausdorff * e
com base enumeravel, equipado com um atlas holomorfo maximal. O
namero n é chamado de dimensdo complexa de X.

Porque pedir uma base enumerével? Simplesmente para poder
utilizar parti¢des diferencidveis da unidade:

Teorema. Uma variedade diferencidvel M possui uma particdo diferencidvel
da unidade se e 56 se toda componente conexa de M é de Hausdorff e tem
base enumerduvel.

Lembra que uma partigdo diferencidvel da unidade é uma familia

(fi)ier de fungoes diferencidveis f; : X — R tal que:

1. Paratodoi € I, f; > 0 e o suporte Supp(f;) é contido no dominio
U; de uma carta diferenciavel de X; 2

1

V

Figura 1: Um espago que néo é se-
parado: a linha com duas origens é
obtido com a colagem de duas copias
de R ao longo de R — {0}.

Figura 2: Fungédo de transigdo

poo lipUNV) = pUNV)

* Lembra que um espaco separado é
também chamado "espago de Haus-
dorff".

2Uma familia de abertos (U;);c; tal que
X = Uiy U; é localmente finita se todo
ponto p € X possui uma vizinhanga

V tal que VN U; # @ apenas para um
ntimero finito de indices.
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2. A familia (U;);e; é localmente finita;

3. Zielfi(P) =1 para todo pEc X.3 3 Essa soma tem um numero finito de
termos diferentes de 0.

A esfera de Riemann

O primeiro examplo de superficie de Riemann é a esfera de Riemann.
No espaco R3 com coordenadas (x,y, ) podemos considerar a esfera
unitéria S2,
Py =1
Seja N = (0,0,1) o polo Norte da esferae S = (0,0, —1) o polo Sul.
A projecdo estereografica associada a N associa a cada ponto M €
S? — N a intersegdo da reta (NM) com o plano t = 0. A coordenada

complexa deste ponto é ’ N
x+1y o
1-t° ™
Assim a aplicacéo (x,y,t) — z é um homeomorfismo de S> — N \
sobre C, isto é uma carta holomorfa.
Podemos também definir uma outra carta holomorfa S?> — S sobre V
C: a composta da projegdo estereogréfica associada a S com depois a
conjugacdo complexa (i.e z — Z). O resultado é Figura 3: Projeéo estereogréfica associ-
adaa N.
x—1i
W= v
1+u

Uma observagdo importante é que z.w = 1.
A esfera S? com este atlas holomorfo é chamada esfera de Riemann,
denotada por C.

Fungoes holomorfas em C. Seja U C C um conjunto aberto. Uma
fungéo f é holomorfa em U se: para todo ponto M # N f pode ser
escrita numa vizinhanga de M distinta de N como uma fungéo holo-
morfa em z, e para todo ponto M # S, f pode ser escrita numa vizi-
nhanga de M distinta de S como uma fung¢do de w. Para um aberto
Ucc- {N , S}, uma funcdo holomorfa em z é também holomorfa
em w (lembra da relacdo: z.w = 1).

A esfera de Riemann pode ser vista como uma compactificagio 4do +Um mergulho f : X — Y com imagem
densa e Y compactificacio X de um

. . espago topolégico X é um mergulho tal
no plano. Conjuntos do tipo U = {z € C;|z| > R} U {oo} formam que f(X) é denso em X.

plano complexo C, i.e como o resultado de acrescentar um ponto co

uma base de vizinhangas de oo, e uma funcéo f definida em U é
holomorfa perto de co se e somente se

1
wr— ——

f(1/w)

é holomorfa perto de w = 0.
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Extensdo de um polindmio complexo na esfera de Riemann. Seja P : C —
C um polinémio complexo. Entdo P tem uma extensao P : C —Cna
esfera de Riemann, dada por P : oo — oo (isto é, o infinito é u ponto
fixo de P). Para simplificar, o seguinte lema considera somente um
polindmio de grau 2.

Lema 1. Seja P. : C — C um polindmio quadridtico dado pela formula
P.(z) =2’ +c.

Entdo existe uma extensdo D C — Cde P; na esfera de Riemann C tal

que o0 ponto oo € C é um super-atrator.
Um ponto fixo xg de uma aplicacdo
holomorfa definida perto de xp é um

Demonstracdo. A mudancga de varidvel w = % manda oo até 0: super-atrator se f'(xg) = 0.
_1
w — z=z
w? 5 1
—— —— 4= —+c¢
1+ cw w

Com essa nova variavel, a aplicacdo é agora dada por :

w2

H—
14+ cw?

Nessa expansdo nado tem um termo de grau 1, entdo w = 0 é um

2

w =w*(1—cw®+...) = w? —cw' +...

super-atrator. O

Agora é facil ver que a bacia do ponto co contem um disco aberto
D(oo, R) de raio R > 0:

Lema 2. Seja P(z) = z% +ay_z%"% +... +ay. Ento existe um R > 0 tal

que |Z| >R = z, — oo Figura 4: Polindmio na esfera de Ri-
) emann, com a bacia de atra¢do do
Demonstragdo. Simplesmente temos que infinito em cinza.

ag_ a
P(z):zd(1+%+...+z—2),

entdo |P(z)| > |z|".] > K.|z| para um K > 1 e z grande. Por indugao
temos |P°"(z)| > K".|z| e o resultado é uma consequéncia imedi-
ata. A condi¢do a;_1; = 0 pode ser sempre obtida depois de uma
conjugacdo com uma fungdo linear. O

Teorema 1. Seja P(z) um polindmio de grau k > 2. Entdo para R suficien-
temente grande, existe uma aplicagdo

¢:{|z| >R} = C,

biholomorfa de V := {|z| > R} até ¢(V) tal que ¢p(P(z)) = (¢p(z))~. Essa
aplicagio é vinica a menos de uma multiplicaciio por uma raiz (k — 1)—ésima
da unidade.
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Demonstragio. E facil ver que para R grande temos que P(V) C Ve

que P(z) := log % é bem definida e limitada em V. Podemos entdo

escrever P(z) como P(z) = z¥.exp 1(z). Por indugao temos que
P"(z) = 2" exp (k”pr(z) +...+ lP(P”fl(z))) .

. . . n .
Assim podemos definir um “ramo de */P"(z)”, simplesmente como

¢n(z) == z.exp (Ilctp(z) +...+ klnlp(Pnl(z))> .

Agora ¢ € limitada em V entdo } 72, %w(Pf ~1(z)) converge unifor-
memente em V, entdo ¢, também converge uniformemente para um
limite ¢ analitica em V. A equagio funcional ¢ o P = ¢* é consequén-
cia da seguinte equacdo, facil de verificar:

on(P(2)) = (fus1(2))"
O

Essa nova coordenada w = ¢(z) é chamada coordenada de Bott-
cher perto do infinito, e é fundamental no assunto da dinadmica holo-
morfa.

Fungdes meromorfas

Definicdo 2.  Uma fungio meromorfa numa variedade complexa X é uma
fungdo f : X — C holomorfa.

Fungoes meromorfas na esfera de Riemann

Teorema 2. Cada fungido meromorfa na esfera de Riemann é uma fragio ra-
cional.

Demonstragio. Seja f uma funcdo meromorfa em C. Podemos supor

que oo ndo é um polo de f (se ndo, podemos considerar %).Assim, fé

limitada perto do infinito.Para cada pdlo finito a # oo de f podemos

escrever localmente A expressdo Y | —%— é chamada a

(o)
parte polar de f no pélo finito a.

f(z) = Z (ziika)k + h(z), com h holomorfa perto de a.
k=1

Sejam a4y, ...a, os polos de f, entdo a fungdo g¢ = f — Y (partes polares)

é holomorfa em C e limitada, entdo é constante (teorema de Liou- Lembra que f é limitada perto do
ville) 0 infinito,num disco ID(co, 7).

4
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Automorfismos de C

az+b
cz+d

Teorema 3. Cada automorfismo de C é uma funcio de Mobius z
com ad — bc # 0.

Demonstragido. O automorfismo f pode ser escrito como f = 5 P
e Q sem raiz comum). Agora P ndo tem mais de um zero (simples),

entdo P é de grau o ou 1. O mesmo é verdadeiro para Q. Assim f

az+b
cz+d*

constante). 0

pode ser escrito como Necessariamente, ad — bc # 0 (se ndo f é

Proposicdo 1. Seju X ume superficie de Riemann. Entdo o conjunto M (X)
das fungoes meromorfas em X é um corpo.

Uma funcdo f meromorfa, diferente de
zero, tem zeros que sdo isolados, entdo

~ Ly L . . 1/f é meromorfa também.
Fungdes analiticas entre superficies de Riemann

Lema de Weyl
O problema de Dirichlet

Definicdo 3. Seja U C C um aberto, uma fungiou : U — R édita
harménica se:
1 é de classe C% e Au = 0, onde A = ai;jLaL;z'

Definicdo 4. Seja U C C um aberto, uma fungiou : U — R édita
harmonica se:
para todo disco D(z,r) C U, u(z) = 2 fOZn u(z + rei®)de.

Lema 3. Seu : D — R é harmonica num disco D C C, entdo existe uma
fungdo holomorfa f : D — C tal que u = Re(f).

Demonstragdo. Queremos uma funcdo v tal que u +iv : D — C seja
holomorfa, i.e queremos:

a—v*—a—uetambéma—v*a—u
ox oy dy  Ox

(equagdes de Cauchy-Riemann). Utilizando a férmula de Stokes, a
forma diferencial Pdx + Qdy é exata (i.e = df) se

o _ a0
dy  ox’

o awy_ o (m
dy \ dy) ox \ox’

mas isso é uma consequéncia imediata de Au = 0. O

isto é:
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Lema 4. Seja u : U — R uma fungdo definida num aberto U de C e tal que
para todo z € U, existe um disco D(z,r) C U e uma fungio holomorfa f
com u = Re f. Entdo u é harmonica em UL

Demonstracido. Consequéncia imediata das equagdes de Cauchy-
P B (b (oo
Cox2  9y2  ox \dy/) oy \ ox)

E facil ver que uma fun¢do harmonica tem que ser de classe C™.

Riemann:

Proposigdo 2. Seja u : U aberto — R harmoénica, com D(z,r) C U, entio:

1

27T .
u(z) = E/o u(z 4 re'?)de.

Demonstragio. Num disco maior D(z,s) C U, s > r, a fun¢do u pode
ser escrita como # = Re f onde f = u 4 iv é holomorfa. A férmula de
Cauchy implica:

T f(z+rel® ;
(u—l—iv)(z):f(z)— 1 /aD(Zr) f(g dézi 2 f( + )irelede.

T2 2mwi Jo  z+rel® —z

{—z

Tomando as partes reais dessa equagdo da o resultado. O

Principio do mdximo para fungdes analiticas e harmonicas

Teorema 4 (Comportamento local das aplicagdes holomorfas). Sejam
X e X' duas superficies de Riemann e f : X — X' uma aplicacdo holomorfa
ndo constante. Sejaa € X ea' = f(a). Entdo existe um inteiro k > 1 que
depende de a e duas cartas holomorfas ¢ : U — Vem Xe¢' : U — V' em
Y tais que:

1. a€ Ucom¢p(a) =0ea’ €U com¢'(a’) =0;
2. f(U) c U e o seguinte diagrama comuta:

Ucx L ucx

l |

V Z'—)Zk V/

3. ¢'ofod(z) =2k paracadaz € V.

Uma consequéncia imediata é que as fun¢des holomorfas sao
abertas.

Também f holomorfa satisfaz o principio do maximo: se f é ho-
lomorfa, ndo constante num aberto conexo U, entdo |f| ndo tem um
méximo em U.

Se u = Re(f), com f holomorfa, j&
sabemos que f é C* e entdo u também.

Lembra que f é aberta significa

f(aberto) = aberto.
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Proposicdo 3. Uma fungdo harmonica u satisfaz o principio do mdximo:
num aberto conexo, ou u é constante, ou u nio tem um mdximo.

Demonstragdo. u harmoénica = localmente u = Re(f), f holomorfa.
Suponhamos que u tem um maximo em zy e 1 ndo constante. Entdo
f € aberta e existe z perto de zj tal que Re f(z) > Ref(zp), uma
contradicao. O

Niicleo de Poisson

Sejam ¢,z € C, entdo o nucleo de Poisson no disco ID de raio 1 é

2,2
P(z,{) := |€||Z_€|ZZ| =Re (gti)

A seguinte observacgdo (consequéncia do teorema do residuo)vai

ser util :

1 27 i0 o 1 €+Zd€ -
E/o P(e",z)d0 = Re <27Ti/g—1§—2§) =1

Seja f(0),0 € R uma fungdo continua 27-périodica. O problema

de Dirichlet para o disco D(0,r) é de encontrar uma fun¢io F conti-
nua no disco fechado D(0, r), harménica no disco aberto |z| < r e tal
que no bordo:

F(re®®) = £(0).

Teorema 5. O problema de Dirichlet para um disco possui uma tinica solu-
¢do.

Demonstragdo. Unicidade da solugio.

Sejam u; e up duas solugdes. Entdo 17 — 1y é continua no disco
fechado, harmonica no interior e zero no bordo. O principio do ma-
ximo mostra que u; — Uy tem que ser zero no disco inteiro.

Existéncia da solu¢do. Para cada |z| < r, seja

E(z) = % | /0 7 £(0)P(re®, z)do.

Vamos mostrar que F é harmoénica e que
f(0) = lim F(z).
z—retd

F é harmonica, porque ela é a parte real da seguinte funcio holo-
morfa em |z| < r:
1 2 rei? +z
[ e,
21t Jo rel? — z

Para ver que essa funcao é holomorfa,
podemos derivar a fungdo sob o sinal

7
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Lema 5. A integral

1 2 2
1= Tl e
27t J|9—69|>7 |re?? — z|

converge para 0 quando z — re'% com |z| < r.

Demonstragdo do lema. Seja z = pe'. Se |a — 6| < %, temos
1
—o| > 1
0] > 1

para todo 6 tal que |0 — 6y| > 4. Isso implica

|re® — z| > rsenﬁ,
2
~ . 2 VZ—PZ
e entdo a integral I é menor que 5—5 7 que converge para zero

quando p — 7. O

Agora vamos mostrar

lim F(z) = f(fo).
z—re'f0
|z|<r

Podemos escrever

FG@) -~ f600 = 5z [, (F0) = f60)

r2 — |z\2

|rei9—z\2d6
1 2 —|z|?
+f/ 0) — f(60)) ———>540
o [, G0 — o) T

Seja € > 0. A primeira integral é menor que supjo_g -, |f(6) —

f(6p)]. A continuidade de f implica que podemos escolher # tal que Lembra que
a primeira integral seja menor que 5. Com essa escolha de 77, um 1 2 2|z "
: . P — ———df =1
majorante da segunda integral é 27 /0 [rei® — z|2
1 2 — |z|? ,
2.su 0)|.— / — 149 — 0, quando z — re'?,
ok 1)l 3m j0—-8o|>1 [re®® — z|? 1

isto ¢, para z suficientemente perto de e, essa segunda integral
serd < § e entdo
[E(2) = f(0o)] < €,

que mostra o resultado. O

Sequéncias de fungdes harmonicas e convergéncia

Proposi¢do 4. Seja u, : D(0,R) — R, n € N uma sequéncia de fungées
harmonicas que converge uniformemente sobre compactos para uma fungio
u: D(0,R) — R. Entdo u é harmonica também.
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Demonstragdo. Para todo r < R, no disco |z| < r temos

1

uy(z) = o

2 i0 i0
/ P(z,re" )uy(re')do.
0
Pela convergéncia uniforme de u, no bordo 0D(0,r) temos que a
mesma férmula fica valida para u, mas isso significa que u é harmo-
nica. O

Teorema 6. Seja M € Re
up<wu...<M

uma sequéncia de funcdes harmonicas u, : D(0,R) — R. Entdo essa
sequéncia converge uniformemente sobre compactos para uma fungio harmo-
nica u : D(0,R) — R.

Demonstragio. Seja K um compacto de D(0, R). Entdo existe p < r <

R tais que K C {|z| < p}. Dadoe > 0, seja €’ := e%. A sequéncia

1, (0) é crescente e limitada entdo existe N tal que
n>m>N = u,(0) —uy,(0) <¢€.
Agora podemos observar que para |z| < p temos

r+ |z| < r+p

0 < P(z, reiG) <
r—lz[ T r—p

entdo a aplicagdo da férmula de Poisson para a fungdo u, — u,;, d4,
para todo z € K:

in(2) ~ () = 5= [ D) () — () 6
< ) = oo
< T (0) —un(0)) <

Assim, a sequéncia (u,),eN converge uniformemente sobre K e o
limite é uma fungdo harmonica.

Funcgbes subharmonicas

Definicdo 5. Seja X uma superficie de Riemann. Uma fungdo continua u :
X — IR é subharménica se para todo dominio D de X e toda fungio v
D — R harmonica, a diferenca u — v é constante, ou sem mdximo.

Isto é uma conseqiiéncia da proposicao
sobre a convergéncia uniforme das
fungdes harmonicas.

Um dominio é um aberto conexo de X
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Modificagdo harmonica. Seja D um disco analitico de X (i.e a pre-
imagem ¢~!(D) de um disco D C C por uma carta holomorfa ¢).
Para cada fung¢do continua u : X — R podemos definir a modificagdo
harmonica em D de u como a tinica fun¢do up continua em X, igual
auem X — D e harmonica em D.

Proposicao 5. Sejau : X — IR continua. As seguintes proposicoes sio
equivalentes:

1. u é sub-harmonica.
2. para todo disco analitico D, u < up.

3. para todo disco analitico D, u < % faD Uu.

Demonstragio. 1 = 2 A fungdo u —up é zero em X — D e subharmo-
nica em D, entdo ela é ou constante (e essa constante s6 pode ser
zero) ou sem maximo em D (mas isso implica que a fung¢do é < 0).

2 = 3 Temos u(0) < up(0) que é a média de up no bordo do
disco, mas essa média é também a média de u no bordo do disco
(porque u = up em dD).

3 = 1 Seja v harmoénica num dominio D tal que # — v tem um
méximo M em D. O conjunto Dy; := {P € D;u(P) —v(P) = M}
é fechado, ndo vazio. E suficiente mostrar que ele é aberto também
para concluir, porque D é conexo. Seja P € Dy e D; C D um disco
analitico com centro em P, entdo

M = (u—0)(P) < média de (u — v) no bordo < M,

entdo u — v = M no bordo (e entdo numa vizinhanga de P).
O

Proposicdo 6 (Perron).  Seja F uma familia # @ de fungoes sub-
harmonicas em X tal que

a) para cada disco analitico D, u € F = up € F,
b) seu,v € F, entdo existe w € F tal que w > max(u,v) em X.
Entdo, se a fungio u* := sup  u é finita em cada ponto, ela é harmonica.

Demonstracdo. Podemos trabalhar localmente num disco analitico D.
Seja xo € D. Podemos escrever u*(xy) = limu,(xp) com u, € F.
Também podemos supor que a sequéncia u, é crescente (se nao,
introduzir u, > max;<, u;) e que as fungdes u, sdo harmonicas

(se ndo utilizar u! := u;,D). Nessa situagdo o teorema de Harnack
implica a existéncia de um limite # harmoénica. Vamos mostrar que

*

u* = u. Seja x qualquer ponto de D. Da mesma maneira podemos

Aqui podemos mudar o valor de r > 0.
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escrever u*(x) como um limite lim v, (x) com v, € F. Também o
teorema de Harnack implica a existéncia de um limite harmonica v.
Podemos também supor v, > u,, entdo u < v < u*. Mas agorau —v
é harménica em D, é < 0 em D e zero em xg. O principio do maximo
implica que # —v =0 em D e entdo u = v = u*. O

O objetivo vai ser agora de obter a solugdo do problema de Di-
richlet geral como um supremo de uma familia de fung¢ées sub-
harmonicas. Seja Y um aberto de uma superficie de Riemann X e
f :9Y — R uma funcdo continua limitada. Vamos denotar por F; a
familia de fung¢des

ff ={u: Y — R continua e u < sup f, sub-harménicaem Y, < f em 9Y},
Y

euf = supy uem Y. Podemos observar que iy € harmoénica. A

fungdo uy s6 tem uma extensdo continua até Y se a fronteira Y é
suficientemente regular:

Defini¢dao 6. Um ponto x €  9dY é chamado regular se existe uma vi-
zinhanga aberta U de x e uma funcdo B (chamada barreira) continua em
Y N U e tal que:

1. B é sub-harmoénica em Y NU,
2. B(x) =0eB(y) <Oparatodoy € (YNU)— {x}.

A existéncia de uma barreira num ponto x é um problema local.
Nos precisamos um critério simples para definir barreiras:

Teorema 7. SejaY um abertode Cea € Y. Suponhamos que tem um

disco b
D:={ze€C;lz—m| <r}, ondem € C,r >0,
tal que a € 0D e DNY = @. Entdo a é um ponto regular do bordo de Y.
Demonstragdo. Podemos escolher ¢ = (a + m)/2. Entdo,
= log - —1
'B(Z) = 10g E — 108 |Z - C| Figura 5: A condi¢do do "disco exte-

rior"para existéncia de barreira.
defina uma barreira no ponto a. Isto é, a é um ponto regular. O

Lema 6. Sejam m,c € R tais que m < c. Seja x € dY um ponto regular e
V uma vizinhanga de x. Entdo existe uma funcdo v : Y — R continua com
as seguintes propriedades:

(i) a restrigdo Oy é sub-harmonica,
(i) v(x) =c, earestriciodevem YNV é<c,

(iii) a restricio devemY —V é = m.

11
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Demonstragdo. Podemos supor ¢ = 0. Seja U uma vizinhanga aberta
de x e f:YNU — R uma barreira em x. Podemos reduzir V e supor
que o fecho V seja um compacto de U. Entdo

sup{B(y);y €VNY} <O0.

Entéo existe uma constante k > 0 tal que A fungdo 8 é < 0 no compacto dV NY.

kBlavay < m-

Vamos definir agora

Entio essa funcgdo v é continua em Y e sub-harménica em Y e
satisfaz as condigdes (if) e (iii).
O

O seguinte lema mostra porque pontos regulares sdo importantes:

Lema 7. Seja f continua e limitada no bordo de um aberto Y de X.Se x é re-
gular, entdo limy . u¢(y) = f(x).

Demonstragdo. A fungdo f é continua e limitada em dY, entdo k <
f(x) <K.Sejae >0ex e dY. A continuidade de f implica

f(x)—e<fly) < flx)+e

paratodoy € dY NV, onde V é uma vizinhanga de x.Podemos
aplicar o lema com m = k — €, ¢ = f(x) — € e obter assim uma fungéo
v € F tal que:

1. v é sub-harmonica,

2. v(x)=f(x)—eev< f(x)—eem YNV,

3. véigualak—eemY — V.

Em particular v € F ¥ (eentdov < u f). Isso implica

lim inf u >o(x) = f(x)—e.

minfus(y) > o(x) = f(2)

SejaY C Xea € Y entido liminf, ., :=
lime_,o(inf{f(¢) : t € YN D(x,€) —
{x}}).

5 Aplicar o lema com —K =m < ¢ =

—f(x)

Da mesma maneira, utilizando o mesmo lema podemos encontrar
uma fungdo continua w : Y — R, sub-harmonica em Y e tal que: >

L w(x) = —f(x)

2. Wypy < —f(x)
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3 Wy_y = —K.

Para qualquer fungdo u € Frey € 0YNV temos que u(y) < f(x) +e.
Entdo u(y) + w(y) < e paratodoy € oY N V.
Também temos

u(z) + w(z) < K—K=0paratodoz € YNaV.

Agora a funcido u + w é sub-harmoénica em Y N V entdo podemos
aplicar o principio do maximo e obter

u+w<eemYNV.
Assim para qualquer fungdo u € F; temos

Uyny < €~ Wyny

e isso implica

limsupug(y) <e—w(x) = f(x) +e.
y—x
yeY

A demonstragido acima utilizou

Lema 8. Sejau : D — R uma fungio continua e sub-harmonica que tem
um mdximo no dominio D, entido u é constante.

Demonstragio. Seja S := sup(u(z);z € D) e A = u~!(S). A é fechado
(porque u é continua). Vamos mostrar que A é aberto também. Seja
zg € Ae¢ : U — V uma carta holomorfa com ¢(zy) = 0. Entdo
v =wuo¢ ! :V — R é continua, sub-harmdnica com um méximo S
no ponto 0. Seja r > 0 tal que D(0,7) C {z;|z| <r} C V:

s=o(0) < = [ o(retdo < = [T sdo=s

— < —_— < —_— — .
v<)_271/0 v(re _27T/0

Isso implica, pela continuidade de v, que v(re®) = S para todo 6.
Assim v é constante numa vizinhanca de 0.

O seguinte teorema é agora uma conseqiiéncia imediata.

Teorema 8. Seja Y um aberto de uma supetficie de Riemann X tal que
todos os pontos de dY sejam requlares. Entdo para cada fungdo continua
limitada f : 9Y — R o problema de Dirichlet pode ser resolvido.

Assim, como o dominio é conexo, A
aberto e fechado = A = Qou
A=D.

13
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Fungoes de Green e superficies hiperbdlicas

Definicao 7. Uma superficie de Riemann X é dita eliptica se ela é com-
pacta, hiperbélica se existe uma fungio u < 0 sub-harmonica e ndo constante
em X, e parabdlica nos outros casos.

Lema 9. Seja X uma superficie de Riemann hiperbolica, D um dominio com
bordo regular em X, com complemento K compacto ndo vazio. Entdo existe
uma fungdo continua w : D — R tal que

1. w = 1em dD;
2. w é harmonica e satisfaz 0 < w < 1.

Demonstragio. X é hiperbdlica entdo existe u > 0 super-harmoénica
ndo constante em X. Podemos supor ming # = 1. A funcdo u nédo
tem um minimo em X entdo existe P € D tal que u(P) < 1. Podemos
trocar u com min(1,u) e assim supor u = 1 em K. Seja

F := {v continua em D, sub-harmonica e < u em D}.

Entdo F ¢ uma familia de Perron.® Isso significa que w := sup v é
harmonica.

Vamos mostrar que essa fungdo w é a solucdo do problema. Seja
entdo K C D’ C X um dominio com bordo regular e com fecho
compacto. Seja v uma solucdo do problema de Dirichlet tal que

1 emodK
0 em oD’

estendida por zero fora de D’. Entido v — u é sub-harmonica e < 0
fora de D’ entdo também < 0 em D’ (0 maximo dela acontece no
bordo). Assim, v € F e isso implica v < w < u. Agora w é continua
emD,0 < w<1lemD,w = 1em 9K, wnio é constante (porque
w(P) < 1) entdo ndo tem méaximo nem minimo em D: isso implica
O0<w<lemD.

O

Definicdo 8. Uma funcdo de Green num ponto P de X é uma fungio g
harménica e > 0em X — {P} tal que g(z) + log |z| seja harmonica perto
de P numa carta holomorfa z em P,e minimal (no sentido que §' > g para
outra fungdo candidata). Em particular se g existe, ela é vinica.

Teorema 9. X ¢é hiperbolica se e somente se existe uma fungdo de Green
num ponto (ou em qualquer ponto) de X.

Observe que uma superficie eliptica
ndo pode ser compacta por causa do
principio do méximo.

O<om<l1

Figura 6: A fungdo harmonica w.

u super-harmonica < —u sub-
harmoénica

% Para todo disco A e v € F entdo
u—vp = u—v > 0emJdA e sub-
harmonica entdo vy € F.
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