MAT 0320 Lista 1 solucoes

Prof. Sylvain Bonnot

Exercicio 1. Coloque os niimeros complexos na forma a + bi:

12 3i
2+3i 13 13

Exercicio 2. Coloque os niimeros complexos na forma polar:

a) 1+Z‘\/§:\/§ei2ﬂ'(arccos(l/3))

b) 4i=4e'"/?
¢) 14+i=+2e"/4
d) —5="5¢""

Exercicio 3. Represente graficamente os conjuntos de complexos que satisfazem a condigao
dada:

1. z.Z =1 : circulo de centro 0 e raio 1.
2. z+2Z +2=0: reta vertical x = —1.
3. |z|=|z — 1] : mediatriz do segmento [0, 1]

4. 247 +2i=0 : conjunto vazio !

Exercicio 4. Seja A >0 com A # 1. Mostre que o conjunto dos pontos z€C tais que

|z] =Alz — 1| & um circulo.

Solugao: tomar o quadrado dos modulos e obter que (22 + y?) = A\?((z — 1)% + 3?),

isto & (A2 — 1)2% — 2X%z + (A2 — 1)y + A\? = 0, equagdo de um circulo (fazer o completa-
mento de quadrado.)

Exercicio 5. Utilizando a identidade de De Moivre, calcule:

a) As raizes quadradas de 1+ V3i,V3—iel+i.

raizes de 1 + /3 i:iﬁei”/ﬁ, raizes de V3 —i: :I:\/ﬁe_”/lz, raizes de 1-+i: &+
4 i /8
2e

b) As raizes ctubicas de 1 —1i e de 3.
raizes de (1-1): §/2.e71m/12 /2 .eTim/12 § /3 (15im/12 ZQ /3 ¢im/4,

raizes de i : ¢™/6, 57/6 o—im/2

Exercicio 6. Calcule as partes real e imaginaria de (1 + )19

Solugao:(1+i)?=2i= (1+1)'90 = (2)%0=250,450 = —250,



Exercicio 7. Mostre que para todo nimero natural n e todo complexo z # 1 vale a identi-

dade:
1—zntl

1424224 +2"=
1—=2

Solugao: escrever S =1+ z +... + 2" entdo 2.9 =z + ... + 2" ! e observar que
S —z8=1—z"t1

Exercicio 8. Utilizando o exercicio anterior e tomando as partes reais de ambos os mem-
bros, verifique que a identidade

sen (n + 1)0]

1+0059+00529+...+cosn9:% 1+ 95
Sen|:§:|

é valida para todo natural n e todo 0 < 6 < 2.

. . _ oi(n+1)6 —i6/2 ,i0/2 _ i(n+1/2)6 i0/2 _ i(n+1/2)0
~ . 0 ing__ 1—e _ e e e _e e
Soluggo.l—fe ot e s T s e e T G (0D
7*1'(619/2 - el(n+1/2)9) _ —i(cosf/2+isenb/2 —cos (n+1/2)0 +isen(n+1/2)0)
2sen 6/2 - 2sen /2

e depois tomar a parte real dos dois lados.

2mi/n

Exercicio 9. Seja n um namero natural e seja ( = e , mostre que para todo niamero

complexo z temos:
2 —1=(2=¢)(z=¢?)...(z —(")

Solugao:observar que todos os complexos (, (2, ..., (" sdo distintos e sdo raizes de z™ — 1,
entao eles sao exatamente as raizes dessa equagao e podemos fatorar o polinémio assim:

" =1=(2=¢)(z=¢?)...(z—¢").
Exercicio 10. Sejam z1, zo nimeros complexos. Prove que

|21+ 22?2 + |21 — 222 =2(|21|* + | 22/?)

e interprete o resultado geometricamente.
Solugdo:|z1 + zo|* + [21 — 22> = (21 + 22).(21 + 22) + (21 — 22).(21 — 22) = 2(|21|* + |22/*) +
termos que se cancelam.



