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Introdução
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Integrais

Ideia: como calcular a área da região S que está sob a curva y = f (x)?
(”dividir e aproximar”)

Aproximar com retângulos: obter uma estimativa superior da área:
aqui area(S) = S1 + S2 + S3 + S4 ≤ R1 + R2 + R3 + R4. Os retângulos
têm a mesma base = 1/4 e alturas (1/4)2, (2/4)2, (3/4)2, (4/4)2.
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Integrais

Aproximar com retângulos: obter uma estimativa inferior da área:
aqui area(S) = S1 + S2 + S3 + S4 ≥ L1 + L2 + L3 + L4. Os retângulos
têm a mesma base = 1/4 e alturas 0, (1/4)2, (2/4)2, (3/4)2.
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Aproximando com oito retângulos

Aproximar com 8 retângulos: estimativa inferior e superior da área:
usando extremos esquerdos e direitos dos intervalos
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Aproximando com n retângulos

Tomando o limite: vamos dividir [0, 1] em n intervalos iguais,
construir retângulos usando os extremos direitos, calcular a soma das
áreas dos n retângulos e fazer n→ ∞.

Somas uteis:
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Prova das 3 formulas

Formula 1: escrever

2S = (1 + 2 + . . . + n) + (n + (n− 1) + . . . + 2 + 1)

= (1 + n) + (2 + (n− 1)) + . . . + ((n− 1) + 2) + (n + 1) = n.(n + 1)

Formula 2: indução!
Formula 3: prova geometrica:
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Integral definida

Definição

Seja f uma função contı́nua em [a, b]. Podemos dividir [a, b] em n
subintervalos [x0, x1], . . . [xn−1, xn] de comprimentos iguais ∆x = b−a

n . Em
cada [xi−1, xi] vamos escolher um ponto amostral x?i . Então a integral definida
de f de a para b é: ∫ b

a
f (x)dx = lim

n→∞

n

∑
i=1

f (x?i )∆x

Teorema

Se f é continua em [a, b] ou tem um número finito de descontinuidades, então
a integral de f de a para b existe.

Vocabulario: f (x)=integrando, a, b são os limites de integração
(inferior e superior).

Definição

A soma ∑n
i=1 f (x?i )∆x é chamada uma ”soma de Riemann” 8



Exemplos

Exerćıcio

Se f (x) =
√

x− 2, 1 ≤ x ≤ 6, escreve a soma de Riemann com n = 5,
tomando como pontos amostrais os pontos médios.

Exerćıcio

Expresse o limite como uma integral definida no intervalo dado:

lim
n→∞

n

∑
i=1

exi

1 + xi
∆x, [1, 5]

Exerćıcio

Se f (x) =
√

x− 2, 1 ≤ x ≤ 6, escreve a soma de Riemann com n = 5,
tomando como pontos amostrais os pontos médios.

Exerćıcio

Calcule
∫ 2

1 x3dx 9



Propriedades da integral

Interpretação da integral: área lı́quida (=diferença das áreas)

Teorema

1 Se f (x) ≥ 0 para a ≤ x ≤ b então
∫ b

a f (x)dx ≥ 0

2 Se f (x) ≥ g(x) para a ≤ x ≤ b então
∫ b

a f (x)dx ≥
∫ b

a g(x)dx
3 Se m ≤ f (x) ≤ M para a ≤ x ≤ b então

m(b− a) ≤
∫ b

a f (x)dx ≤ M.(b− a)
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Exemplos

Exerćıcio

O gráfico de g consiste em duas retas e um semicircuo. Use-o para calcular
cada integral.
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Mais exemplos

Exerćıcio

Use as propriedades das integrais para verificar a desigualdade sem calcular
as integrais:
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Teorema fundamental do cálculo

Teorema (Teorema fundamental do cálculo, parte 1)

Se f for contı́nua em [a, b] então a função g definida por

g(x) =
∫ x

a
f (t)dt, a ≤ x ≤ b

é continua em [a, b] e diferenciável em (a, b) e g′(x) = f (x).
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Teorema fundamental do cálculo

Agora o ultimo termo é quase como h.f (x) então F′(x) = f (x).
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Teorema fundamental do cálculo, parte 2

Teorema (Teorema fundamental do cálculo, parte 2)

Se f for contı́nua em [a, b] então∫ b

a
f (t)dt = F(b)− F(a)

onde F é qualquer antiderivada de f , isto é, uma função tal que F′ = f .

Prova: com g(x) =
∫ x

a f (t)dt, sabemos que g(b)− g(a) =
∫ b

a f (t)dt. Mas
também sabemos que duas antiderivadas de f diferem por uma
constante

F(x) = g(x) + C

então F(b)− F(a) = (g(b) + C)− (g(a) + C) =
∫ b

a f (t)dt.
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Praticar: calcule as derivadas
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Cálculo de áreas 1

Definição

Seja f contı́nua em [a, b] com f (x) ≥ 0 em [a, b]. Vamos definir A como o
conjunto do plano limitado pelas retas x = a, x = b, y = 0 e pelo gráfico de
y = f (x). Então:

área A =
∫ b

a
f (x)dx.
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Áreas entre duas curvas

Definição

A área A da região limitada pelas curvas y = f (x), y = g(x) e as retas x = a
e x = b onde f e g são contı́nuas e f (x) ≥ g(x) para todo x ∈ [a, b] é:

A =
∫ b

a
[f (x)− g(x)]dx.

Exerćıcio

Encontre as áreas das regiões sombreadas:
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Áreas entre duas curvas

Exerćıcio

Encontre a área da região entre y = x e y = x2

Solução: Temos que determinar a interseção das duas curvas:

x = x2 ⇒ x = 0ou x = 1

Depois, entre x = 0 e x = 1 temos que x ≥ x2 então:

A =
∫ 1

0
(x− x2)dx = [

x2

2
− x3

3
]10 =

1
2
− 1

3
=

1
6
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Áreas entre duas curvas

Exerćıcio

Encontre a área da região entre y =
√

x e y = x/2 e 0 ≤ x ≤ 9

Funções de y: as vezes, é mais facil de descrever uma região com
curvas do tipo x = g(y).
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Áreas entre duas curvas

Funções de y:

Exerćıcio

Encontre as áreas das regiões sombreadas:
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Movimento de uma particula no eixo x

Uma particula se desloca no eixo x, com equação x = x(t) e velocidade
v = v(t) (função contı́nua em [a, b]).

Definição

O deslocamento da particula entre os instantes a e b é a diferença

x(b)− x(a) =
∫ b

a
v(t)dt

Definição

O espaço percorrido pela particula entre os instantes a e b é definido como:∫ b

a
|v(t)|dt
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Movimento de uma particula no eixo x

Exerćıcio

Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v(t) = 2t− 3, t ≥ 0.
1 Calcule o deslocamento entre t = 1 e t = 3.
2 Qual é o espaço percorrido entre os instantes t = 1 e t = 3?
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Valor Médio de uma função

Para uma quantidade finita de números:

ymed =
y1 + y2 . . . + yn

n

Para um número infinito de medidas: dado um gráfico da
temperatura T = f (t) 0 ≤ t ≤ 24 horas, podemos fazer 24 medidas e
calcular a média (isto é fazer uma medida durante a primeira hora do
dia, uma medida durante a segunda hora, etc...)

f (x?1) + . . . + f (x?n)
n

, com n = 24

mas temos que

f (x?1) + . . . + f (x?n)
n

=
1

b− a
.
b− a

n
.(f (x?1) + . . . + f (x?n))

cujo limite é 1
b−a

∫ b
a f (x)dx
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Valor Médio de uma função

Então podemos definir:

Definição

O valor médio da função f no intervalo [a, b] é:

fmed =
1

b− a

∫ b

a
f (x)dx

Teorema

Se f é contı́nua em [a, b] então existe um c ∈ [a, b] tal que∫ b

a
f (x)dx = f (c).(b− a)

Prova: O teorema do valor médio para F(x) =
∫ x

a f (t)dt diz que existe
c ∈ (a, b) tal que F(b)− F(a) = F′(c).(b− a). Mas agora, temos que
F(b)− F(a) =

∫ b
a f (t)dt.
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Valor Médio de uma função

Exerćıcio

Se uma xicara de café tem uma temperatura de 95 graus, em uma sala cuja
temperatura ambiente é de 20 graus. De acordo com a Lei de resfriamento de
Newton, a temp. do café após t minutos será:

T(t) = 20 + 75e−t/50

Qual é a temperatura média do café durante a primeira meia hora?
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Integrais indefinidas

Definição

A integral indefinida de f é o conjunto de todas as antiderivadas de f . Ela é
denotada por ∫

f (x)dx.

Teorema

Para determinar
∫

f (x)dx, é suficiente de encontrar uma antiderivada F de f ,
e depois ∫

f (x)dx = F(x) + C, onde C é uma constante arbitraria.
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Tabela de antiderivadas
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Regra da Substituição

Teorema

Se u = g(x) for uma função diferenciável cuja imagem é um intervalo I e f for
continua em I então ∫

f (g(x)).g′(x)dx =
∫

f (u)du

Este teorema é uma consequência imediata da regra da cadeia:∫
F′(g(x)).g′(x)dx = F(g(x)) + C = F(u) + C =

∫
f (u)du

Como utilizar o teorema?
∫

x. cos(x2 + 1)dx. Vamos fazer u = x2 + 1,
então du = 2xdx. Isso implica: xdx = 1

2 du. Finalmente,∫
x. cos(x2 + 1)dx =

1
2

∫
cos(u)du

Mas agora 1
2

∫
cos(u)du = 1

2 senu + C = 1
2 sen(x2 + 1) + C.
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Praticar com a regra da Substituição
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Regra da Substituição para integrais definidas:

Teorema

Se g′ for contı́nua em [a, b] e f for contı́nua na variação de u = g(x) então∫ b

a
f (g(x)).g′(x)dx =

∫ g(b)

g(a)
f (u)du
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Regra da Substituição para integrais definidas:
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Integração por partes

Derivada de um produto:

(f .g)′ = f ′.g + f .g′

Ou, também:
f (x)g′(x) = [f (x).g(x)]′ − f ′(x).g(x)

Teorema (Regra de integração por partes)

Vamos supor que f ′(x).g(x) tem uma primitiva, então:∫
f (x)g′(x)dx = f (x).g(x)−

∫
f ′(x).g(x)dx

Outra notação: podemos fazer u = f (x) e v = g(x), então du = f ′(x)dx
e dv = g′(x)dx e ∫

udv = uv−
∫

vdu
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Exemplos: Integração por partes, integrais indefinidas

Exerćıcio

Calcule:
1

∫
x.exdx (Resp: ex(x− 1) + C

2
∫

ln(x)dx (Resp: x.ln(x)− x + C)
3

∫
(lnx)2dx (Resp: 2x− 2x.ln(x) + x(ln(x))2 + C)

4
∫

xsenxdx (Resp: −x. cos x + senx + C )
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Integração por partes para integrais definidas

Teorema

Sejam f e g duas funções com derivadas contı́nuas em [a, b], então:∫ b

a
f (x).g′(x)dx = [f (x).g(x)]ba −

∫ b

a
f ′(x).g(x)dx

Exerćıcio

Calcule:
1

∫ 1
0 x.exdx

2
∫ π/2

0 ex. cos xdx
3

∫ x
0 t2.e−stdt

4
∫ 2

1 ln xdx
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Volumes

Ideia: cortar o objeto em cilindros de base A(x) e altura dx, e depois
fazer a soma

∫ b
a A(x)dx, onde A(x) é a área da secção transversal.

Exemplo da esfera de raio r: aqui A(x) = π.y2 = π.(r2 − x2).
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Volumes dos sólidos de revolução

São sólidos obtidos pela rotação de uma região ao redor de um eixo.
Método 1: método dos ”anéis”

Aqui a área da secção transversal é simplesmente:

A(x) = π(raio externo)2 − π(raio interno)2 = area de um anel
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Exemplo:

Exerćıcio

Determine o volume do solido obtido pela rotação da região S ao redor do eixo
y. A região S é a região em x ≥ 0, y ≥ 0 entre os gráficos de y = x/4 e
y = 3
√

x

Região S:
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Exemplo:

Secção transversal:

A(y) = π((4y)2 − (y3)2) = π.(16y2 − y6)

Volume:

V =
∫ 2

0
A(y)dy = π.

∫ 2

0
16y2 − y6dy = π.[

16
3

y3 − 1
7

y7]20 =
512
21

π
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Mais exemplos:

Exerćıcio

Determine o volume do solido obtido pela rotação da região S ao redor da reta
y = 4. A região S é a região entre os gráficos de y = x e y = x2 − 2x

Região S
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