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Ideia: como calcular a drea da regido S que estd sob a curvay = f(x)?
(”dividir e aproximar”)

(.1)

S,

Aproximar com retingulos: obter uma estimativa superior da drea:
aqui area(S) = S1 4+ Sz + S3 + Sa < Ry + Ry + R3 + Ry4. Os retangulos
tém a mesma base = 1/4 e alturas (1/4)?,(2/4)%,(3/4)%, (4/4)%.



Aproximar com retingulos: obter uma estimativa inferior da area:
aquiarea(S) = S1 + Sy + S3 + S4 > L1 + Ly + L3 + L4. Os retangulos
tém a mesma base = 1/4 e alturas 0, (1/4)?, (2/4)?, (3/4).
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Aproximando com oito retangulos

Aproximar com 8 retingulos: estimativa inferior e superior da area:
usando extremos esquerdos e direitos dos intervalos
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Aproximando com # retangulos

Tomando o limite: vamos dividir [0, 1] em # intervalos iguais,

construir retdngulos usando os extremos direitos, calcular a soma das
areas dos n retangulos e fazer n — co.
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Prova das 3 formulas

Formula 1: escrever
2S=(142+...4+n)+(n+n—-1)+...42+1)

=(1+n)+Q2+n-1)+...4+((n-1)+2)+(n+1)=n(n+1)
Formula 2: induc&o!
Formula 3: prova geometrica:



Integral definida

Definicao

Seja f uma fungdo continua em [a, b]. Podemos dividir [a,b] em n
subintervalos [xo,x1), . . . [xn_1,Xn] de comprimentos iguais Ax = 2. Em
cada [x;_q,x;] vamos escolher um ponto amostral x}. Entdo a integral definida
de fdeapara b é:

[ Fwd s = fim 3537
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Teorema

Se f é continua em [a, b] ou tem um nitmero finito de descontinuidades, entdo
a integral de f de a para b existe.

Vocabulario: f(x)=integrando, a,b sdo os limites de integracdo
(inferior e superior).

Definicao

A soma Y, f(xF)Ax é chamada uma “soma de Riemann”



Exemplos

Exercicio

Sef(x) = /x—2,1 < x <6, escreve a soma de Riemann comn = 5,
tomando como pontos amostrais os pontos médios.

Exercicio

Expresse o limite como uma integral definida no intervalo dado:

n ex,-
Ax, [1,5]
=1+ x;

lim
n—oo

Exercicio

| 2<
.

Sef(x) = v/x—2,1 < x <6, escreve a soma de Riemann com n =5,
tomando como pontos amostrais os pontos médios.

Exercicio
Calcule flz x3dx
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Propriedades da integral

Interpretacdo da integral: drea liquida (=diferenca das &reas)

Teorema

@ Sef(x) > 0paraa < x < bentdo fabf(x)dx >0
Q Sef(x) > g(x) paraa < x < b entio fabf(x)dx > fubg(x)dx
Q Sem < f(x) < Mparaa < x < bentio

m(b—a) < ["f(x)dx < M.(b—a)




Exemplos

Exercicio

O grifico de g consiste em duas retas e um semicircuo. Use-o para calcular
cada integral.

(a) J: g(x) dx (b) J.: g(x) dx (c) ‘0_ g(x) dx
¥
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Mais exemplos

Exercicio

Use as propriedades das integrais para verificar a desigualdade sem calcular
as integrais:

J04(x2—4x+4)dx20
J:\/] + x? dxijul\/l + x dx

2sj11,f1 T di=2y2
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Teorema fundamental do calculo

V4

Teorema (Teorema fundamental do célculo, parte 1)

Se f for continua em |a, b] entdo a fungdo g definida por

g(x)z/axf(t)dt, a<x<b

é continua em [a, b] e diferencidvel em (a,b) e g'(x) = f(x).




Teorema fundamental do calculo

glx+ B) — g(x) = L”"f(r) de — [" f(e) de

= ( j " f(0) de + L”" (1) dr) - j £(0) dt
- L"”‘f(r) dt

g(x + 1'3'})il —g(x) _ %J‘x+h b de

X

Agora o ultimo termo é quase como h.f(x) entdo F'(x) = f(x).
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Teorema fundamental do célculo, parte 2

Teorema (Teorema fundamental do célculo, parte 2)

Se f for continua em [a, b] entdo

[ fwa = Fe) - Fla)

onde F é qualquer antiderivada de f, isto é, uma fungio tal que F' = f.

v

Prova: com g(x) = [ f(t)dt, sabemos que g(b f f(t)dt. Mas
também sabemos que duas antiderivadas de f dlferem por uma
constante

F(x) =g(x )+C
entdo F(b) — F(a) = ((b) + C) — (g(a) +C) = [ £(t)



Praticar: calcule as derivadas

X 1 X 2
1. g(x) = J; e dt 8. g(x) = L e tdt
9. g(s) = LS (t— *)*dr 10. g(r) = L"\/Xz + 4 dx

1. F(x) = Iﬂ\/I + sec ( dt
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Calculo de dreas 1

Definicao

Seja f continua em [a, b] com f(x) > 0 em [a, b]. Vamos definir A como o
conjunto do plano limitado pelas retas x = a, x = b, y = 0 e pelo grifico de
y = f(x). Entdo:

drea A = /bf(x)dx.

YA
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Areas entre duas curvas

Definicao

A drea A da regido limitada pelas curvas y = f(x), y = g(x) eas retasx = a
ex = bondef e g sdo continuas e f (x) > g(x) para todo x € [a, b] é:

A= [ - sl

Exercicio

Encontre as dreas das regides sombreadas:

¥ y=5x—x* | ¥ J—
| y=yx+2
(4, 4) r=2
y=x 1 X
YT
\ X

A=
(o'




Areas entre duas curvas

Encontre a drea da regido entrey = x e y = x> I

Solugao: Temos que determinar a intersegdo das duas curvas:

x=x>=x=00ux=1

Depois, entre x = 0 e x = 1 temos que x > x? entéo:

1 x> a8 1 1 1
A= [ b=z -Fh=3-5-¢
y
y=x (1, 1)
.y =x2

N0
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Areas entre duas curvas

Encontre a drea da regido entrey = /xey =x/2e0 < x <9

Funcgdes de y: as vezes, é mais facil de descrever uma regido com
curvas do tipo x = g(y).

20



Areas entre duas curvas

Funcoes de y:

Exercicio

Encontre as dreas das regides sombreadas:

EA

x= 2):—.).'2
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Movimento de uma particula no eixo x

Uma particula se desloca no eixo x, com equagdo x = x(t) e velocidade
v = v(t) (fungdo continua em [a, b]).

Definicao

O deslocamento da particula entre os instantes a e b é a diferenca

x(b) — x(a) = / o(t)dt

Definicao

| \

O espago percorrido pela particula entre os instantes a e b é definido como:

b
/u lo(t)|dt




Movimento de uma particula no eixo x

Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v(t) = 2t — 3, t > 0.

Q Calcule o deslocamento entret = 1et = 3.
@ Qual é o espago percorrido entre os instantest = 1 et = 37
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Valor Médio de uma funcao

Para uma quantidade finita de nimeros:

]/1+]/2---+]/n

Yimed = n

Para um ndmero infinito de medidas: dado um grafico da
temperatura T = f(t) 0 < t < 24 horas, podemos fazer 24 medidas e
calcular a média (isto é fazer uma medida durante a primeira hora do
dia, uma medida durante a segunda hora, etc...)

) 4 ()

n

,comn =24

mas temos que

PN T L P20 ) 4 ()

cujo limite é ;- fab f(x)dx
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Valor Médio de uma funcao

Entdo podemos definir:

O valor médio da fungdo f no intervalo [a, b] é:

finea = ﬁ /ubf(x)dx

| A\

Teorema
Se f é continua em [a, b] entdo existe um ¢ € [a, b] tal que

[ F@dx = F(e).(0—a)

Prova: O teorema do valor médio para F(x) = [ f(t)dt diz que existe
c € (a,b) tal que F(b) — F(a) = F'(c).(b — a). Mas agora, temos que

F(b) — F(a) = ["f(t)dt.




Valor Médio de uma funcao

y=flx)

e

I med
| |
-

Exercicio

Se uma xicara de café tem uma temperatura de 95 graus, em uma sala cuja
temperatura ambiente é de 20 graus. De acordo com a Lei de resfriamento de
Newton, a temp. do café apds t minutos serd:

T(t) = 20 + 75¢~"/%

Qual é a temperatura média do café durante a primeira meia hora?




Integrais indefinidas

A integral indefinida de f é o conjunto de todas as antiderivadas de f. Ela é
denotada por

Teorema

| |
-
—~
=
N—
NS
R
\

Para determinar [ f(x)dx, é suficiente de encontrar uma antiderivada F de f,
e depois

/ f(x)dx = F(x) + C, onde C é uma constante arbitraria.




Tabela de antiderivadas

j cflx)dx= CJ.f(X) dx

jkﬁ=h+c

+1

jx”dx= ni 1

+C (n##-1)
je‘dx=e‘+ C

jsinxdx= —cosx+ C
I sec’yxdy=tanx + C

j sec xtan xdx=secx + C

1
j - dx=tan 'x+ C
X +1

j [f(x) + g(0]dx = _f f(x) dx + .f (%) dx

1
J.—dx= In|x| + C
X

x

J.a"dx= ]j +C

a
J.cosxdx=si111+ C

J. csclxdy = —cotx+ C

J.csc xcotxdyr= —cscx + C
1 .
J.iwdx= sin“ly + C
V1 — x°
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Regra da Substituicado

Teorema

Se u = g(x) for uma fungdo diferencidvel cuja imagem é um intervalo I e f for
continua em I entdo

[ £lg(x)g @)dx = [ flupdu

Este teorema é uma consequéncia imediata da regra da cadeia:
[ F(5(0)g/ (x)dx = F(g(x)) + C = F(u) + C = [ f(u)du

Como utilizar o teorema? [ x.cos(x* + 1)dx. Vamos fazer u = x> +1,
entdo du = 2xdx. Isso implica: xdx = du. Finalmente,

/x. cos(x* + 1)dx = %/cos(u)du

Mas agora 1 [ cos(u)du = isenu+ C = }sen(x?+1) + C.
29



Praticar com a regra da Substituicao

9. J(l — 2% dx 10. j(3r+ 2)* dt

1. J(x+ 1)/2x + 2 dx 12 Jsecz 26 df

dx
—_ 2
B s W [ uyT=u? d
15. Jsin wtde 16. Je"cos(e") dx
e sin/x
1. [—& 4 18 d
J 1—e)p ™ J Nl
a+ bx’ z2
19 [ 22X 4 20. d
Jaf3ax+ bx? . J.zg-i-l ‘
].[1 2
21. jﬂdx 2 jcos“e sin @ df
X
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Regra da Substituicdo para integrais definidas:

Teorema

Se g’ for continua em [a,b] e f for continua na variagio de u = g(x) entdo

b e — 52 fean
|| fat) g W= [ fu)d

31



Regra da Substituicdo para integrais definidas:

b1, rﬁ; (x* 4+ x*tan x) dx 62. Lﬂﬁ cos x sin(sin x) dx
@ [ . [, xa" = d
) - . x+va — x dx
0 I(1 + 2x)? ‘

65. La x/x*+atdx (a>=0) 66. V[_ﬂ; x*sin x dx

2 4 X
67. L xx — 1 dx 68. L ﬁdx

& dx /2 sinlx
69. 70. —dx
J; x+/In x IU V1= x?
1e” +1 T2 .
. L g 7. L sinw¢/T— a) dt

wq A 32



Integracao por partes

Derivada de um produto:

f&) =fg+fg

Ou, também:

Teorema (Regra de integra¢do por partes)

Vamos supor que f'(x).g(x) tem uma primitiva, entio:

[ £)g/ @ = £()g(x) — [ £/()g(x)ax

Outra notagdo: podemos fazer u = f(x) e v = g(x), entdo du = f'(x)dx

edv=g'(x)dxe
/udU:uv—/vdu

33



Exemplos: Integracao por partes, integrais indefinidas

Exercicio

Calcule:

O [ x.e¥dx (Resp: e*(x —1) +C

Q [In(x)dx (Resp: x.In(x) —x+ C)
@ [ (Inx)?dx (Resp: 2x — 2x.In(x) + x(In(x))* + C)
@ [ xsenxdx (Resp: —x.cosx + senx + C)

34



Integracao por partes para integrais definidas

Teorema

Sejam f e g duas fungdes com derivadas continuas em [a, b], entdo:

b /
[ £ g x = gl - [ 1
Calcule:
(1) folxexdx

(2) f”/ze".cosxdx
Q [y et
(4} flz In xdx




Volumes

Ideia: cortar o objeto em cilindros de base A(x) e altura dx, e depois
fazer a soma f A(x)dx, onde A(x) é a érea da secgdo transversal.

O‘a

Exemplo da esfera de raio 1 aqui A(x) = .y? = m.(r> — x22).
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Volumes dos sélidos de revolucao

Sao solidos obtidos pela rotagdo de uma regido ao redor de um eixo.
Método 1: método dos "anéis”

y y
A(x)
1
L
Aqui a drea da seccdo transversal é simplesmente:
A(x) = rt(raio externo)? — 7r(raio interno)? = area de um anel

37



Determine o volume do solido obtido pela rotagdo da regido S ao redor do eixo
y. A regido S é a regido em x > 0,y > 0 entre os grificosdey = x/4 e

y=x

Regido S:

(%
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Y x=4y

1=

LI S B S e e s e TT T T T T T T L T T T T T T T
- 6 <4 20 2 4 4 3 - -6 4 =20 2 4 & B

Seccao transversal:

Ay) = n((4y)> — (v’)?) = m.(16y" — y°)
Volume:

2 2 16 1 512
_ _ 2 _ 64, 3_ L 72
V—/()A(y)dy—ﬂ-/o loy” —ydy = m[oy = oy'fo = 57
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Mais exemplos:

Determine o volume do solido obtido pela rotagio da regido S ao redor da reta
y = 4. A regidio S é a regido entre os grificos dey = x ey = x> — 2x

Regido S

= T e - I e
L L L ! L L L L L
t

o = B W L o a0 O

]
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