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Trombeta de Gabriel

Definição

A trombeta de Gabriel (=do anjo Gabriel) é a superfı́cie de revolução obtida
pela rotação da curva y = 1

x , com x ∈ [1, ∞) ao redor do eixo x.

Volume do solido de revolução:

V =
∫ +∞

1
π.
(

1
x2

)
dx := π. lim

r→∞

∫ r

1
π.
(

1
x2

)
dx

Mas isso é:
= π. lim

r→∞
[−1/x]r1 = π. lim

r→∞
(1− 1

r
) = π.

Área da superfı́cie de revolução:

A = 2π
∫ r

1

1
x

.

√
1 +

1
x4 dx ≥ 2π

∫ r

1

1
x

dx = 2π ln r→ ∞! 2



Integrais impróprias

Definição

Se
∫ t

a f (x)dx existe para todo t ≥ a então:∫ ∞

a
f (x)dx = lim

t→∞

∫ t

a
f (x)dx,

desde que o limite exista (como um número, finito). Neste caso, a integral
imprópria

∫ ∞
a f (x)dx é chamada convergente.

Exerćıcio

Mostrar que
∫ ∞

1
1
xp dx é convergente se p > 1 e divergente se p ≤ 1.
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Integrais impróprias, segundo tipo

Definição

Se f é contı́nua em [a, b) e descontı́nua em b, então:∫ b

a
f (x)dx = lim

t→b−

∫ t

a
f (x)dx,

se esse limite existir (como um número real finito), e a integral imprópria é
chamada convergente (divergente, se não).
Se f é contı́nua em (a, b] e descontı́nua em a, então:∫ b

a
f (x)dx = lim

t→a+

∫ b

t
f (x)dx,

se esse limite existir (como um número real finito).
Se f tiver uma descontinuidade em c, com a < c < b e

∫ c
a f (x)dx e

∫ b
c f (x)dx

forem convergentes, então podemos
definir:

∫ b
a f (x)dx =

∫ c
a f (x)dx +

∫ b
c f (x)dx

Exerćıcio

Mostrar que
∫ ∞

1
1
xp dx é convergente se p > 1 e divergente se p ≤ 1.
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Teorema de comparação para as integrais impróprias

Teorema

Vamos supor que f e g são contı́nuas com f (x) ≥ g(x) ≥ 0 para x ≥ a.
1 Se

∫ ∞
a f (x)dx é convergente, então

∫ ∞
a g(x)dx é convergente.

2 Se
∫ ∞

a g(x)dx é divergente, então
∫ ∞

a f (x)dx é divergente também.

Exerćıcio

Mostrar que
∫ ∞

1
1
xp dx é convergente se p > 1 e divergente se p ≤ 1.
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Exemplos

Exerćıcio

Calcule:
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Exemplos 2

Exerćıcio

Convergente ou divergente?
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Equações diferenciais

Lei de crescimento natural: A população cresce a uma taxa
proporcional ao tamanho da população P:

dP
dt

= k.P

Solução: P(t) = A.ekt, onde A é uma constante arbitrária.
Utilizando integrais:

dP
P

= k.dt

então: ∫ dP
P

=
∫

k.dt

ln |P| = kt + C

|P| = eC.ekt

P = A.ekt,

onde A = ±eC.
8



Problema de valor inicial

Teorema

A solução do problema de valor inicial

dP
dt

= k.P, P(0) = P0

é:
P(t) = P0.ekt

Lei de crescimento natural, com emigração:

P′ = kP−m

Como resolver essa nova equação?
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População e equação logistica:

Novo modelo: quando a pop. é muito grande (≥ K), a taxa de
crescimento é negativa. Mas para P pequena, a taxa é quase = k.P

1
P

dP
dt

= k(1− P
k
)

Como resolver essa equação?∫ K
P.(K− P)

dP =
∫

k.dt

Agora podemos observar que:
K

P.(K− P)
=

1
P
+

1
K− P

então:
ln |P| − ln |K− P| = kt + C⇒ K− P

P
= A.e−kt

e finalmente:
P =

K
1 + A.e−kt
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