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Resumo Aula 17

Q Site: http://www.ime.usp.br/~sylvain/courses.html
@ Funcdes inversas exemplo /X para x — x?

@ Exemplo: f(x) = —v/x — 2 (determine o dominio, o grafico e a
fungéo inversa).

© Objetivo: definir a func¢do inversa de e* e a derivada dela.


http://www.ime.usp.br/~sylvain/courses.html

Teorema de existéncia da funcdo inversa

e Funcgdo inversivel f : X — Y: f é inversivel se e somente se, para
qualquer y € Y existe um unico x € X tal que f(x) = y.

Teorema

@ Seja f uma fungdo continua e estritamente crescente, entdo f é inversivel.

@ Seja f uma fungio continua e estritamente decrescente, entdo f é inverstvel.

e Examplo: x — x°.



Derivada de ¢ = f 1

Teorema

Seja f uma fungdo inverstvel, com fungdo inversa g. Se f e g forem
diferencidveis, temos que

) 1 1
g (x) :f/(f—l(x)) :f’(g(x)) para todosx € Dy

for derivivel em q = g(p), com f'(q) # 0, e se g for continua em p, entdo g
serd derivdvel em p.

Prova: temos que

flg(x) = x.

Podemos tomar a derivada:

Fg() g (x) =1=g'(x) = j@



Arco-seno: sen : [—71/2,71/2] — [—1,1] é continua e estritamente
crescente, entdo existe uma inversa, chamada
arc sen:[—1,1] — [-m/2, /2] com derivada

1 1

by _
(arcsen)’(x) = sen’(arcsenx)  cos(arcsenx)

mas agora
[cos(arcsenx)]? + [sen(arcsenx)]* = 1 = [cos(arcsenx)]® +x* =1

entdo [cos(arcsenx)] = v/1 — x? e finalmente:

1
(arcsen)’ (x) = ——, -1 <x <1

V1—2x2

_ 1
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Mostrar que (arctg)’ (x)




Funcdes Logaritmicas

Observacgao: paraa > 1, x — a* é continua e crescente (ou
decrescente), entdo existe uma fungdo inversa chamada fungdo
logaritmica com base a, denotada por log,
log,x=y&ad =x
Propriedades I:
log,(a*) = x paratodox € R
a'°8:* = x para todo x > 0
Propriedades II:

Teorema (Leis dos logaritmos)

Se x e y forem > 0, entdo:
Q log,(xy) = log, x +log,y
@ log,(x/y) = log,x —log, y
Q log,(x") = r.log, x onde r é qualquer niimero real.




Funcoes Logaritmicas |l

Grafico em relacdo a a™:

y=x y=10g2x

y=log;x

y= ax, a>1 0 \ \ ;
// y =
0 x =logj, x
v=log,x, a>1
Log e limites:
lim log, x = —co e também lim log, x = +oc0
x—0F

xto+oo



Log em 1614
John Napier: depois de 20 anos de trabalho...
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Logaritmos naturais

Definigado: log, x = Inx

Propriedades I:
Inx=y&e =x
In(e*) = x parax € R
¥ = x parax > 0
Propriedades II: "Mudanca de base”
log,x = ]ll;—z paratodoa > 0,a # 1

Teorema (Logaritmos e derivadas)
0 L(e)=¢
@ Para todo x € (0,00) %lnx — %
Q@ L(a*)=a*1Ina

(4] %(logux) = _1

xIna




Determine a derivada:

@ y = e¥.arcsen(2x)
o y= x2_earctg(2x)_

Q@ y = e ¥ +In(arctgx)
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Equacoes diferenciais

Definicao

Uma equagdo diferencial é uma equagio cuja incégnita é uma fungio y que
aparece na equagdo também com as derivadas de y.

Exemplos: Y =3y + 1,y = —y,yy =2y".
O primeiro teorema é muito intuitivo:

Teorema

As solugdes da equagdo y' = 0 num intervalo (a,b) sio exatamente as fungoes
constantes.

| N\

Teorema

As solugdes da equagio y' = k.y num intervalo (a,b) sdo exatamente as
fungoes

y(t) = C.é't, onde C é uma constante.




Solucdo de y' = ky

Prova: E facil de ver que y(t) = C.¢*t sdo solugdes. Agora seja g(t) uma
solugdo. Vamos definir uma nova fungao

h(t) = g(t).e ™

Entdo 1/ (t) = ¢/ (t).e ™ + g(t) (—k.e ™) = kg (t)e ™™ — kg(t).e7 = 0.
Isso implica que /() = Constante = C, e depois que g(t) = C.e".
Equacdo iy’ = ky + b.
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