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Aula 17/ Terça 22/04/2014

Sylvain Bonnot (IME-USP)

2014

1



Resumo

1 Site: http://www.ime.usp.br/~sylvain/courses.html
2 Observações sobre a prova: foi bom...
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Derivadas: resumo

1 Interpretação geometrica de f ′(a)= a inclinação da reta tangente à
curva y = f (x) no ponto (a, f (a)) (se existe)

2 Definição:

f ′(a) = lim
x→a

f (x)− f (a)
x− a

= lim
h→0

f (a + h)− f (a)
h

3 Leis das derivadas: soma, produto, quociente.
4 Consequências immediatas: derivada de

P(x) = 5x3 + 12x2 − x + 1, de Q(x) = 3x2−7
2x2+x+1 .

5 Derivadas e funções compostas: ”Regra da cadeia”

(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)).g′(x)

6 Funções implicitas: exemplo: suponha que a função derivável
y = f (x) é dada implicitamente pela equação y3 + y2 = x. Calcule
f ′(x).
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Funções inversas

1 Ideia: uma função g é inversa da função f quando ”g vai desfazer
o que f faz”

2 Examplo: ”desfazer o quadrado”:

x > 0 7→ x2 7→
√

x2 = |x| = x porque x > 0

3 Exemplo 2: ”desfazer uma função linear x 7→ 5x”

x 7→ 5x 7→ 1
5

.5x = x

4 Cuidado! a função inversa de f não é 1
f (x) !

5 Cuidado 2! o dominio da função inversa (se tem uma) pode ser
menor que o dominio de f (exercicio:dar um exemplo).
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Funções inversas II

Exerćıcio

Determine a função inversa de f (x) = (2x + 8)3.

Notação: A função inversa de f (x) é denotada por f−1(x) (se
existe...)
Gráfico da função inversa: os gráficos de f e f−1 são simétricos
em relação à reta y = x.
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Funções inversas III

Função inversı́vel f : X→ Y: f é inversı́vel se e somente se, para
qualquer y ∈ Y existe um unico x ∈ X tal que f (x) = y.
Função sobrejetiva, ou sobrejetora: é uma função f : A→ B é
sobrejetiva se para qualquer y ∈ B existe um (ou mais de um)
x ∈ A tal que f (x) = y.
Função injectiva, ou injetora: é uma função f tal que
f (x) = f (y)⇒ x = y.
Função bijectiva, ou inversı́vel:= função injetora e sobrejetora.

Teorema
1 Seja f uma função continua e estritamente crescente, então f é inversı́vel.
2 Seja f uma função continua e estritamente decrescente, então f é

inversı́vel.
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Derivada de g = f−1

Teorema

Seja f uma função inversı́vel, com função inversa g. Se f e g forem
diferenciáveis, temos que

g′(x) =
1

f ′(f−1(x))
=

1
f ′(g(x))

para todosx ∈ Dg

for derivável em q = g(p), com f ′(q) 6= 0, e se g for continua em p, então g
será derivável em p.

Prova: temos que
f (g(x) = x.

Podemos tomar a derivada:

f ′(g(x).g′(x) = 1⇒ g′(x) =
1

f ′(g(x))
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Exemplos

Arco-seno: sen : [−π/2, π/2]→ [−1, 1] é continua e estritamente
crescente, então existe uma inversa, chamada
arc sen : [−1, 1]→ [−π/2, π/2] com derivada

(arcsen)′(x) =
1

sen′(arcsenx)
=

1
cos(arcsenx)

mas agora

[cos(arcsenx)]2 + [sen(arcsenx)]2 = 1⇒ [cos(arcsenx)]2 + x2 = 1

então [cos(arcsenx)] =
√

1− x2 e finalmente:

(arcsen)′(x) =
1√

1− x2
,−1 < x < 1

Exerćıcio

Mostrar que (arctg)′(x) = 1
1+x2 .
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Funções Logaŕıtmicas

Observação: para a > 1, x 7→ ax é continua e crescente (ou
decrescente), então existe uma função inversa chamada função
logaritmı́ca com base a, denotada por loga

loga x = y⇔ ay = x

Propriedades I:
loga(a

x) = x para todo x ∈ R

aloga x = x para todo x > 0

Propriedades II:

Teorema (Leis dos logaritmos)

Se x e y forem > 0, então:
1 loga(xy) = loga x + loga y
2 loga(x/y) = loga x− loga y
3 loga(x

r) = r. loga x onde r é qualquer número real.
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Funções Logaŕıtmicas II

Gráfico em relação à ax:

Log e limites:

lim
x→0+

loga x = −∞ e também lim
xto+∞

loga x = +∞
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Log em 1614

John Napier: depois de 20 anos de trabalho...
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Logaritmos naturais

Definição: loge x = ln x
Propriedades I:

ln x = y⇔ ey = x

ln(ex) = x para x ∈ R

eln x = x para x > 0

Propriedades II: ”Mudança de base”

loga x =
ln x
ln a

para todo a > 0, a 6= 1

Teorema (Logaritmos e derivadas)

1 d
dx (e

x) = ex,
2 Para todo x ∈ (0, ∞) d

dx ln x = 1
x

3 d
dx (a

x) = ax. ln a
4 d

dx (loga x) = 1
x ln a
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Exemplos

Exerćıcio

Determine a derivada:
1 y = e3x.arcsen(2x)
2 y = x2.earctg(2x).
3 y = e−3x + ln(arctgx)
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