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Resumo Aula 11

Q Site: http://www.ime.usp.br/~sylvain/courses.html

@ Monitoria da monitoria: sala 02, bloco 06 (exceto dia 11.04.2014:
sala 04, bloco 06), as sexta-feiras 17:00 as 19:00.

@ Limites no infinito: exemplo polindmios e fra¢des racionais.
O Assintotas horizontais e verticais

© Um caso do tipo co — oco:

lim (\/x2+ax— \/x2+bx)

X—+00

@ Leis do limite: no caso infinito.


http://www.ime.usp.br/~sylvain/courses.html

Programa Ensino Medio

1? série

1. Nogdo de fungdo;
funcdes anallticas e
nao-analiticas; andlise
grafica; seqiléncias
numéricas; fungao
exponencial ou
logaritmica.

. Trigonometria do
triangulo retingulo.

-

p—

u—

2% série

. Fungdes seno, cosseno

e tangente.

. Trigonometria do

triangulo qualquer e da
primeira volta.

3" série

1. Taxas de variagdo de
grandezas.

2. Geometria plana: 2. Geometria espacial: 2. Geometria analtica:
semelhanca e poliedros; salidos representagdes no
congruéncia; redondos; propriedades plano cartesiano e
representacoes de relativas a posicdo; equacdes; Interseccdo
figuras. inscricdo e e posicdes relativas de

circunscrigao de figuras.
sdlidos.

2. Métrica: dreas e
volumes; estimativas.

3. Estatistica: descrigdo de | 3. Estatistica: andlise de 3. Probabilidade.
dados; representagdes dados.
graficas. 3. Contagem.




Programa Ensino Medio

Articular, integrar e
sistematizar
fenémenos e teorias
dentro de uma cléncla,
entre as vdrias
ciéncias e areas do
conhecimento.

Relagdes entre conhecimentos disciplinares, interdisciplinares e interdreas

« Construir uma visdo sistematizada das diferentes
linguagens e campos de estudo da Matematica,
estabelecendo conexdes entre seus diferentes temas e
conteddos, para fazer uso do conhecimento de forma
integrada e articulada.

« Compreender a Matematica como ciéncia auténoma,
que investiga relagdes, formas e eventos e desenvolve
maneiras proprias de descrever e interpretar o mundo.
A forma logica dedutiva que a Geometria utiliza para
interpretar as formas geométricas e deduzir
propriedades dessas formas é um exemplo de como a
Matemdtica I@ e interpreta o mundo a nossa volta.

» Adquirir uma compreensao do mundo da qual a
Matemdtica é parte integrante, através dos problemas que
ela consegue resolver e dos fendmenos que podem ser
descritos por meio de seus modelos e representagdes.

« Reconhecer relagges entre a Matemdtica e outras dreas
do conhecimento, percebendo sua presenga nos mais
variados campos de estudo e da vida humana, seja nas
demais ciéncias, como a Fisica, Quimica e Biologia,
seja nas ciéncias humanas e sociais, como a Geografia
ou a Economia, ou ainda nos mais diversos setores da
sociedade, como na agricultura, na satide, nos
transportes e na moradia.




Leis do limite: com limites infinitos

Somas:

O (+00) + (400) =

@ (—0) + (—) =
Q L+ (+00) = 400, seL €R
QO L+ (—)=—o0o,seLeR
Produtos:

@ L.(—o0) =+00,seL <0
Indeterminacgdes:

—|—00 — (+00), —00 — (—OO), O'Ool gl n’




O Polindémios e fra¢des racionais:
@ Fungdes constantes com A € R

lim f(x) = lim f(x)=A

X——00 X—>+00
@ Monomiais: do tipo x"

f+: R - R
x — X
comneNen#0
o em +00:
lim x" = 40
X—>+00
e em —©

Paranpar lim x" = 4o0
X—r—00

Paranimpar : lim x" = —oc0 6
AN S



@ E os inversos

comneNen#0
e em oo :limy ., xln = limy 400 xi,, =0
e em 0 as fungdes nédo sado definidas:
o paran par: limy 0 x40 xl,, = 400
o para n impar:

. 1

Iim — =-o
x—0,0<0 X"

lim — = 4o
x—0,0>0 X"

@ Polindémios Os limites lim,_, 4+ de
P(x) = apx" +a, 1x" ' + - - + x> + a;x + ag com a, # 0 séo os
mesmos que os limites do termo dominante a,x". Entdo: estudar
a,x" (e ver o sinal de a, e se n é par ou impar). 7



@ Potencias positivas

f . R+ - R
x =Xt
coma >0
lim x* = 400
xX—+o0
. 1 ~ .
Caso particular: \/x = x2 entdo limy_, 1o /X = 400

@ Potencias negativas

f : R+ — R
x = x*
,coma <0
lim x* = 40
x—0t
lim x*=0
X— 400



© Logaritmo
f R —- R
x = In(x)
lim In(x) = —oo
x—0,x>0

lim In(x) = 400

X—>—+00
@ Logaritmo de base s coma > 0
f Ry — R
x +— log,(x)

e basea >1:
im log, (x) = —eo
Jim g, () = +o
e basea < 1:

xlif& log, (x) = 40
lim log,(x) = —o 9

YN Lo



© Funcdo exponencial

o limxﬁfoo ex - 0
o limy o0 €® = +o00

R

R —
x — e

@ Funcio exponencial de base a coma > 0

ea>1

o a<l:

R — R

x > af =e¥lna

lim a* =0 10



© Funcdes trigonometricas:
Tangente:

f o IR\{ +k7‘ckGZ} — R

x —  tan(x) = sen(x)

cos(x)

Observagao:R \ ——|—k7'ck€Z = U k7r—z;k7r—|—z
kez 2 2

Para todos inteiros k € Z :

lim tan(x) = —oo
x——F+kmx>—F+kn
2 4 2

x—>+5+l<1;1rr§c1<+5+kn tan(x) = teo
2 4 2
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Cotangente
f : R\{km,kezZ} — R
cos(x)
x —  cot(x) = sen(x)
Observagdo :R \ {kr,k € Z} = U Jkm; (k+1)7]
kez
Para todos inteiros k € Z :
lim cot(x) = —o0
x—krt
x>k

lim  cot(x) = +co
x— (k+1)m
x<(k+1)m
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Limites of differences: como tratar co — oo

Exemplos:

lim (Vx +9 = Vx + 4

x—00
lim (Va? +25 = Va? = 1)
lim (Vx2+3 -I-x)
x——00
lim (2¢ + Vax® + 3x = 2)
x——00

lim (V9x? — x — 3x)

x—»00
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Como trabalhar com limites infinitos: quocientes

Teorema

Suponha que lim,_,,+ = 0 e que existe r > 0 tal que f(x) > 0 para
p < x < p+r. Entdo:

Exemplo (importante): Para qualquer numero racional r = g >0
temos:

Iim — =0
x—o0 x7
. —4
lim, >~ 52 l

3 3 g 2x
lim, 4 @y € lim, ,3- =-3)




Ideia: “tangente”, do latim tangere = tocar.

Posic¢do limite de uma reta passando pelo ponto P:

15



Reta tangente a uma curva

A reta tangente a uma curva y = f(x) em um ponto P(a,f(a)) é a reta
passando pelo ponto P e com inclinagio

£(x) = fla)

m = lim
X—a X —da

desde que esse limite exista.

Exemplo:

tangente na curva y = x> no ponto (1,1).

Exemplo onde a tangente nio existe:

Estudar as tangentes para a curva y = |x|, em qualquer ponto P da curva. |
6
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Definicdo

A derivada de uma funcdo f em um niimero a, denotada por f'(a) ("f linha de
a’)é
1) — i L@ TR —f(a)
ey = h /
se o limite existe.

Definicado equivalente: podemos fazer x =a+h,entdioh =x—ae
h — 0 implica x — a:

() — tim /) 1@

xX—a X —a

a)Encontre uma equagdo da reta tangente a curvay = (x — 1)/ (x — 2) no
ponto (3,2).b)Se G(x) = x/ (1 + 2x), encontre G'(a)
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Interpretacoes da derivada

Velocidade: A variavel t é o tempo, e t — f(t) é a funcdo posigdo de
um objeto. Entre t =aet = a + h, a variagdo na posigdo é de

flath) —fla)e

deslocamento  f(a+h) —f(a)
tempo '

velocidade média =

Conseqiiéncia: a derivada f’(a) pode ser interpretada como uma
velocidade instantdnea (isto é , como um limite de velocidades
médias).

Exemplo: queda livre, sem velocidade initial: Posicao vertical:

y= —% ¢t + 1o, e velocidade v = —gt, onde g é aceleragdo causada
pela gravidade (g ~ 9,81m/s?).

Notacdo: f'(a) (notagdo de Lagrange), %(cz) (de Leibniz), f(a) (de
Newton)

Newton apo$ a morte de Leibniz declarou: “me sinto muito feliz por

ter desfeito o coracgdo de Leibniz”.
18



Interpretacdo da derivada

Taxa de variagdo instantanea: Para uma fungdo y = f(x), no intervalo
[x1,x2], a variagdo em x é Ax = x, — x1, a variac¢do correspondante em y
é Ay = f(x2) — f(x1). Finalmente:

A —
taxa de variagdo instantdnea = lim SV im fi2) =flm) _ f'(a)
Ax—0 Ax X=X Xy — Xq

Economia: seja C o custo total de um produto, e Q a quantidade produzida.
Entédo o custo marginal Cmg é:

dac
Cmg = —.
mg =~ 0
A ideia é que quando Ax = 1, mas Q muito grande (i.e muito maior que 1)
temos que C'(n) ~ C(n+ 1) — C(n), isto é, o custo marginal de produgao é
mais o menos igual ao custo de producdo de mais uma unidade.
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Derivadas na Quimica

Concentragdo: é a razdo da quantidade de matéria do soluto (mol)
pelo volume de solugédo (em litros)

n
M = V ’

onde o mol é a unidade do Sistema SI de unidades. Isto é um mol é “a
quantidade de matéria de um sistema que contém tantas elementos
quanto sdo os dtomos contidos em 0,012 quilograma de carbono-12”.
Por exemplo, 1 mol de moléculas de um gas tem mais o0 menos

6,022 x 10?3 moléculas deste gés (“constante de Avogadro”).

Outro exemplo: Uma colher de chéd tem mais o menos 0,3 mol de dgua.

Notagao: concentracdo do reagente A é denotada com colchete, por
[A].
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Derivadas na Quimica Il

Equagdo quimica: uma representacdo de uma reagdo quimica
(Reagentes) — (Produtos)

Por causa da Lei de conservagdo da massa, tem que equilibrar (i.e
colocar coeficientes)

3% @2
CH4 + 202 I COz + 2H20

Metano + oxigénio — diéxido de carbono + agua + muito calor
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Reacoes

Concentragdes:dado A + B — C, [A], [B], [C] sdo fungdes do tempo t. A
taxa média da reagdo do produto C no intervalo [t1, 1] é %.
Taxa de reagdo instantinea:

. d[C]
taxa de reacdo = i

Caso mais geral: (condigdes: V constante) dada:
aA +bB — pP +9Q
a taxa de reacio é:
_ _ldlA] _ 1d[B] _ 14d[P] _ 1d[Q]

a dt bdt pdt g dt

Cinética quimica: a determinagdo experimental da taxa de reagdo r vai
dar

r = k[A]"[B]"

(k constante de taxa de reagdo, mas pode depender por exemplo de T).
2



Quimica e equacoes diferenciais

Exemplo:aA — Produtos no caso de uma rea¢ao de ordem 1 (i.e:

— 1 — k().

Resolver (podemos supor: ‘% = ¢l e f(t) = 0 para todos t implica f
constante). (Resposta: [A] = [A]o.e~™*)

23



Derivadas como funcoes

Definicao

Uma fungio f é diferencidvel em a se f'(a) existir. E diferencidvel em um
intervalo aberto (a, b) se for diferencidvel em cada niimero do intervalo.

Mostrar que x — x? é diferencidvel em R. \
Mostrar que x — x> é diferencidvel em R. \




Exercicios com derivadas

Exercicio

Encontre a derivada da fungdo usando a definigdo. Estabele¢a os dominios da

fungdo e da derivada.

f(x) =5x—3
f(t) =5t — 9¢
f(x) = x* — 2x
g(x) =9 — x

I — 2¢
(9 = 34+ ¢
f(x) = x*

Ax)=mx+ b

f(x) = 15x* — x+ 3.7

1
g(t) = NG

x> =1
=2
f(x) = x*?




