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Resumo Aula 10

Q Site: http://www.ime.usp.br/~sylvain/courses.html

@ Monitoria nessa semana: comeca nessa sexta: 18:00 até 19:00
(excepcionalmente).

© Sala da monitoria: sala 02, bloco 06 (exceto dia 11.04.2014: sala 04,
bloco 06), as sexta-feiras 17:00 as 19:00.

O Limites infinitos
@ Limites no infinito: exemplo polindmios e fra¢des racionais.

@ Leis do limite: no caso infinito.


http://www.ime.usp.br/~sylvain/courses.html

Limites no infinito e limites infinitos

@ Limites no infinito:

Definicao

limy_,o0 f (x) = L significa: "eu posso fazer f(x) arbitrariamente perto de L,
tomando x suficientemente grande.”

Exemplos: lim,_, % =0.
@ Leis do limite: se f(x) 0 L e g(x) 0 L, entdo:

f(x) +g(x) P Ly + Lp e também f(x).g(x) —— Ly.Ly

X—>+00

@ Lei do quociente:

f(x) Ly
g(—x) m L—ZSGLQ#O.



Praticar com limites no infinito

Exercicio

3x—2 1-x
15. lim 1. lm————
xom 2x 4 1 e x —x+ 1
-2 4x’ + 6x° — 2
7. lim — 8 lim — 2 =
o x4 1 xo= 2% —Ax+ 5
[+ 7 t— t/t
19 Y+ o fif
o 2t — 2 o 2P + 3t — 5
242 + 1P 2
2 tm— X U 2 fim
e (x = D3 + %) e fxt + 1
967 967
3. lim Y~ A fim X
e x4 1 xoee 1
25, ]:i.m(\f9x1+X73x) 26. ].im(x+.m3+2x)
21. ]:im(,,ﬂ'x?Jraxf.fx?erx) 28. lim /x* + 1
X—*m™ X
-0+
2, lim—— % 30. lim (e~ + 2 cos 3x)
= X —x+ 2 xom
) 1+ 4°
3. lim (x* + &) 2 lim ———
Janguet P | A
y



Limites infinitos

Definigdo (Limites do tipo limy_,e f (x) = o0)

Suponhamos que exista a tal que |a, c0) C Dom(f). Definimos:
(] x1_1)rJ1r100f(x) = +-o0 significa:
para cada € > 0 existe um § > 0 com & > a tal que x > 6 = f(x) > €.
(2] xl_l)rfoof(x) = —oo significa:

para cada € > 0 existe 6 > 0 com § > a tal que x > § = f(x) < —e.

| A

Definicao

Sejam p € R e suponhamos que exista b tal que |p, b[C Dom(f), entdo:
lim f(x) = oo significa:

X—p

para cada € > 0 existe 6 > 0comp+ 0 < btalquep <x <p+9d = f(x) > e.




Limits no co de polinomiais e fracdes racionais
limy o0 4x° + 7x — 15. \

limy—y o 3x* + 7x — 15.

Exercicio

limy o %. ]
limy oo %. |
limy oo % J

[e)}



Mais limites no infinito de fracGes racionais

13 flo) = 212 14. J0) =5 _2§i;+7
15. f(x) = ;i 13 16. f(x) = iﬁ - ;

17. h(x) = ﬁ 18. g(x) = m

19 gx) = 10 +;é4 T 20 = 2t +9§:2+—xx +6
2Mohr) = 223 g = =a

3x3 + 3x2 — 5x =73+ I+ 9



Assintotas horizontais

Assintota horizontal:

Definicao

A reta horizontal y = L é chamada assintota horizontal da curva y = f(x) se
ou
lim f(x) =Lou Em f(x)=L
X—r—00

X—+0o0




Assintotas verticais

Assintota vertical:

Definicao

A reta vertical x = a é chamada assintota vertical da curva y = f(x) se pelo
menos uma das seguintes condigdes estiver satisfeita

limf(x) = oo lim f(x) = co lim f(x) = o0

limf(x) = —co lim f(x) = —co lim f(x) = —oo

X—a xX—a— x—at
v
y y ¥y ¥y
| —
I /
. /
7 \0} VECEE: 0 a x of N fa s of af 7 x
/ NS - \ f
\ \
\ \
(@) lim flx)=c () lim fx) =0 (© lim f(x)=—= (@ lim fix)=—=



Exemplos de assintotas

Exercicio

Encontre as assintotas horizontal e vertical de cada curva.
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Variac3o: limites de fracGes com expoentes racionais

Exercicio
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Como trabalhar com limites infinitos: somas e produtos

Somas:

O (+00) + (400) =

@ (—0) + (—) =
Q L+ (+00) = 400, seL €R
QO L+ (—)=—o0o,seLeR
Produtos:

@ L.(—o0) =+00,seL <0
Indeterminacgdes:

—|—00 — (+00), —00 — (—OO), O'Ool gl n’
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Limites of differences: como tratar co — oo

Exemplos:

lim (Vx +9 = Vx + 4

x—00
lim (Va? +25 = Va? = 1)
lim (Vx2+3 -I-x)
x——00
lim (2¢ + Vax® + 3x = 2)
x——00

lim (V9x? — x — 3x)

x—»00
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Como trabalhar com limites infinitos: quocientes

Teorema

Suponha que lim,_,,+ = 0 e que existe r > 0 tal que f(x) > 0 para
p < x < p+r. Entdo:

Exemplo (importante): Para qualquer numero racional r = g >0
temos:

Iim — =0
x—o0 x7
. —4
lim, >~ 52 l

3 3 g 2x
lim, 4 @y € lim, ,3- =-3)




Ideia: “tangente”, do latim tangere = tocar.

Posic¢do limite de uma reta passando pelo ponto P:
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Reta tangente a uma curva

A reta tangente a uma curva y = f(x) em um ponto P(a,f(a)) é a reta
passando pelo ponto P e com inclinagio

£(x) = fla)

m = lim
X—a X —da

desde que esse limite exista.

Exemplo:

tangente na curva y = x> no ponto (1,1).

Exemplo onde a tangente nio existe:

Estudar as tangentes para a curva y = |x|, em qualquer ponto P da curva. |
6

1




Definicdo

A derivada de uma funcdo f em um niimero a, denotada por f'(a) ("f linha de
a’)é
1) — i L@ TR —f(a)
ey = h /
se o limite existe.

Definicado equivalente: podemos fazer x =a+h,entdioh =x—ae
h — 0 implica x — a:

() — tim /) 1@

xX—a X —a

a)Encontre uma equagdo da reta tangente a curvay = (x — 1)/ (x — 2) no
ponto (3,2).b)Se G(x) = x/ (1 + 2x), encontre G'(a)
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Interpretacoes da derivada

Velocidade: A variavel t é o tempo, e t — f(t) é a funcdo posigdo de
um objeto. Entre t =aet = a + h, a variagdo na posigdo é de

flath) —fla)e

deslocamento  f(a+h) —f(a)
tempo '

velocidade média =

Conseqiiéncia: a derivada f’(a) pode ser interpretada como uma
velocidade instantdnea (isto é , como um limite de velocidades
médias).

Exemplo: queda livre, sem velocidade initial: Posicao vertical:

y= —% ¢t + 1o, e velocidade v = —gt, onde g é aceleragdo causada
pela gravidade (g ~ 9,81m/s?).

Notacdo: f'(a) (notagdo de Lagrange), %(cz) (de Leibniz), f(a) (de
Newton)

Newton apo$ a morte de Leibniz declarou: “me sinto muito feliz por

ter desfeito o coracgdo de Leibniz”.
18



Interpretacdo da derivada

Taxa de variagdo instantanea: Para uma fungdo y = f(x), no intervalo
[x1,x2], a variagdo em x é Ax = x, — x1, a variac¢do correspondante em y
é Ay = f(x2) — f(x1). Finalmente:

A —
taxa de variagdo instantdnea = lim SV im fi2) =flm) _ f'(a)
Ax—0 Ax X=X Xy — Xq

Economia: seja C o custo total de um produto, e Q a quantidade produzida.
Entédo o custo marginal Cmg é:

dac
Cmg = —.
mg =~ 0
A ideia é que quando Ax = 1, mas Q muito grande (i.e muito maior que 1)
temos que C'(n) ~ C(n+ 1) — C(n), isto é, o custo marginal de produgao é
mais o menos igual ao custo de producdo de mais uma unidade.
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Derivadas na Quimica

Concentragdo: é a razdo da quantidade de matéria do soluto (mol)
pelo volume de solugédo (em litros)

n
M = V ’

onde o mol é a unidade do Sistema SI de unidades. Isto é um mol é “a
quantidade de matéria de um sistema que contém tantas elementos
quanto sdo os dtomos contidos em 0,012 quilograma de carbono-12”.
Por exemplo, 1 mol de moléculas de um gas tem mais o0 menos

6,022 x 10?3 moléculas deste gés (“constante de Avogadro”).

Outro exemplo: Uma colher de chéd tem mais o menos 0,3 mol de dgua.

Notagao: concentracdo do reagente A é denotada com colchete, por
[A].
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Derivadas na Quimica Il

Equagdo quimica: uma representacdo de uma reagdo quimica
(Reagentes) — (Produtos)

Por causa da Lei de conservagdo da massa, tem que equilibrar (i.e
colocar coeficientes)

3% @2
CH4 + 202 I COz + 2H20

Metano + oxigénio — diéxido de carbono + agua + muito calor
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Reacoes

Concentragdes:dado A + B — C, [A], [B], [C] sdo fungdes do tempo t. A
taxa média da reagdo do produto C no intervalo [t1, 1] é %.
Taxa de reagdo instantinea:

. d[C]
taxa de reacdo = i

Caso mais geral: (condigdes: V constante) dada:
aA +bB — pP +9Q
a taxa de reacio é:
_ _ldlA] _ 1d[B] _ 14d[P] _ 1d[Q]

a dt bdt pdt g dt

Cinética quimica: a determinagdo experimental da taxa de reagdo r vai
dar

r = k[A]"[B]"

(k constante de taxa de reagdo, mas pode depender por exemplo de T).
2



Quimica e equacoes diferenciais

Exemplo:aA — Produtos no caso de uma rea¢ao de ordem 1 (i.e:

— 1 — k().

Resolver (podemos supor: ‘% = ¢l e f(t) = 0 para todos t implica f
constante). (Resposta: [A] = [A]o.e~™*)
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Derivadas como funcoes

Definicao

Uma fungio f é diferencidvel em a se f'(a) existir. E diferencidvel em um
intervalo aberto (a, b) se for diferencidvel em cada niimero do intervalo.

Mostrar que x — x? é diferencidvel em R. \
Mostrar que x — x> é diferencidvel em R. \




Exercicios com derivadas

Exercicio

Encontre a derivada da fungdo usando a definigdo. Estabele¢a os dominios da

fungdo e da derivada.

f(x) =5x—3
f(t) =5t — 9¢
f(x) = x* — 2x
g(x) =9 — x

I — 2¢
(9 = 34+ ¢
f(x) = x*

Ax)=mx+ b

f(x) = 15x* — x+ 3.7

1
g(t) = NG

x> =1
=2
f(x) = x*?




