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Resumo: Derivada e exponencial

0 i X

Escolha de e: 0 unico ndmero tal que a reta tangente no ponto
(0,1) tem inclina¢do = 1. Mas isso significa: lim, o eh% =1

Teorema




Derivada e sen, cos
Exemplo: calcule a derivada de sen em 0 (Resposta:

Exercicio
Mostrar:
(senx)’ = cosx

Prova:

sen(x +h) —sen(x)  sen(x)cos(h)+ cos(x)sen(h) — sen(h)

N h

Mas isso é:

= sen(x).% + cos(x).ser;l(h) — sen(x).0 + cos(x).1
Exercicio (Teorema a saber)

(cosx)’ = —sen(x) e também (tgx) = (secx)? = L
& (cos x)?

Prova: tomar a derivada de (cos x)? + (senx)? = 1!



Derivadas superiores
Derivada segunda: se y = f(x) for diferenciavel, temos uma
nova fungdo x — f’(x). Mas pode ser que essa fun¢do também
é diferenciavel, entdo (f')’ = f"” existe e é chamada derivada

segunda de f. Ou:
4 (dy) _ &y
dx \dx ) — dx?

Exemplo fundamental: (posi¢do)’=velocidade,
(velocidade)’=aceleragdo, entdo: (posi¢do)”=aceleragao.
Lei de Newton:

md=F
onde F é a resultante de todas as forcas aplicadas ao ponto.
Queda livre: m.a =m.g = v(t) =gt +vp e
x(t) = 1gt? + vot + xo.
Movimento harmoénico simples: movimento de uma mola

Lei de Hooke:  mx"(t) = —kx(t)



Exemplos
Exercicio
Determine f',f", f'"" para
L f(x) = 4x* + 2x
Resp. f'(x) = 16x° +2ef"(x) = 48x%, f®) (x) = 96x.
2. f(x) =5x% — %
Resp. f'(x) = 3/x* +10x; f"(x) = 10 — 12/x>;
O (x) = 60/x°
3. x.|x|
Resp. f'(x) = 2|x| e f"(x) no existe.
4. ¢
Resp. para todo n € N exp™ (x) = e*.
5. cosx
Resp. a derivada n-ésima é cos((nm)/2+x),n € N.

6. senx
Resp. (d"sin(x))/(dx") = sen((nm)/2 + x)



Regra da cadeia: derivadas e funcdoes compostas

Teorema
Se f e g forem diferencidveis e F = f o g for a fungdo composta
F(x) = f(g(x)), ento F é diferencidvel e

F(x) =f(g(x))8' (x).

Na notagio de Leibniz: sey = f(u) e u = g(x) forem funcdes
diferencidveis:
dy _ dydu

dx  dudx’
flg(x)— ( a))

= . Vamos

Prova: temos que estudar limxﬁa
introduzir:

fy) —f(g(a))

Q) ==, —(ay + eV # 8@ e =f(3(a)) sey =3(a).
Agora é fcil ver que w é sempre igual a

Q(g(x)).M Depois podemos tomar o limite.

X—a



Exemplos

Exercicio
Diferencie:
1. R(z) =5z -8
2. sen(3x? + x)
3. pw*—3w+9
4. cos(t*) + cos*(t)
5. (g(x))?, onde g é derivavel.
6. 8 onde g é derivavel.
7. h(z) = Errwm



Respostas:

1
1) R2) = 1Aer 5)
2) cos(3x% +x).(6x+1)
3) eV 30O (43 — 6w)
4) —sen(t*).4t° + 4 cos® t.(—sent)
92
7) — e



Regra da cadeia

1.

9.

1.

13.
15.
11.
18.
19.
20.

21.

23.

25.

Flx)=(x*+3x"—2)

Flx) =1 —2x
1
41

f(z) =

y=cos(a’ + x°)

y=xe "
fl=02x—3*x+x+ 1)
glo) = (x*+ 1P (¥ + 2)°
() = (¢ + 1328 - 1)
Flfy=0@Btr— 1 2t+ 1)

_ (f + 1')5
y .Xg - 1 !
y=41+2e
y= 5—1,"x

8. Flx)= (4x— x*)'™
1
(1 + secx)?

12. 1(¢) = sin(e') + ™'

10. f(x) —

1. y=a + cos’x
16. y = e *cos 4t

[s* +1
22, f(S) = \:u'm
20 y—10""
134
2. G(y) =u

TR

oy —gp



Regra da cadeia:exemplos

Derivada de f(s)

= /g(s) onde g(s
Temos :
f(s) = j@.g%s). Mas ¢/(s) = (55 e
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Derivadas e funes inversas: derivada de ¢ = f~!

Teorema

Seja f uma fungdo inverstvel, com fungdo inversa g. Se f for derivivel
emq = g(p), comf'(q) # 0, e se g for continua em p, entdo g serd
derivdvel em p (em particular isso acontece se g for diferencidvel ) e

temos que
1 1

$O) = 77 T )

Prova: temos que

flg(x) =x.
Podemos tomar a derivada:

Fg() g (x) =1=g'(x) = f(gl())
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Exemplos
Arc seno: sen : [—7/2,71/2] — [—1,1] é continua e
estritamente crescente, entdo existe uma inversa, chamada
arc sen:[—1,1] — [—m/2,71/2] com derivada
1 1

/
c = -
(arcsen)’(x) sen’ (arcsenx)  cos(arcsenx)

mas agora
[cos(arcsenx)]? + [sen(arcsenx)]* = 1 = [cos(arcsenx)]® + x* = 1

entdo [cos(arcsenx)] = v/1 — x? e finalmente:

1
arcsen)’(x) = ——= paratodo —1<x <1
(aresen) () = ——=—p
Exercicio
Mostre que (arctg)’(x ) 1: 5 e que

(arccos)'(x) = _\/@ para todo —1 < x < 1.
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Regra da cadeia: funcdes arc cos e arc sen

Exercicio

Mostre que (arctg)’(x ) 1: > e que

(arccos)’(x) = —\/@ paratodo —1 < x < 1.
Resp.

(arctg)' (%) = Tyfagm) = TrRPamRm) — TP

Para a outra, podemos re-fazer tudo, ou observar simplesmente
que
(arccos)(x) + (arcsen)(x) = 1t/2
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Regra da cadeia: funcdes arc cos e arc sen

Figura : arc cos, e arc seno

Figura : arctg(x) 14



Funcoes Logaritmicas e derivadas

Observacao: paraa > 1, x — a* é continua e crescente (ou
decrescente), entdo existe uma funcdo inversa chamada fungdo
logaritmica com base a, denotada por log,

log,x=y&a =x
Propriedades I:
log,(a*) = x paratodo x € R

a'°8:* = x para todo x > 0
Propriedades II:
Teorema (Leis dos logaritmos)
Se x e y forem > 0, entdo:
1. log,(xy) = log,x +1log,y

2. loga(x/y) = loga X = loga Y
3. log,(x") = r.1log, x onde r é qualquer niimero real.

15



Funcoes Logaritmicas |l

Gréfico em relagdo a a*:

Log e limites:

lim log, x = —cc e também lim log, x = +o0
x—0t X—+00
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Logaritmos naturais
Definigao: log, x = Inx
Propriedades I:
Inx=y&eé =x
In(e*) = x parax € R
e"* = x parax > 0

Propriedades II: "Mudanca de base”
Inx
log,x = ng Para todoa > 0,a #1

Teorema (Logaritmos e derivadas)

e =c,

1.

2. Paratodo x € (0,00) L 1Inx =1
3. 4(a¥) =a*.Ina

4. %(loga x) - x&m
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Exemplos

Exercicio
Determine a derivada:

1. y = e>*.arcsen(2x)

Resp. v’ = 3¢**.arcsen(2x) + €. ——2—

1—(2x)?
2 y= xz-earctg(Zx).

Resp. y' = 2x.e7el8(2%) 4 xz.earCtg(zx)'1+24x2

3. y = e ¥ +In(arctgx)

_ -3 1 1
Resp. Y = —3e " + arcig () T4a?
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Complemento sobre as equacoes diferenciais
A gente ja encontrou as equaes i = y ey’ = y, sem resolver
elas completamente...
Definicao
Uma equagdo diferencial é uma equagio cuja incognita é uma fungio
Yy que aparece na equagdo também com as derivadas de y.
Exemplos: y =3y +1,y" = —y, vy’ =2y".
O primeiro teorema é muito intuitivo (a prova seré feita mais
tarde):

Teorema
As solugdes da equagdo y' = 0 num intervalo (a,b) sdo exatamente as
fungdes constantes.

Teorema
As solugdes da equagio y' = k.y num intervalo (a,b) sdo exatamente
as fungoes

y(t) = C.é®, onde C é uma constante.
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Solugdo de iy’ = ky

Prova: E facil de ver que y(t) = C.e sdo solugdes. Agora seja
g(t) uma solugdo. Vamos definir uma nova fungdo

h(t) = g(t).e*kt

Entdo

W(t) =g (t).e ™™+ g(t)(—ke ™) = kg(t)e ™™ — kg(t).e ™ = 0.
Isso implica que h(t) = Constante = C, e depois que

g(t) = C.é™.
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Exercicio (Equagdo v’ = ky + b, k # 0)

1. dar um exemplo de solugdo.

2. Mudar de variavel: escolher uma fungio simples do tipo
u = a.y + B para obter uma nova equagio do tipo u' = K.u

3. resolver a equagio original.
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Resp.

1. dar um exemplo de solugao:

Vamos tentar uma constante C: temos
0=kC+b=C= —b/k.

2. Mudar de variavel: escolher uma fungdo simples do tipo
u = a.y + P para obter uma nova equacio do tipo 1’ = K.u
Resp. Se y1, > sdo solugdes da equagdo entdao
(V1 —y2)" = ky1 + b — (kya +b) = k(y1 — p2)-

Ento u = y; — y» é solugdo de u’ = ku.

3. resolver a equacgdo original.

Resp. seja u = y — C, entdo u(t) = De! e finalmente
y(t) = C+ De" onde C = —b/k.
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Aplicagdo: decaimento radioativo

Radioatividade: Um ntcleo de um atomo vai se desintegrar de
maneira espontanea, emitindo radiagdes (exemplo: emissdo
alfa, isto €, de uma particula alfa= 2 prétons e 2 néutrons).
Fato experimental: a taxa de transformacdo de niicleos
radioativos é proporcional ao nimero de 4tomos dos ntucleos.
Aqui N(t) é o namero de particulas (fungdo do tempo):

dN(t)

dt
Resolucdo da equacao:
N(t) = Ce™™ = Ny.e ™M

”"Meia-vida” de um elemento: E o tempo necesséario para
desintegrar a metade da massa do material. Isto é, o tempo

depois do qual a quantidade N de particulas se reduziu &
metade. Ou seja:

= —AN(t)

_No

N(r) =
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Decaimento e meia-vida

=

Bt =

0 Thy 2Ty

3Thy2

4Tvy

.
5T
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Decaimento I

Exercicio
Mostre que a meia-vida é dada por:

Temos que: N(7) = Ny.e 7 entdo
No/2 = Np.e M = % = ¢ 7. Podemos tomar o logaritmo

natural: -
In(1/2) =—-In2=-At1=1= nT

Exemplos:para Carbono C!4, T = 5730 anos.
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Aplicacdo:Datacao por radiocarbono

Fato 1: A atmosfera contem uma proporg¢do constante de
14 - C.

ﬁwﬂiﬂcm%
OSPHERE g, oc

¢
UPFPE® b

Fato 2: plantas vivas contem uma proporcdo constante de
14 — Cradioativo.
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Aplicacdo:Datacao por radiocarbono 2

A planta vai morrer: a fotossintese para, e a quantidade de
14 — C dentro da planta vai diminuir (decaimento radioativo)
Consequéncia: seja N1 a quantidade que a planta deveria
conter, e N, a quantidade real.

1 N
_ —At 4 r
N, =Nj.e :>t_1Aln<N1>
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Maximo, minimo local
Definicao
1. Uma fungio f tem um mdximo local em c se f(c) > f(x) para
todo x em algum intervalo aberto contendo c.

2. Uma fungio f tem um minimo local em c se f(c) < f(x) para
todo x em algum intervalo aberto contendo c.

Como reconhecer um maximo ou minimo local para f
derivavel:

Teorema
Se f tiver um mdximo ou minimo local em c e f'(c) existir, entdo
f'le)=0.
Demonstracao:
Definicao
Um niimero critico de uma fungio f é um niimero ¢ no dominio de f
tal que f'(c) = 0 ou f'(c) ndo existe.
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Maximo absoluto (ou global), minimo absoluto (ou global)

Teorema (Teorema do valor extremo)

Se f for continua em um intervalo fechado |a, b], entdo f assume um
valor m dximo absoluto f(c) e um valor minimo absoluto f(d) em
certos niimeros c e d em [a, b].
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Teorema de Rolle

Teorema (Teorema de Rolle)

Teorema de Rolle Teorema Seja f uma fungdo que satisfaga as
seguintes hipéteses:

1. f é continua no intervalo fechado [a, b]
2. f é e derivdvel no intervalo aberto (a,b)

3. f(a) = f(b),

Entdo existe um niimero ¢ em (a, b) tal que f'(c) = 0.
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