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Resumo:

I Regra da cadeia
I Derivada de funções inversas
I Derivada de funções logarı́tmicas
I Equações diferenciais simples: y′ = ky
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Máximo, ḿınimo local

Definição

1. Uma função f tem um máximo local em c se f (c) ≥ f (x) para
todo x em algum intervalo aberto contendo c.

2. Uma função f tem um mı́nimo local em c se f (c) ≤ f (x) para
todo x em algum intervalo aberto contendo c.

Definição

Uma função f tem máximo absoluto (ou máximo global) em c se
f (c) ≥ f (x) para todo x ∈ Df . O número f (c) é chamado valor
máximo de f em Df . Também f tem um mı́nimo absoluto em c se
f (c) ≤ f (x) para todo x ∈ Df , e o número f (c) é chamado valor
mı́nimo de f em Df . Os valores máximo e mı́nimo de f são chamados
valores extremos de f .
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Como reconhecer um máximo ou ḿınimo local

Teorema (Teorema de Fermat)

Se f tiver um máximo ou mı́nimo local em c e f ′(c) existir, então
f ′(c) = 0 (Reciproca falsa em geral!).
Demonstração: Vamos tratar o caso de um máximo local:

lim
x→a−

f (x)− f (a)
x− a

= f ′(a) ≥ 0 porque x− a ≤ 0 e f (x)− f (a) ≤ 0

Também

lim
x→a+

f (x)− f (a)
x− a

= f ′(a) ≤ 0 porque x− a ≥ 0 e f (x)− f (a) ≤ 0

Definição

Um número crı́tico de uma função f é um número c no domı́nio de f
tal que f ′(c) = 0 ou f ′(c) não existe.
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Dois teoremas sem demonstrações

Teorema (Teorema do valor extremo)

Se f for contı́nua em [a, b] então f assume um valor máximo absoluto
f (c) e um valor mı́nimo absoluto f (d) em algum número c e d em
[a, b].

Teorema (do valor intermediário)

Se f for contı́nua em [a, b] e se γ for um real compreendido entre f (a)
e f (b), então existirá pelo menos um c ∈]a, b[ tal que f (c) = γ.
Consequência importante: se f (a) < 0, f (b) > 0 e f contı́nua
em [a, b] então existe γ ∈]a, b[ tal que f (γ) = 0.
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Consequências I
Método da bisseção
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Consequências II: teorema de Rolle

Teorema (Teorema de Rolle)

Seja f uma funçao que satisfaça o seguinte:
I f é contı́nua no intervalo fechado [a, b],
I f é diferenciável no intervalo aberto (a, b),
I f (a) = f (b),

então existe um número c ∈ (a, b) tal que f ′(c) = 0.
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Estudo da variação das funções
Objetivo: dada f : R→ R, queremos cortar R em intervalos
(a, b) onde f é crescente ou decrescente.

Teorema (Teorema do valor médio)

Se f for contı́nua em [a, b] e derivável em (a, b), então existirá pelo
menos um c ∈ (a, b) tal que

f (b)− f (a)
b− a

= f ′(c), ou f (b)− f (a) = f ′(c).(b− a)
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Intervalos de crescimento e de decrescimento

Teorema
Seja f contı́nua no intervalo I
1. Se f ′(x) > 0 para todo x interior a I, então f será estritamente

crescente em I,
2. Se f ′(x) < 0 para todo x interior a I, então f será estritamente

decrescente em I.

Demonstração: Vamos mostrar o primeiro caso: sejam s < t.
Então existe c ∈ (s, t) tal que f (t)− f (s) = f ′(c).(t− s) > 0.

Exerćıcio
Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento e esboce o
gráfico:
1. f (x) = x3 − 3x2 + 1
2. f (x) = x + 1

x

3. x = t
1+t2

4. f (x) = (ln x)/x
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Mais consequências do teorema do valor medio

Exerćıcio (ex → ∞ mais rapidamente que x)

1. Mostrar ex > x para todo x ≥ 0
2. Mostre que ex > (x2)/2 para todo x ≥ 0
3. Mostre que limx→∞

ex

x = +∞

Exerćıcio
Prove que a equação x3 − 3x2 + 6 = 0 admite uma única raiz real.
Determine um intervalo de amplitude 1 que contenha tal raiz.
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Exerćıcios

Exerćıcio
Encontre os números crı́ticos:
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Máximo absoluto (ou global)

Definição

Uma função f tem máximo absoluto (ou máximo global) em c se
f (c) ≥ f (x) para todo x ∈ Df . O número f (c) é chamado valor
máximo de f em Df . Também f tem um mı́nimo absoluto em c se
f (c) ≤ f (x) para todo x ∈ Df , e o número f (c) é chamado valor
mı́nimo de f em Df . Os valores máximo e mı́nimo de f são chamados
valores extremos de f .
Como determinar os valores extremos de f contı́nua em [a, b]
fechado:
1. Encontre os valores de f nos números crı́ticos de f em (a, b);
2. Encontre os valores de f nos extremos do intervalo (isto é,

em a e b);
3. O maior valor das etapas 1 e 2 é o valor máximo absoluto,

e o menor desses valores é o valor mı́nimo absoluto.
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Encontre os valores máximo e ḿınimo locais e absolutos de
f

Exerćıcio
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