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Resumo

1. Formula de Taylor
2. Polindmio de Taylor de ordem 1, e Erro E(x)



Aproximacao com polinémios de Taylor: senx
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Aproximacdo com polinémios de Taylor: In(1 + x)
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Formula de Taylor

Aproximacao local de f derivavel por uma funcado afim
A aproximacgao é dada por:

L(x) = f(x0) +f' (x0).(x = x0)-
O erro feito na aproximacao é E(x) definido por:
f(x) = f(x0) +f'(x0)-(x — x0) + E(x).
Propriedade do erro:

E(x)
X — X0

— 0 quando x — xo.

Melhor aproximagéo:

se L(x) = f(xo) + m.(x — x¢) é tal que W — 0 entdo

M = L. Essa fung¢do é chamada polinémio de Taylor de ordem
1 em volta de x.



Expressao para o erro

Theorem
Seja f derivdvel até a segunda ordem no intervalo I e sejam x, xo em L
Entdo existe pelo menos um X € (x,xg) tal que

f(x) = f(xo) +f'(x0).(x — x0) +f/,§c) (x —x0)%.

Demonstracio: seja E(x) o erroe h(x) = (x — x0)>.
1. mostre que E(xp) = 0 e E'(xg) = 0 e também
h(xo) =N (x9) =0
2. mostre a existéncia de X1 € (xo,x) e X € (xo,X1) tais que

E(x) _E(®m) _ E'()
W) WR) PR

=l




Polindmio de Taylor
Definicao
Seja f derivdvel até a ordem n em um intervalo aberto I e seja xo € I.
O polinémio:

n_¢(k)
Pn(x) _ Zf k ('XO) (x_xO)k
= k!

= f(x0) +f,(13§0) (x —xp) +f,/gfo) (x—x0)2+...—i—f(n)n(fo) (x —x0)"

é chamado Polindmio de Taylor, de ordem n de f em volta de xy.

Teorema

(Formula de Taylor de ordem n em volta de xo com resto de Lagrange)
Se f é derivdvel até a ordem n + 1 no intervalo aberto I e x, xg € I,
entdo existe pelo menos um s entre x e xg tal que

f(x) = Pu(x) + Ru(x),

onde R,,(x) = f((l;ii])l()s,)(x — xo)" 1.



Exemplos de formulas de Taylor-Lagrange

Formula de Taylor de ordem 1:

Teorema (Formula de Taylor de ordem 7 em volta de xp com
resto de Lagrange)

Se f é derivdvel até a ordem 2 no intervalo aberto I e x, xg € I, entio
existe pelo menos um s entre x e xq tal que

f(x) = P1(x) + Ry(x) = f(x0) +f"(x0) (x — x0) + Ry (x),

onde Ry(x) = fﬁz(s) (x —x0)2.

Exercicio

Encontre o polindmio de Taylor de ordem 1 de f(x) = In(x) em volta
de xo = 1 e o resto de Lagrange. Calcule um valor aproximado para
In(1,003) e avalie o erro. Fazer o mesmo para a ordem s2.



Exercicios

Exercicio
2n+1
_ oo n_x
Mostre que senx = Y3 o (—1)" 3,77y

Exercicio
Aproximagio de f(x) = x/3 com um polindmio de Taylor de ordem 2
em xo = 8. Avalie a aproximagio se 7 < x < 9.

Exercicio
Seja f(x) = x'/*. Formula de Taylor-lagrange de ordem 2 para f no
ponto xg = 16 e x = 17. Deduzir que 3552 < 171/* < 65/32.



Exemplos

Exercicio
Mostre que sen(10~2) = 102 com erro inferior a 5.107°.

Exercicio
Seja x > 0 Mostre que 0 < e* —1—x —x2/2 < (x3/6).¢*

Exercicio
Mostre que para todo t > 1

(t—1)?

t—1-— <Int<t-1.




Exercicios: Formula de Taylor e aproximacoes

Exercicio
Aproximacdo de f(x) = x'/3 com um polinomio de Taylor de ordem 2

em xg = 8. Avalie a aproximagio se 7 < x < 9.

Exercicio

Seja f(x) = x'/*. Formula de Taylor-lagrange de ordem 2 para f no

ponto xg = 16 e x = 17. Deduzir que 3352 < 171/* < 65/32.



Exercicios: Formula de Taylor e desigualdades

Exercicio
Seja x > 0 Mostre que 0 < e* — 1 — x < (x2/2).¢"

Exercicio
Mostre que para todo x > 0

3
x—agsenxgx.



Exercicios: Formula de Taylor e calculo de limites

Exercicio
Calcule os seguintes limites:

. In(1+h)—h
L. limy, o 2O
2. lim,o SeE==
1

: 1
3. hmxﬁl -1 Tz



Exercicios: Formula de Taylor e séries de poténcias

Exercicio
Mostre que para x > 0, e* = ZZ”’B I’g,

Exercicio
Mostre queIn2 =1 — 7-1-%4_



Aplicacao: a distancia do cos nao é uma distancia

” . . il “
Cosine distance is not a distance

Zn)eza/ it does hol satis Fy the fkimJ[L in¢7uali£7 AlaB)< Ak, ¢)+d(c/B)

X C
M A " Tay[u&ll Formula : coset = A - f + (5en @)%3 for Some Qe(o,n()

2 3
S'imi[AKIy/ Cos lo(:4—(1,2_) +@'—" b’)%ﬂ for Some Ke(o/lcl)
2 3 2 3
Hzn(z:g[(ﬂ,CJ:_A_(C,B):4—Cosd:.°;t_ézh(!)_=“_ sded
2 3
So dlt,e)r (B Lol "+ &

3 3
Bot d(#,8)=4-esdet = lxl_ﬁmng_;_ > ldl-&_;. :

Sofor o small, o (#8)> d(,¢)+ 4 (¢ 8).
S phexe of Radivs 4 , '
How small? e X—;-‘}> cll+°—.‘5(=> .,(’->3_(3 ie .,(<'1g

C-ahczwiv'\: 6& a.ho(u < % [Ac (k{omob. in¢7l/¢(i).‘7 ‘Fa.:[!



Exercicio: demonstracdo da formula de Taylor

Exercicio
Mostre a formula de Taylor de ordem n para f entre a e b, aplicando o

teorema de Rolle para:

para um certo A bem escolhido.
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