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Um pouco de cultura matematica

Hoje: Medalha Fields = “"Premio Nobel” mas essa vez tém duas
novidades:
o Um brasileiro: Artur Avila




Resumo da aula 4

Definicao

O deslocamento da particula entre os instantes a e b é a diferenga

x(b) — x(a) = / o(t)dt
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Definicao
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O espago percorrido pela particula entre os instantes a e b é definido como:
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O valor médio da fungio f no intervalo [a, b] é:

b
fiea = bia/g f(x)dx




Resumo aula 4

Teorema

Se f é continua em [a, b] entdo existe um ¢ € [a,b] tal que

[ F@=f(e)-(0-a)

Areas entre curvas:

Definicao

A drea A da regido limitada pelas curvas y = f(x), y = g(x) eas retas x = a
ex = bondef e g sdo continuas e f (x) > g(x) para todo x € [a,b] é:

A= [0~ g0l




Areas entre duas curvas

Fungdes de y: as vezes, é mais facil de descrever uma regido com
curvas do tipo x = g(y).




Areas entre duas curvas

Funcoes de y:

Exercicio

Encontre as dreas das regides sombreadas:
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x= 2):—.).'2




Integrais indefinidas

A integral indefinida de f é o conjunto de todas as antiderivadas de f. Ela é
denotada por

Teorema
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Para determinar [ f(x)dx, é suficiente de encontrar uma antiderivada F de f,
e depois

/ f(x)dx = F(x) + C, onde C é uma constante arbitraria.




Funcdes continuas sem derivadas

Exemplo de Weierstrass: f(x) = Y, ga". cos(b"7tx), com 0 < a < 1.

ftx)




o floco de neve de von Koch

Construgao: comecar com um triangilo equilateral, e colocar 3
pequenos novos triangtilos de tamanho (1/3) do tamanho inicial.

Continuar.

Mostrar que o perimetro P, é tal que lim,,_,oo P;, = 4-00. I

Um fato util: lim._.«. ¥ = 0o : 10




Aplicacao Il

Demonstracao
O niimero total de segmentos é N, = 4".Ny = 4".3 (porque?). O
comprimento de cada segmento é L,, = Lg‘l = é—ﬁ Entdo

Py = Np.L, =3Lo. (4)" = o0

Observagao 1: a area é limitada.
Observagao 2:este tipo de objeto é chamado objeto fractal.
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Mais fractais




Tabela de antiderivadas

j cflx)dx= CJ.f(X) dx

jkﬁ=h+c

+1

jx”dx= ni 1

+C (n##-1)
je‘dx=e‘+ C

jsinxdx= —cosx+ C
I sec’yxdy=tanx + C

j sec xtan xdx=secx + C

1
j - dx=tan 'x+ C
X +1

j [f(x) + g(0]dx = _f f(x) dx + .f (%) dx

1
J.—dx= In|x| + C
X

x

J.a"dx= ]j +C

a
J.cosxdx=si111+ C

J. csclxdy = —cotx+ C

J.csc xcotxdyr= —cscx + C
1 .
J.iwdx= sin“ly + C
V1 — x°
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Regra da Substituicado

Teorema

Se u = g(x) for uma fungdo diferencidvel cuja imagem é um intervalo I e f for
continua em I entdo

[ £lg(x)g @)dx = [ flupdu

Este teorema é uma consequéncia imediata da regra da cadeia:
[ F(5(0)g/ (x)dx = F(g(x)) + C = F(u) + C = [ f(u)du

Como utilizar o teorema? [ x.cos(x* + 1)dx. Vamos fazer u = x> +1,
entdo du = 2xdx. Isso implica: xdx = du. Finalmente,

/x. cos(x* + 1)dx = %/cos(u)du

Mas agora 1 [ cos(u)du = isenu+ C = }sen(x?+1) + C.
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Praticar com a regra da Substituicao

9. J(l — 2% dx 10. j(3r+ 2)* dt

1. J(x+ 1)/2x + 2 dx 12 Jsecz 26 df

dx
—_ 2
B s W [ uyT=u? d
15. Jsin wtde 16. Je"cos(e") dx
e sin/x
1. [—& 4 18 d
J 1—e)p ™ J Nl
a+ bx’ z2
19 [ 22X 4 20. d
Jaf3ax+ bx? . J.zg-i-l ‘
].[1 2
21. jﬂdx 2 jcos“e sin @ df
X
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Regra da Substituicdo para integrais definidas:

Teorema

Se g’ for continua em [a,b] e f for continua na variagio de u = g(x) entdo

b e — 52 fean
|| fat) g W= [ fu)d
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Regra da Substituicdo para integrais definidas:

b1, rﬁ; (x* 4+ x*tan x) dx 62. Lﬂﬁ cos x sin(sin x) dx
@ [ . [, xa" = d
) - . x+va — x dx
0 I(1 + 2x)? ‘

65. La x/x*+atdx (a>=0) 66. V[_ﬂ; x*sin x dx

2 4 X
67. L xx — 1 dx 68. L ﬁdx

& dx /2 sinlx
69. 70. —dx
J; x+/In x IU V1= x?
1e” +1 T2 .
. L g 7. L sinw¢/T— a) dt
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Integracao por partes

Derivada de um produto:

f&) =fg+fg

Ou, também:

Teorema (Regra de integra¢do por partes)

Vamos supor que f'(x).g(x) tem uma primitiva, entio:

[ £)g/ @ = £()g(x) — [ £/()g(x)ax

Outra notagdo: podemos fazer u = f(x) e v = g(x), entdo du = f'(x)dx

edv=g'(x)dxe
/udU:uv—/vdu
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Exemplos: Integracao por partes, integrais indefinidas

Exercicio

Calcule:

O [ x.e¥dx (Resp: e*(x —1) +C

Q [In(x)dx (Resp: x.In(x) —x+ C)
@ [ (Inx)?dx (Resp: 2x — 2x.In(x) + x(In(x))* + C)
@ [ xsenxdx (Resp: —x.cosx + senx + C)
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Integracao por partes para integrais definidas

Teorema

Sejam f e g duas fungdes com derivadas continuas em [a, b], entdo:

b /
[ £ g x = gl - [ 1
Calcule:
(1) folxexdx

(2) f”/ze".cosxdx
Q [y et
(4} flz In xdx




