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Resumo da aula 2

e Uma soma util: para 0 < |x| < 1,

n .
Yo
i=0

e Soma de Riemann: uma soma como

Zf ).Ax, ondeAx—b;a

o Integral de Riemann: para “boas fung¢des” (i.e continuas com um
numero finito de descontinuidades):

tim ) = [y

o Propriedades da integral de Riemann: principalmente:

b
flx)>0= / F(x)dx >0



Resumo da aula 2

Exercicio

1 )
Calcule fo etdt com as somas de Riemann.

Exercicio

| \

Use as propriedades da integral para verificar a desigualdade sem calcular as
integrais:

1

2§/ V14 x2dx
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cosxdx < ——
/6 - 24:




Mais propriedades da integral

[7 0 dx= =" ) ax ["r9 dx =0

1. J.b cdx= db— a). onde c é constante
2 f[f(x) + g(0] dr = _fj flx) dr + L* g(x) dx
b b ,
3. f cflx)dy=c f f(x) dr., onde c € constante

a. f[f(x) — g(0] dx = .f: f(x) dx — f g(x) dx



Teorema fundamental do calculo

V4

Teorema (Teorema fundamental do célculo, parte 1)

Se f for continua em |a, b] entdo a fungdo g definida por

g(x)z/axf(t)dt, a<x<b

é continua em [a, b] e diferencidvel em (a,b) e g'(x) = f(x).

(o)}



Exemplo de funcio do tipo F(x) = [; f(

Péndulo:
a0 ¢
ae T
Aproximacao para pequenas amplitudes: 0 >~ 0 = senf ~ 0: a
equacao é agora:

2senf = 0.

a0 g

Iz + i 20 =0,
cuja solugdo é 6(t) = 6 cos($t). O periodo das oscilagdes é
Ty = 27'5\/; ("Lei de Huygens”).
Sem aproximagdo: podemos mostrar:

1
do E\/gx/cose — cos By

e integrando ao longo de um quarto de periodo:

to
—4 _/ .
\/E\/; 0 +/cosf — cosby



Teorema fundamental do célculo: prova

glx+ B) — g(x) = L”"f(r) de — [" f(e) de

= ( j " f(0) de + L”" (1) dr) - j £(0) dt

= L"”‘f(r) dt

g(x + 1'3'})il —g(x) _ %J‘x+h b de

X

Agora o ultimo termo é quase como h.f(x) entdo F'(x) = f(x).



Teorema fundamental do célculo, parte 2

Teorema (Teorema fundamental do célculo, parte 2)

Se f for continua em [a, b] entdo

[ fwa = Fe) - Fla)

onde F é qualquer antiderivada de f, isto é, uma fungio tal que F' = f.

Prova: com g(x) = [ f(t)dt, sabemos que g(b f f(t)dt. Mas
também sabemos que duas antiderivadas de f dlferem por uma
constante

F(x) =g(x )+C
entdo F(b) — F(a) = ((b) + C) — (g(a) +C) = [ £(t)



Praticar: calcule as derivadas

X 1 X 2
1. g(x) = J; e dt 8. g(x) = L e tdt
9. g(s) = LS (t— *)*dr 10. g(r) = L"\/Xz + 4 dx

1. F(x) = Iﬂ\/I + sec ( dt

10



Praticar: calcule as derivadas

12. G(x) = jl cos+/t dt

-2

13. Alx) = _flex In ¢dt 14. h(x) = J‘lﬁﬁ dz

15, y— 'f Jt dt 16. y='f: cos’8 df

o= 18 y=( Vit
- 1-3x 1 + u - .Lm.r

56. g(x) = _fmxrsintdt
1-2x

57. F(x) = jf e dt 58. [(x) = jh arctan ¢ dr
x Vx

59. y= | In(l + 20) v

cos x 11



Revisao: derivadas

Regras das derivadas

Formulas gerais
d
1. E (=0
3. d%[f(i’) + (0] = F(x) + ¢g'(x)
> d%[f (0g(x)] = F(g'() + g(x (9 (Produto)

d .
flg(x) = (g(x)g'(x) (Regra da cadeia)

T. J—
dx

Exponencias
d

9. —(e)=¢"
L) —e

d 1
1. —In =—
dx | x

2 L) = cr
dx

d
4 0 —g] = 10 - g'(0

d [ f(x)] _ W) - Axg'W)

Cdx | gl [P

d
8. E(r’) = nx™!

10. %(a‘) =a‘'lna

d
12. — (log.x) =
dX(Og %) xlna
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Praticar: calcule as derivadas

Calcule as derivadas

Q h(x) = fl z4+1
Qy= fo cos? 0d6.
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Tabela de antiderivadas

j cflx)dx= CJ.f(X) dx

jkﬁ=h+c

+1

jx”dx= ni 1

+C (n##-1)
je‘dx=e‘+ C

jsinxdx= —cosx+ C
I sec’yxdy=tanx + C

j sec xtan xdx=secx + C

1
j - dx=tan 'x+ C
X +1

j [f(x) + g(0]dx = _f f(x) dx + .f (%) dx

1
J.—dx= In|x| + C
X

x

J.a"dx= ]j +C

a
J.cosxdx=si111+ C

J. csclxdy = —cotx+ C

J.csc xcotxdyr= —cscx + C
1 .
J.iwdx= sin“ly + C
V1 — x°
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Praticar com integrais

Exercicio

A fungdo erro em probabilidade é dada por

erf(x) = % /Ox e Pdt.

Mostrar que e"zerf (x) satisfaz a equagio diferencial

Y =2yt =
NG

N\




Praticar: calcular a integral (se existe)

19.

21.

25,

21.

3.

(5—2f+3f]d

" (4 + 2)(w — 3) du [* (4 — 07 dt

[ (y — Dy + 1) dy

secf tanf ab



Movimento de uma particula no eixo x

Uma particula se desloca no eixo x, com equagdo x = x(t) e velocidade
v = v(t) (fungdo continua em [a, b]).

Definicao

O deslocamento da particula entre os instantes a e b é a diferenca

x(b) — x(a) = / o(t)dt

Definicao

| \

O espago percorrido pela particula entre os instantes a e b é definido como:

b
/u lo(t)|dt




Movimento de uma particula no eixo x

Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v(t) = 2t — 3, t > 0.

Q Calcule o deslocamento entret = 1et = 3.
@ Qual é o espago percorrido entre os instantest = 1 et = 37

18



Valor Médio de uma funcao

Para uma quantidade finita de nimeros:

]/1+]/2---+]/n

Yimed = n

Para um ndmero infinito de medidas: dado um grafico da
temperatura T = f(t) 0 < t < 24 horas, podemos fazer 24 medidas e
calcular a média (isto é fazer uma medida durante a primeira hora do
dia, uma medida durante a segunda hora, etc...)

) 4 ()

n

,comn =24

mas temos que

PN T L P20 ) 4 ()

cujo limite é ;- fab f(x)dx
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Valor Médio de uma funcao

Entdo podemos definir:

O valor médio da fungdo f no intervalo [a, b] é:

finea = ﬁ /ubf(x)dx

| A\

Teorema
Se f é continua em [a, b] entdo existe um ¢ € [a, b] tal que

[ F@dx = F(e).(0—a)

Prova: O teorema do valor médio para F(x) = [ f(t)dt diz que existe
c € (a,b) tal que F(b) — F(a) = F'(c).(b — a). Mas agora, temos que

F(b) — F(a) = ["f(t)dt.




Valor Médio de uma funcao

y=flx)

e

I med
| |
-

Exercicio

Se uma xicara de café tem uma temperatura de 95 graus, em uma sala cuja
temperatura ambiente é de 20 graus. De acordo com a Lei de resfriamento de
Newton, a temp. do café apds t minutos serd:

T(t) = 20 + 75¢~"/%

Qual é a temperatura média do café durante a primeira meia hora?




