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Resumo

@ Derivadas parciais: seja f : R — R, a derivada parcial %(a, b)éo
limite (quando existe)
L fath) —f@
h—0 h
@ Derivada direcional de f em (xy, ) na dire¢do de um vetor
unitario 7 = (a,b): é o limite (se existir)

. + ha,yo + hb) — ,
an(XOIyO) _ ;llli%f(xo a, Yo . ) f(xO yO)

© Vetor gradiente: seja f : R? — R, o gradiente de f, denotado por
Vf (“del f” ou “nabla {”), é definido por:

Vi(oy) = (e ) o) = i+ 5o = @Z;)

O Relacao entre gradiente e derivada direcional: utilizando o
produto escalar,

Dyf (x0,¥0) = Vf(x0,Y0).1 2



Exercicio

Calcule Vf (x,y) para f(x,y) = x/y e paraf(x,y) = P

| A\

Exercicio

Sejaf(x,y) = x> +y? e y(t) = (x(t),y(t)) uma curva diferencidvel tal que
f(y(t)) = 1 para todo t. Mostre que ' (t).Vf(xo,y0) = 0.




Linearizacdo de uma funcao

Dimensao 1:

@ Em dimensdo 1: a existéncia de uma derivada f’(a) no ponto a
implica que a fungdo f tem uma aproximagdo linear L(x) dada por

L(x) = f(a) +f'(a).(x — a)

(isso é simplesmente a equagdo da reta tangente no ponto (a,f(a)).
@ Aproximacao linear: podemos definir uma aplica¢ao linear

L:R — Rpor L(y) =f'(a).y para todo y € R. Assim perto de

x =a,f(x)épertodef(a) + L(x —a), isto é

f(x) =f(a) +L(x —a) + resto.
@ Outra expressao da diferenciabilidade def : R — IR:

[f(x) = (fla) + L(x —a))|

x—a — 0, quando x — a.




Linearizacao

Observagao: tem muitas outras defini¢des possiveis da
diferenciabilidade em dimens&o 1, por exemplo:

Definicao

Uma fungio f : U C R — R é diferenciavel no ponto a € U se existe uma
fungdo ¢ continua em a tal que

f(x) = f(a) = ¢(x).(x —a).

Dimensao 1: reta tangente e “zoom”: a reta tangente é o que vocé vai
obter depois de fazer um zoom infinito perto do ponto (a,f(a) (=olhar
com um microscopio o gréfico).) Exemplo: vamos considerar

fx) =x(x=1)(x+1)

Um zoom é nada mais do que um esticamento horizontal e vertical do
gréfico, com o mesmo fator ¢ — oo

y=cf(x/c) = y=c.
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Zoom ao redor de (a,f(a)) = (0,0)




Linearizacdo em dimensao 2

Perto de um ponto do gréfico z = f(x, y): o gréfico é quase como um
plano.

{a +Ax, b+ Ay, fla+Ax,b+ Ay])
J/

(a. b, fla, b)) __

z= fla,b)=f(a, b)(x — a) + f,(a, b)(y — b)



Plano tangente

Como determinar a equagio do plano? O plano tem que passar pelos
pontos: (a,b,f(a,b)) e (a+ Ax,b,f(a,b) + f(a,b).Ax) e finalmente
(a,b+ Ay,f(a,b) + f,(a,b).Ay). Isso implica que a equagao dele é:

z=f(a,b) + fx(a,b).(x — a) + fy(a,b).(y - D).

Aplicacdes lineares L : R?> — RR:

Definicao

Uma aplicagio L : R* — R do tipo L(x,y) = cx + dy (com c,d constantes) é
dita linear.

Diferencial: seja f : R? — R tal que fx(a, b) e f,(a, b) existem, podemos
definir uma aplicagéo linear L : R* — R chamada a diferencial como:

L(u,v) = fx(a,b).u+fy(a,b).v



Fungio diferencidvel f : R> — R

Problema: podemos definir a diferencial desde que temos f, e fy, mas
ndo sabemos se ela vai ser uma boa aproximacédo da fungdo. Uma
funcdo tal que a diferencial L(x —a,y — b) é uma boa aproximacao de

f(x,y) — f(a,b) é chamada diferencidvel:
Sejam f : U C R*> — R, U aberto de R? e (xo,yo) um ponto de U. Entio f é

diferencidvel em (xo, o) se e somente se existirem reais a, b tais que

f(xo+h,yo + k) — f(xo,y0) — (ah +bk) _
I(h, k)|

(hk)—(0,0)

Termo de Erro: E(h, k) := f(xo + h,yo + k) — f(x0,y0) — (ah + bk) pode
EBLY 6mo um erro relativo.

ser visto como um termo de erro, e T




Funcao diferencidvel e derivadas parciais

Teorema

Seja f diferencidvel em (xo, o), entdo necessariamente f tem derivadas
parciais neste ponto e %(xo,yo) =ae %(xo,yo) =b.

Teorema

Seja f definida num aberto U C R? e (xo,yo) € U. Entio f ¢é diferencidvel em
(x0, Y0) se e somente se:
@ f admite derivadas parciais em (xo,yo),
Q oerro E(h,k) :=
£ (0 + 1, yo +K) — f(xo,y0) — (5% (%0, Y0)lt + 55 (%0, Y0) (x0, Yo)K) € tal
ue:
! E(h,k)

lim =0.
(k)= (00) |[(h, k) ||




Determinar se uma funcao é diferenciavel

Método 1: utilizar a defini¢do (pode ser pesado...)
Método 2: utilizar a seguinte condicdo suficiente:

Teorema

Seja f definida num aberto U C R? e (xo,y0) € U. Se as derivadas parciais
Y ¢ & existirem em U e forem continuas no ponto (xo,yo) entdo f serd
diferencidvel neste ponto.

Caso particular (o caso mais comum): se f for de classe C! em U
entdo f sera diferencidvel em U.

Definicao

f éde classe C° significa que f é continua. f é de classe C! significa que af e gj};

existem em U e sdo continuas.
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Determinar se uma funcao é diferenciavel

Exercicio

Verifique que a fungdo dada é diferencidvel:

O f(x,y) =&V
Q@ f(xy) =In(1+x*+y%)

Exercicio

N
1
N
A

Determine o conjunto dos pontos em que a fungio dada é diferenciduvel:
Qf (x,y) = Fse (%, y) 7 (0,0)e£(0,0) = (0,0)




Linearizacao

Definicao

A linearizagdo de f no ponto (a, b) é definida como:

L(x,y) = f(a,b) + fx(a,b)(x — a) + fy(a,b).(y — D).

Explique porque a fungdo é diferencidvel, e encontre a linearizagdo no ponto
dado.

f,y) =1+ xIn(xy — 5), (2,3)
fix,y) =xy*, (1,1)
f(x, y) = Xty (2,1)

f(x,y) = Jx +e%, (3,0
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Linearizacao

Exercicio

Encontre as linearizagdes em (0,0):

2x+3
° 4y+1

Q@ /y+ cos?(x)

| A\

Exercicio
Determine uma aproximagio de v/ (3,02)2 + (1,97)2 + (5,99)2.




Plano tangente e reta normal

Seja f diferencidvel no ponto (xo,yo). O plano

2 = lx0,30) + g (k0 90) = 30) + 51 (30,0) (30, 90) (0 — 0)

é chamado o plano tangente ao grifico de f no ponto (xo, yo,f (X0, Y0))-

Observagdo:se f ndo é diferencidvel, o plano escrito acima pode existir,
mas sem ser “tangente” no grafico.

Vetor normal (i.e perpendicular ao plano tangente): podemos
re-escrever a equagao do plano tangente como:

(%(xofyo)' %(xo,yo),_1> (v y,2) = (%0, y0.f (x0,90))) = 0

Assim o vetor (% (x0, ¥0), %(xo, Yo), —1) é perpendicular ao plano
tangente.



Plano tangente e reta normal

Teorema

A reta normal ao grdfico de f no ponto (xo,yo, f(xo0,Y0)) é dada pela equagio
parametrica:

(5,2) = Goo o fso)) + 1 ( S r00), 3-(s00) =1), 1E R

v
s .

Exercicio

Determine as equagoes do plano tangente e da reta normal ao grifico da
fungdo dada:

Q f(xy) =3y —xyem (1, -1,f(1,-1))

Q f(x,y) = xe ¥ em (2,2,£(2,2)). |
z = 2x +y é a equagdo do plano tangente ao grifico de f no ponto (1,1,1)

Q calcule f(1,1) efy(1,1) 6




Plano tangente e reta normal

Exercicio

considere a fungio f (x,y) = x.¢(x/y) onde ¢ é derivivel. Mostre que os
planos tangentes ao grdfico passam pela origem.

Exercicio

| A\

Determine o plano que seja paralelo ao plano z = 2x + y e tangente ao grifico
def(x,y) = x* +y*.

V.




Diferencial de uma funcao

Definicao

A diferencial de f (x,y) é dada por

df = fydx + f,dy

| \

Exercicio
Determine a diferencial da fungdo:

Q z=x"1n(y?)
@ R=a.p?cos(A)
O T= 1w




Mais sobre a nocao de diferenciabilidade

Seja f(x,y) diferencidvel em (a, b) entdo f é continua em (a, b).

Sejaf(x,y) = m se (x,y) # (0,0) ef(0,0) = 0. Mostre que as derivadas

parciais em (0,0) existem mas que f nio é diferencidvel em (0,0). Que
podemos dizer da continuidade de f, e f, em (0,0)?
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