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Resumo: Limite e continuidade

Definicao

Sejaf : D — R uma fungio de duas varidveis definida num aberto D que
contém (a,b). Dizemos que o o limite de f(x,y) quando (x,y) tende a (a,b) é
L e escrevemos

lim x,Y) =1L,
(x,y)ﬁ(alh)f( y)

se para todo € > 0 existe um niimero 6 > 0 tal que

(x,y) €De0< \/(x—aR+(y—b? <5 = |f(xy)—L| <e.

| N\

Definicao
A fungio f : D C R? — R é continua em (a, b) se

lim x,y) =f(a,b).
(x,y)—)(u,h)f( y) =f(a,b)

A fungdo é continua em D se f for continua em todo ponto (a,b) de D. >




Resumo: Limite e continuidade para funcoes
f:DCR'"—=R

Definicao

Sejaf : D C R" — R uma fungio de n varidveis definida num aberto D que
contém (ay, ... ,a,). Dizemos que o o limite de f (X) quando X tende a
d=(a,...,a,) éL eescrevemos

limf(¥) =L,

X—d

se para todo € > 0 existe um niimero § > 0 tal que

¥eDeO< ||¥—d||<d = |[f(X)—L|<e.

Definicdo da continuidade em 4: simplesmente

limf (%) = £(2).

X—i



Teoremas de continuidade e do limite

Teorema (Teorema do confronto)
Sef(xy) < gxy) < h(x,y) para 0 < [|(x,y) — (xo,y0)[| <7ese

lim f(x,y) lim  h(xy),

()= (x0.y0) (xy)— (x0.y0)
== lim g(x,y)=L
(xy)— (x0.%0) )
Se
lim f(x,y)=Le lim g(xy)=M
(xy)—(x0.40) (xy)—(x0.40)
entdo:

lim  (f+g)(xy) =L+M,
(xly)_>(x01y0)

lim (f.g)(x,y) =LM,
(%)= (x0:y0) 4




Limite e continuidade

Para mostrar que f ndo é continua em D: é suficiente mostrar a
existéncia de duas curvas ("caminhos”) t — 1 (t) = (x1(t),y1(t)) e
t— 72(t) = (x2(t), y2(t)) passando pelo ponto (4, b) e tais que

7(0) = (a,b) e linf(31(1) = L # Lo = limf(1a()

Exemplo:

3
x6+y2 em (0,0).

Estudo de f(x,y) =




Teoremas de continuidade

Teorema

Sejam f : A CR* - Reg: R — R tais que f(A) C Dg. Se f for continua
em (xo,Y0) e g continua em f(xo,yo) entdo h(x,y) = g(f(x,y)) serd
continua em xo, o).

Sejamf: A CR?> — Rey: I — R tais que y(t) € Aparatodot € I. Sey
for continua em to e f continua em vy (to) entdo h(t) := f(y(t)) serd continua
em ty.

v




Limite e continuidade para funcoes

Exercicio

Determine o limite se existir.

Sx — x? lim e "cos(x +¥
(x \J—*f] 2) ( y ) (x, y)—(1,-1) ( })
4 —xy _ 1 +y?
lim ————= lim In|—5——
(x. \J—»D nx?+ 3y’ (x.y)—(1.0 X+ xy
) y? i x? + sin’y
lim ———— lim —————
(y—0.0 x7 + 3y (xy—=0.0 2x°+y°
Xy cosy 6xy

lim > >
(ny)—i0,00 3x° + v

Xy

lim TS
(. v)—0,00 /x% + y-

lim xlye*
(x, \)—~fo 0 x* + 4y?

lim ————
(ry—0.0 2x* + y*

4 v
lim ———=
(xy)-0.00 x* 4+ y?
lim x%sin’y
fm—wo o x? + 2y?




Limite e continuidade para fun¢des f :

Exercicio

Determine o limite se existir.

x* 4+ y? xy*

lim lim ———
(xy)—(0.0) V/xz + .‘"2 +1-1 {x, y)—(0,0) xE + ys

lim e " sin 2
(ry—(3.0.1) (TrZ/ ]

x? + 2y? + 377
m 2 2 2
(ryd—=0.0,00 x~+ v+ z
xy + yz* + xz*
i 2 2 1
(ry.—=000 x4+ ¥y +z
I yz
im
(ry.29—0.0.0 x> + 4y> + 922




Limite e continuidade para funcdes: uso de coordenadas
polares

Exercicio

Determine o limite se existir, utilizando coordenadas polares.

3+},3

lim ———
(r.y)—(0.00 X~ + y*-

lim x>+ vH) In(x? + v*
{.1’._\')—"(0_0}( y7) In( )

e —

lim — 2 1
(y—00 x°+ vy




Caso geral: Limite e continuidade para funcoes

f c IRil — Rﬂl

Sejaf : D C R" — R™ uma fungdo de n varidveis com valores em R™, isto é,
f édada por:
fR)=f(x1,...x0) = (AG, - x%n), oo fm (X1, .0 x0)).

Entdo f é continua em @ se e somente se todas a fungdes f1,. . ., fm @0
continuas em d.

10



Pontos de continuidade

Exercicio
Determine o conjunto dos pontos de continuidade.

0 f(xy) = /6 —2x2 —3y?

Q f(x,y) = ln%

Q flxy) = \/%

Exercicio

| A\

Prove que se f for continua em (xo, o) com f(xo,10) > 0 entdo existe r > 0
tal que f(x,y) > 0 para todo (x,y) na bola de centro (xo,1o) e raio r.

Exercicio

| \

Seja f continua em A aberto de R? e seja c € R. Prove que o conjunto
{(x,y);f(x,y) < c} éaberto.




