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Resumo da ultima auloa: funções F : R→ R3

Definição

Seja F(t) = (F1(t), . . . , Fn(t)). As funções Fi(t) são chamadas as funções
componentes de F.

Teorema

Seja F = (F1, . . . , Fn) uma função de uma variável com valores em Rn e
L = (L1, . . . , Ln) ∈ Rn. Então limt→t0 F(t) = L⇔ limt→t0 Fi(t) = Li

Teorema

F : A→ Rn é contı́nua se e somente se cada componente Fi é continua.

Teorema

Sejam F = (F1, . . . , Fn) e t0 no domı́nio de F. Então F é derivável em t0 se e
somente se cada componente de F for derivável em t0 e a derivada F′(t0) é
definida como:

F′(t0) := (F′1(t0), F′2(t0), . . . , F′n(t0)) 2



Funções F : R→ Rn diferenciáveis

Definição (Vetor tangente, reta tangente)

Seja F : A→ Rn derivável em t0 com dF
dt (t0) 6= 0. Nós dizemos que dF

dt (t0) é
um vetor tangente à trajetória de F em t0. A reta tangente T à trajetória de F
no ponto F(t0) é definida pela parametrização

T = F(t0) + λ
dF
dt

(t0), λ ∈ R.

Teorema

Sejam~F,~G : A→ Rn e f : A→ R deriváveis em A. Então f .~F e~F.~G são
também deriváveis e, se n = 3,~F×~G também, e:

1 d
dt (f .~F) = df

dt .~F + f . d~F
dt

2 d
dt (
~F.~G) = d~F

dt .~G +~F. d~G
dt

3 d
dt (
~F×~G) = d~F

dt ×~G +~F× d~G
dt
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Movimentos numa esfero de raio fixo

Exerćıcio

Seja~F : R→ Rn derivável e tal que ‖~F(t)‖ = constante = k ≥ 0. Prove que

~F(t).
d~F(t)

dt
= 0.
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Equação da reta tangente
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Derivação de produtos vetoriais
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Posição, velocidade, aceleração
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Vetor unitário~T e propriedades
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Antiderivadas e curvas~F : t 7→~F(t)
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Regra da cadeia para funções vetoriais

10



Movimento e coordenadas polares
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Funções de várias variáveis reais a valores reais

Exemplo: f : R2 → R2

Definição

O domı́nio da função é o conjunto de todos os pontos (x, y) ∈ R2 tais que
f (x, y) é definida.

Exerćıcio

Determine o domı́nio de f (x, y) = x−y
x+2y . Calcule f (2u + v, v− u).

Exerćıcio

Para f (x, y) = 3x + 2y, calcule f (x,y+k)−f (x,y)
k
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Domı́nios de funções

Exerćıcio

Represente graficamente o domı́nio de z = f (x, y).
1

x−y√
1−x2−y2

2 z2 + 4 = x2 + y2, z ≤ 0.
3 z =

√
y− x2 +

√
2x− y

Definição

Uma função f : A ⊂ R2 → R é homogênea de grau λ se

f (tx, ty) = tλf (x, y).

Exerćıcio (Homogenização de um polinômio)

Seja P(x) um polinômio de grau n. Mostre que yn.P(x/y) é homogênea de
grau n.
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Exemplos de funções homogêneas

Exerćıcio

Verifique se f é homogênea:

1 f (x, y) = x3+2xy2

x3−y3

2 f (x, y) =
√

x4 + y4.
3 f (x, y) = 5x3y + x4 + 3.
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