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Resumo da ultima auloa: funcdes F : R — R?

Definicao
Seja F(t) = (F1(t),...,Fu(t)). As fungdes F;(t) sdo chamadas as fungoes
componentes de F.

Teorema

Seja F = (Fy, ..., Fy) uma fungio de uma varidvel com valores em R" e
L= (Ll/ 000 ,Ln) € Rn, Entdao limt_)to F(t) =1 = limt—)to Fl(t) — Ll

Teorema

F: A — IR" é continua se e somente se cada componente F; é continua.

Teorema

Sejam F = (Fy,...,Fy) e ty no dominio de F. Entdo F é derivivel em t( se e
somente se cada componente de F for derivivel em ty e a derivada F'(t) é
definida como:

F/(tO) = (Fll(tO)IPIZ(tO)/ e '/Pil(tO))




Fungdes F : R — R" diferenciaveis

Definicdo (Vetor tangente, reta tangente)

Seja F : A — R" derivdivel em to com % (to) # 0. N6s dizemos que T; ( 0) é
um vetor tangente a trajetoria de F em tO A reta tangente T a tra]etorza de F
no ponto F(ty) é definida pela parametrizagio

F
T = F(t) +Ad (fo), A € R.

V.
Teorema

Sejam E,G: A — R"ef : A — R deriviveis em A. Entdo f.F e F.G sdo
também deriviveis e, se n = 3, F x G também, e:

@ 4(EC)=£.G+FiC
Q il

w



Movimentos numa esfero de raio fixo

Seja F : R — IR" derivivel e tal que |E(t)|| = constante = k > 0. Prove que

F(t).ﬂ;—(tt) = 0.




Equacdo da reta tangente

Calcule :%; e %;f_.

@ Fr=(365<", en (t3+1))

2 - ""‘u _ _Eb 3kt
=F(e)=(6t,-" tl+t4) F(u)= (6, ¢ tl((f;) 4.1),{:{:.':]] (¢,e 3::4}31)

Determine a equagao da reta tanqente no Pont':o dade:

®F (Y- (44,8 reports Fa)
Equqﬁ? Ju peta tanqente: G(\)= F(_U.,_)\ F (.l)

agqui: FO)=(3,%41%) e Fle)= (-4 - 2,2t entio FQ)=(-4,-4,4)
Conclosas: a equagis do reta fuﬂjen{g}nufufb FGIZ: ()= (‘If:.f 4)+ N, (-‘.—; ah 'fJ
= (4-2,2-2 4+4)).
O F (4= (t,£5 £, t%) no ponte Fia)= (14 14)-
Resposta: GN= (4444 + X (4,2,42)-



Derivacao de produtos vetoriais

SEJG- F: I.—)-IF\", SuPanhn: F’(—EJ:. 3 VieI. Mostre que. existe uma. conglanle
R=(ky Koy yke) tal que F(4)=K Vel

Resp: F'te)= (Fatt-yFattl)= (0--40)=> ¥ ie{4,,n} F(¢)=0
=V ieftyn] Fild]=constant = k;.
(Lembra: Ya,ber, § ¥ fat = Fi(b)-Fila) > Vabel, F;(a)=Flb)

& 1sbo & Z f, & constanle.

Seja EE I___:Rj I intervalo, derivavel afé a Sequnda omdem.
.fupnnhu.:g XxeR i’:&lqw_: Vtel, & Fe :}\,?U:J. Prove: ?Mx ““-:.{é}: constante emI.
dt* E3

Resp: %(f(ﬂx%’f”):‘%‘u i_f;-;-FMxi F{g Fle)x \Floy=3
-.__,-—E—_/

Aplicagio: X (4)= posisi, Seja G Ufﬂ B ey G ttj=2U). R (4])

=50 momente Mﬂwinl'. X xmvit)e constants. [Mewéon: m.ox” ()= gﬁ*}.—.)\({}? f-é)}-
Exzmpln anVIfﬂfu G )= GMm ¥ {-EJ O bservagan: Leokerna fonciona. Com A(¢) nio anstante !
(B



Posicao, velocidade, aceleracao

.SUPMAa. T fK—}Rl.rgjl derivavel até a Sequnda oxdem e que: Il ?'[-\‘.)H:ﬁ/ Y tzo.
@) Prove : dl" d.r“_J_ P d. !'['EJ

@OanJuJu an{m re d- r Cg)g entre T e T

@ femos que || T(L))=VE = IF[*= £ = LIFGI- 4

Pms,,fzmég_q que frfﬂf[ = r‘(e) r({J fa.mﬁo_m e que £ (l’ﬂ'} I’E{JQ v[ijFRJ-r- ?({JV(-&J
=4 ?(“-)V&J

o 4,_l[lr'[€;.!ﬂ'1 d1_-0 4 e isso implica.: d- fl?(”-?[‘f)}ﬁzﬁ/;jfd T AVHIE) + AT T ) =0

d7 47 _‘;“ 47

-Fl.hm.[lnln“'f,i V&J-\((‘U:-rfﬂ- 2[5}/, l.e Spobm S B
@ r. % :—”‘““ SO tmas Fambimm:
F‘%:H?f[”d H co;(r/__.):}co:(r dt‘}go >a_njuf= ¢} &[ ]

Pegaunta: sejam Py, .., Py ponbos e esfera .
Mostae que: 3 L deles que fazem um a;_r\jdl‘ﬂ <¥ [(m a om'Jzn).



Vetor unitario T e propriedades
‘ Seja o pasigdo: T(4)=T,+7.t + L & 7, com %, % constantes. Calcule V(E)e & (¢). |

Temas: V (€)= Of\f,-f— a.te & q'

SuFanhanaJ H V{f}/}l—mnj‘ahfe =K. Prove: V() 24)=0 ¥ t

4V < L =0 !
vffla.fﬂ

SvPonhn H v f'&)”q.‘ o¥t. Fafn. T (t]= v (H onde v{t]=[IV @)

PRoVe@T . °'-£T $@o ortsgonais

v dT L 4
®a“vwir"’—57'

@dAT _(d A\ Vi) + 2 dV _-vitle 4 47
AT ) VO % v Ve ar

V2T a4 Vv 2 dV 2 v, vy

vz"%*?ﬁ'v__v 2vt dE _-.\71—2.;1

Agora: V()= 7.V 2dvie)v'lt) = 2V ). i"':')")f’ H =

B VW=vE.T6) = 2 &= v Tw + o). Tt



Antiderivadas e curvas F : t — F(t)

Movimento numa. e(_L'IDjz: Seja Fl)zacswii+ b,sc.-.u{‘]'/ onde a b Sao conslantes.

Mostre: &7 . Wi,

dit?

Smff-ﬂn-.ntn, ti cm.h‘_*-wm.ru{ e l{.amﬁu-\ d.]'jm.u{ =W Schl«lt
d.tl.
Endzo: %_"—:-w2 r.

Determine F= T (k) Sabendo que: @ﬁ; t212K e Tlo)=7 +7.

@i-f_u.wn':m msl‘\‘:y._.k tz0e Plo)=7 -J+.'L?<’

= 3 a2

Lk + 2. ﬁJﬂM, I'(GJ.:O +C=LU = E,':-I':-fj.

r{i};%

®-|!('E):—-ca.s£? +J:1:Jm1.tj’+ fn_g_-ﬁﬁ?.,. Z.

?Mn.. &:0: ?{OJ:HI +OJ.+O-'E +-c'_ :?:-3-!- .'J.'l?.-f;Z:ZZ;j’i- l.i:.



Regra da cadeia para fun¢des vetoriais

Regm da cadeia : Sfja.m tou(t) teI, Un—a?[u)ek"l e T, Berivavels, onde LT sas
intexvales em R. Suponha:¥tel, alt)e J. Frovwe que Ht)=Fla (H), L eI, & derivavel e que:

dH _dJF
S Ok

O deniviivel: seja. F (i) (F, (w); - Foln) , ento: A ()= (T late)y F, Caclbl)= (W, 18- H, (4)
ﬂju-./ cade H;(4] & derivivel (f:ﬁ; Kegra da Cadeia )= & Jexivivel .

@ Tounula. pela deivate.: Sabemos que Hift)= Filute) o'l jentis ﬁ’&)::;i(él (Folute)y- Fo (e 8)

I

&

4F ()

Canmfué‘nch: Pahmu ﬂ,f[('ﬁli( fﬁoPm Curvas faalnm.
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Movimento e coordenadas polares

movimento e coordenadas polares: suponha A (8) = cos BT +5enB7
P pon e gy

e Iie{ah-smd? + @07, e T)= (’&J;'.'e“”“]/“"" 0= 00¢), = p= plt) de clage C*.

@ Mostre: &

& Bole)= 6L, ().

o casB(t] = -sen (4. be iLz Sen B(t)= o5 8(t). 6= 38 (6)=-fen 006). 07 +[eas (0407 = 6 PRCEY

®Mosre: & & Ty (00t)) = - 6 iy (6)-

Podemos vilizar a Rega da cadeia fambim : "m— "L?@.{HJ %—

com u(t)=6(¢], f{ﬂ-} = ?(8}' (cas 0,5end) _{ii._ J_T;(a(u)%,

©V=piyrpbiky | Tamos: V= o, (0te)s plt) & Folottl)= p i + 032,

@3a=[p-p0 U+ [1p0+p6]0, \ Temas: 2= pir éfi:ﬁ- ('eﬂ-rré)ﬁa-r fe% zZ,
(e

R
-e@ ﬂ-',
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Func¢oes de vdrias varidveis reais a valores reais

Exemplo: f : R? — R?

Definicao

T

O dominio da fungio é o conjunto de todos os pontos (x,y) € R? tais que
f(x,y) é definida.

v

Exercicio

Determine o dominio de f (x,y) = % Calcule f(2u + v, v — u).

v
;-

Exercicio

k) —f (x,
Para f(x,y) = 3x + 2y, calcule fH)fxy)




Dominios de func¢oes

Exercicio

Represente graficamente o dominio de z = f(x,y).
0 ——

1—x2—y2
Q 22+4=x*+1%2z<0.
Qz=\y—x2+/2x—y

v
s~

Uma fungio f : A C R?> — R é homogénea de grau A se

it ty) = £ (x,y). J

Exercicio (Homogenizagdo de um polinémio)
Seja P(x) um polindmio de grau n. Mostre que y".P(x/y) é homogénea de
grau n.




Exemplos de fun¢des homogéneas

Exercicio

Verifique se f é homogénea:
0 flxy) = x3+2xy2

By

@ f(x,y) = Vx*+y~
Q f(x,y) =53y +x* +3.




