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Resumo da ultima aula:

Exercicio

@ Mostre quep = (a,b) € A é um ponto interior de A se e somente se:
existe um quadrado C = (a — 6,a+ ) x (b —6,b+ &) com centro em p
tal que C C A;

@ Mostre que y = x é um conjunto fechado de R?.

Definicao

| N

Seja € o vetor unitdrio na diregdo de 1l (isto é ﬁ ). A projegio de T sobre 1,
proj;v pode ser definida como

X.
x|

<!

proj;v = Aé = é.




Determinante de uma matriz quadrada

Determinante de ordem 2:

(a+c,b+d)

Interpretacdo geométrica: O valor absoluto do determinante € a area
do paralelogramo formado pelos vetores (a,b) e (c,d).



Determinante 3 x 3: expansao de Laplace

a b c¢
Al=| d e £ |=a- ef‘—b-‘d# -I—c“de‘
g h i h 1 g 1 g h
T A A
a b—¢c
e f
ihi
—a (b e
d e f
g n i
b
d e



Produto vetorial, em R3

Formula para ii A ¥ também escrito como i x U:
dados il = (a1,b1,c1) e ¥ = (ap, by, c2) temos

UND = (bicy — Clbz)?+ (apc1 — 111C2)7+ (a1by — azbl)E

ar s
by bs

ay 3
by b .

ay dr
by b

axXhb=

k

Produto vetorial e determinante:

i j Kk
axXb=|la a a
by by b

i X U éortogonal aiie?d




Produto vetorial

Demonstracao:

a: daz a das a, d
bz b‘; b] b} b] bZ

= ai(a:bs — asb,) — axlabs — asby) + as(ab, — axby)

(axXb)-a= a, — a, + 3

= ﬂ]ﬂzbg - albzag - ala;b3 + b.a;a; + ﬂ|b2ﬂ3 — b]azﬂs

=0

Teorema

Seja 6 € [0, 7| 0 angulo entred e b, entdo:

[[@ > b|| = ||d]|||7]|send




Produto vetorial: interpretacao geométrica do produto

vetorial

la X b|* = (a2bs — a:by)” + (asby — a\bs)” + (a1by — axby)’

= aib3 — 2aasb:bs + aibi + a3bi — 2aiasbbs + aibi
+ athi — 2a,a:b01b, + aibt

= (at + a? + a?)(bt + b7 + b3) — (a\b) + a:b, + asb;)?
=|af[b[> = (a- by’

b|* — |a|’|b|*cos?®

= |a]’|b|*(1 — cos®0)

b|*sin®0

= laf

~ |af

Como justificar essa equacao?

(@4 a2+ @) (B2 + B+ 1) = (aby + axby + ashs)? + || x B2
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Os quaternions IH de Hamilton: uma generalizacdo de C

Definicao
Um quaternion é uma soma a + bi + cj + dk ondea,b,c,d € Rei,j,k
satisfazem:

Definicao

O conjugado de q = a + bi + cj + dk, é definido por § = a — bi — cj — dk. A
normade g é N(q) = /4.9 = a* + b* + > + d>.




Produto de quaternions e Norma

O produto
(go + iq1 + jgo + kq3) (ro + iry + jra + krs) = (to + ity + jto + kt3) onde:

tg =rggo —Ng —1oq2 —'ygy)
i =gy + ngg — gy +15399)
ty =(ryqy + 1193 + raGo — 134qy)
ty =(rpq3 — g +ryq +13qp)

Mostre que N(q1.92) = N(q1)N(q2).

Observacio

Um quaternion sy + isy + jsz + ksa pode ser escrito como (s1,71) onde
01 = (s2,83,54). O produto q1.q2 = (s51,71).(s2,72) é igual a
(5182 — U1.07,8102 + 201 + 01 X 52). )




Produto de quaternions e Norma |l

Sejam q,
(N(q1).N

(0 5 ) (0 611,112,513) qu = (0,52) = (0, bl,bz, b3) Entdo
))? = (a3 + a3 + a3).(b% + b3 + b3). Também

NG

-2 = (—51.1_52,51 X 52) — Nz(ql.qz) = (51.52)2 -+ ||§1 X 52”2

Podemos comparar com a mesma situagdo com ntimeros complexos:

Lemma

Sejam u = a +biev = c +di. Entdo |a+ bi|* = a> + b* e
|c + di|* = ¢® + d?, mas também

(@ + ) (2 +d>) = |a+bi|c+dif?
= |(a+bi).(c+di)|* = (ac — bd)* + (ad + bc)?

v
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Fungdes F : R — R3

Imagem de F:a imagem de F é o conjunto de todos os pontos
F(t),t € R. Euma curva em R®.

Desenhe a imagem:
Q F(t) = (t,t1),t>0
Q F(t) = (t,t,1+sent),t >0
@ F(t) = (e"tcost,e fsent,e™),t > 0

Operac¢des com fungdes F : R — R™:

Definicao
Seja F(t) = (F1(t), ..., Fu(t)). As fungdes F;(t) sio chamadas as fungdes
componentes de F.
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Fun¢des F : R — R" continuas e diferenciaveis

Teorema

Seja F = (Fy, ..., Fy) uma fungio de uma varidgvel com valores em R" e
L= (Ly,...,L,) € R". Entio

limF(t) =L < }ert})Pi(t) = Iy

t—tp

Teorema
F: A — R" é continua se e somente se cada componente F; é continua.

Teorema

Sejam F = (Fy,...,Fy) e ty no dominio de F. Entdo F é derivivel em t( se e
somente se cada componente de F for derivivel em ty e a derivada F'(t) é
definida como:

F'(to) := (Fy(to),F3(to), ..., F,(to))
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Fungdes F : R — R” continuas e diferenciaveis:
exemplos

Exercicio

Calcule
lim F(t), onde F(t) = (\/— L 1, t_1>
t—1

t—1"7 t

v

Exercicio

SejamE: A — R3e G : A — R3 tais que lim;_;, E(t) = 0e ||G(t)|| <M
para todo t € A. Prove

o hrnt_>t0 ( ) G(t) =0

-

Q llmt_>t0 ( ) X G( ) 0 )




Fungdes F : R — R" diferenciaveis

Definicdo (Vetor tangente, reta tangente)

Seja F : A — R" derivdivel em to com % (to) # 0. N6s dizemos que T; ( 0) é
um vetor tangente a trajetoria de F em tO A reta tangente T a tra]etorza de F
no ponto F(ty) é definida pela parametrizagio

F
T = F(t) +Ad (fo), A € R.

V.
Teorema

Sejam E,G: A — R"ef : A — R deriviveis em A. Entdo f.F e F.G sdo
também deriviveis e, se n = 3, F x G também, e:

@ 4(FG) =% G+FL
Q@ L(FxG) =% xG+Fx %L




