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Resumo da aula 1

o Objetivo do curso Célculo II: refazer Calculo I em dimensao 2.
o Integrais na fisica: Exemplo da queda livre :

equagdo diferencial x” = g = x(t) = 1gt* + vot + xo (porque?)
o Integrais na fisica: Lei de Newton < conservagdo da energia
o Oscilador harménico:




Integrais e area: subdivisao e aproximacgao
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Integrais e area: subdivisao e aproximacgao
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Como escolher um ponto dentro de cada intervalo da

subdivisao?

Possibilidades: ponto esquerdo, direito de cada sub-intervalo, ponto
medio, ponto onde f tem um maximo, ponto onde f tem um minimo.
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Exemplo em dimensao 2:

Volume abaixo de um gréifico: F(x,y) = 2 — 2sen(x? + y?).




Integrais: o problema da area

Subdivisdo e aproximacao: Aproximar com retangulos: obter uma
estimativa inferior da area: aqui

area(S) = S1 + Sy + S3 + S4 > L1 + Ly + L3 + Ls. Os retangulos tém a
mesma base = 1/4 e alturas 0, (1/4)?,(2/4)?, (3/4)>.
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Aproximando com oito retangulos

Aproximar com 8 retingulos: estimativa inferior e superior da area:
usando extremos esquerdos e direitos dos intervalos

L1 7 (1.1




Aproximando com # retangulos

Tomando o limite: vamos dividir [0, 1] em # intervalos iguais,

construir retdngulos usando os extremos direitos, calcular a soma das
areas dos n retangulos e fazer n — co.
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Tomando o limite

Soma das dreas de 1 retangulos: também chamada soma de Riemann.

1nn+1)2n+1)
Rn: —3
n 6
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(Porque?)
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Integral definida: a integral de Riemann

Definicao

Seja f uma fungdo continua em [a, b]. Podemos dividir [a,b] em n
subintervalos [xo,x1), . . . [xn_1,Xn] de comprimentos iguais Ax = 2. Em
cada [x;_q,x;] vamos escolher um ponto amostral x}. Entdo a integral definida
de fdeapara b é:

[ Fwd s = fim 3537

[
A,

Teorema

Se f é continua em [a, b] ou tem um nitmero finito de descontinuidades, entdo
a integral de f de a para b existe.

Vocabulario: f(x)=integrando, a,b sdo os limites de integracdo
(inferior e superior).

Definicao

A soma Y, f(xF)Ax é chamada uma “soma de Riemann” 2



Exemplos

Exercicio

Sef(x) = v/x—2,1 < x <6, escreve a soma de Riemann com n =5,
tomando como pontos amostrais os pontos médios.

Exercicio

| N\

Expresse o limite como uma integral definida no intervalo dado:
n
lim
n—00 ¢
i=1

eti
1+ x;

Ax, [1,5]

Exercicio

Calcule ff x3dx
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Propriedades da integral

Interpretacao da integral: area liquida (=diferenca das areas)

I, 24
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Exemplos

Exercicio

O grifico de g consiste em duas retas e um semicircuo. Use-o para calcular
cada integral.

(a) J: g(x) dx (b) J.: g(x) dx (c) ‘0_ g(x) dx
¥
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-, Y=g
0 4 7 A




Propriedades da integral de Riemann

Teorema

@ Sef(x) > 0paraa < x < bentdo fabf(x)dx >0

Q Sef(x) > g(x) paraa < x < b entio fubf(x)dx > fubg(x)dx
@ Sem < f(x) < Mparaa < x < bentio
m(b—a) < [*f(x)dx < M.(b — a)




Como utilizar as propriedades da integral, sem calcular a
integral

Exercicio

Use as propriedades das integrais para verificar a desigqualdade sem calcular
as integrais:

J04(x2—4x+4)dx20
Ll\/l + x? dxijol\;'l + x dx
2sj11,/1 F 2 dx<2y2

ﬁﬂ{"ﬁf \/3_17
24

4
cos xdx =
»‘m’ﬁ 24
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Mais propriedades da integral

[7 0 dx= =" ) ax ["r9 dx =0

1. J.b cdx= db— a). onde c é constante

2 f[f(x) + g(0] dr = _fj flx) dr + L* g(x) dx

3. F cflx)dy=c fb f(x) dr., onde c € constante
4 "1 = gWldx = |7 ) dx — [ gl
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Teorema fundamental do calculo

V4

Teorema (Teorema fundamental do célculo, parte 1)

Se f for continua em |a, b] entdo a fungdo g definida por

g(x)z/axf(t)dt, a<x<b

é continua em [a, b] e diferencidvel em (a,b) e g'(x) = f(x).




Teorema fundamental do calculo

glx+ B) — g(x) = L”"f(r) de — [" f(e) de

= ( j " f(0) de + L”" (1) dr) - j £(0) dt
- L"”‘f(r) dt

g(x + 1'3'})il —g(x) _ %J‘x+h b de

X

Agora o ultimo termo é quase como h.f(x) entdo F'(x) = f(x).
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Teorema fundamental do célculo, parte 2

Teorema (Teorema fundamental do célculo, parte 2)

Se f for continua em [a, b] entdo

[ fwa = Fe) - Fla)

onde F é qualquer antiderivada de f, isto é, uma fungio tal que F' = f.

v

Prova: com g(x) = [ f(t)dt, sabemos que g(b f f(t)dt. Mas
também sabemos que duas antiderivadas de f dlferem por uma
constante

F(x) =g(x )+C
entdo F(b) — F(a) = ((b) + C) — (g(a) +C) = [ £(t)



Praticar: calcule as derivadas

X 1 X 2
1. g(x) = J; e dt 8. g(x) = L e tdt
9. g(s) = LS (t— *)*dr 10. g(r) = L"\/Xz + 4 dx

1. F(x) = Iﬂ\/I + sec ( dt
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Praticar: calcule as derivadas

12. G(x) = jl cos+/t dt

-2

13. Alx) = _flex In ¢dt 14. h(x) = J‘lﬁﬁ dz

15, y— 'f Jt dt 16. y='f: cos’8 df

o= 18 y=( Vit
- 1-3x 1 + u - .Lm.r

56. g(x) = _fmxrsintdt
1-2x

57. F(x) = jf e dt 58. [(x) = jh arctan ¢ dr
x Vx

59. y = s In(1 + 2v) dv »



Revisao: derivadas

Regras das derivadas

Formulas gerais
d
1. E (=0
3. d%[f(i’) + (0] = F(x) + ¢g'(x)
> d%[f (0g(x)] = F(g'() + g(x (9 (Produto)

d .
flg(x) = (g(x)g'(x) (Regra da cadeia)

T. J—
dx

Exponencias
d

9. —(e)=¢"
L) —e

d 1
1. —In =—
dx | x

2 L) = cr
dx

d
4 0 —g] = 10 - g'(0

d [ f(x)] _ W) - Axg'W)

Cdx | gl [P

d
8. E(r’) = nx™!

10. %(a‘) =a‘'lna

d
12. — (log.x) =
dX(Og %) xlna
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