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Os espacos IR"

Definicao

O produto escalar dos vetores X = (x1,X2,...,Xz) €Y = (Y1, Y2,---,Yn),
denotado por X.jj é um niimero real, definido por

XY = x1y1 + X2Y2 + ... XnYn

Definicao

X e 1 sdo perpendiculares (ou ortogonais) se X.jj = 0

Definicao

- =

Norma do vetor %: ||%|| = \/x% +x34...x2 = VIR

Teorema (Desigualdade de Schwarz, ou Cauchy-Schwarz)

Para X,y em R" temos
Xyl < 1|17l




Consequéncias

Exercicio

Mostre a desigualdade triangular:

13 + ]| < [[a]| + |7

W
Exercicio

Mostre que para qualquer vetor X = (x1,X2,...,Xx,) € R"™:

2] = |xi]

v
s .

Exercicio

Seja 1i um vetor qualquer de R". Prove que se 1.9 = 0 para todo vetor
7 € R", entio il = 0.
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Conjuntos abertos

Definicao

A bola aberta de centro (xo,Yyo) e raior > 0 é

{(x,y) € R%||(x,y) — (xo,50) | <7

Definicao

T

Seja A um subconjunto de R%. O ponto x € A é um ponto interior de A se
existir uma bola aberta de centro (xo, o) contida em A.

Seja A um subconjunto de R?. A é um conjunto aberto se todo ponto de A for
ponto interior.

Mostre que cada bola aberta é u conjunto aberto. \
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Conjuntos abertos

Quais dos conjuntos abaixo sio abertos:
0 {(vy);xy >0}
@ {(xvy);¥+xy+y* <0}
9 {(vy)x+y=>1;

Definicao

Seja F um subconjunto de R?. O conjunto F é fechado se R?> — F for aberto.

Quais dos conjuntos abaixo sio fechados:
@ Odisco fechado de raio 1;
@ {(xysx=11<y<3}




Projecao de um vetor

proju(v) - v

u proju(v)

Definicao

A projegio do vetor T sobre i é o unico vetor W = proj;0 tal que:
Q existe A € R tal que W = Al (i.e W e 1l sdo colineares),
@ W — U e U sdo perpendiculares.
A projegio proj;0 é dada por:
1.0

1
21>

projsv =




Projecao de um vetor I

Seja € o vetor unitdrio na dire¢do de 1l (isto é % ). Podemos escrever entio
proj;v como um multiplo de @,

s = — k"_' —
proj;o = Aé = Tye.
1%
O escalar - ¢ chamado a projecio escalar de @ sobre 1.
T=l H

Exercicio

N
| N\

Use a projegdo escalar para mostrar que a distdncia de um ponto P1(x1,y1) 4
retaax +by+c=0¢
lax1 + byy + |

Vi + 12




Exercicio

Se ¢ = ||d||b + ||b||@, mostre que c é bissetriz do angulo entred e b.

Exercicio

Mostre a lei do Paralelogramo:

1%+ 711 + [ - 7I1* = 2I|%]1* + 2/|71I*




Determinante de uma matriz quadrada

Determinante de ordem 2:

(a+c,b+d)

Interpretagao geométrica: O valor absoluto do determinante é a drea
do paralelogramo formado pelos vetores (a,b) e (¢, d).

Mostre essa interpretagio. I
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Determinante 3 x 3: expansao de Laplace

a b c¢
Al=| d e £ |=a- ef‘—b-‘d# -I—c“de‘
g h i h 1 g 1 g h
T A A
a b—¢c
e f
ihi
—a (b e
d e f
g n i
b
d e
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Determinante 3 X 3: regra de Sarrus

detA={ + + ) - (1 br + b , C,a, + C,a b_I)
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Determinante 3 X 3: interpretacao geométrica

Sejam r1, 17,13 as trés linhas da matriz 3 x 3. O valor absoluto do

determinante dela é o volume do paralelepipedo formado pelos
vetores 71,72, 73.

r1+r3

r1+r2+r3
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Determinante e algebra linear

Definicao
Uma aplicagdo F : R" x R" ... x R" — R é multilinear se:

— -

F(%ll---/“ﬁi‘f’ﬁ?ji/---/}n) = sz(5c’1,...,ﬁi,...,EC’n)+,BF(5C’1,...,vi,...,xn

para qualquer escolha dei € {1,...,n}, qualquer i;, v;.

Definicao
Uma aplicagdo F : R" x R" ... x R" — R é multilinear alternada se F é
multilinear e também:F (X1, ..., %,) = 0se X; = X; para um par (i,j).

| N\

Definicao
O determinante det(X1, . .., Xy ) é a tinica aplicagdo multilinear alternada tal

que
det(El,. 0 .,En) = 1,

ondeé; := (0,0,...,1,0,...,0) (i.e o1 esta na posicio i).

A
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Produto vetorial, em R3

Formula para ii A ¥ também escrito como i x U:
dados il = (a1,b1,c1) e ¥ = (ap, by, c2) temos

UND = (bicy — Clbz)?+ (apc1 — 111C2)7+ (a1by — azbl)E

ar s
by bs

ay 3
by b .

ay dr
by b

axXhb=

k

Produto vetorial e determinante:

i j Kk
axXb=|la a a
by by b

i X U éortogonal aiie?d




Produto vetorial

Demonstracao:

a: daz a das a, d
bz b‘; b] b} b] bZ

= ai(a:bs — asb,) — axlabs — asby) + as(ab, — axby)

(axXb)-a= a, — a, + 3

= ﬂ]ﬂzbg - albzag - ala;b3 + b.a;a; + ﬂ|b2ﬂ3 — b]azﬂs

=0

Teorema

Seja 6 € [0, 7| 0 angulo entred e b, entdo:

[[@ > b|| = ||d]|||7]|send
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Produto vetorial

Demonstracao:

la X b|* = (a2bs — asby)” + (ashy — a\bs)” + (a1by — axby)’
= a3bi — 2axasb:bs + aibi + aibi — 2a,asbibs + aib3
+ atbi — 2a,a:b\b; + aibt
= (af + ai + a3)(bt + b + b3) — (a1by + a2b> + asbs)’
= |a[[b]* = (a - b)?
= [a[b[* = |a[’|b[*cos’
= |a|b[*(1 — cos?0)

= |a || b|*sin’0

16



Os quaternions

Definicao

Um quaternion é uma soma a + bi + cj + dk ondea,b,c,d € Rei,j,k
satisfazem:

Definicao

O conjugado de q = a + bi + cj + dk, é definido por § = a — bi + cj + dk. A
normade g é N(q) = /4.9 = a* + b* + > + d>.
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Os quaternions

O produto
(go + iq1 + jgo + kq3) (ro + iry + jra + krs) = (to + ity + jto + kt3) onde:

tg =rggo —Ng —1oq2 —'ygy)
i =gy + ngg — gy +15399)
ty =(ryqy + 1193 + raGo — 134qy)
ty =(rpq3 — g +ryq +13qp)

Mostre que N(q1.92) = N(q1)N(q2).

Definicao

O conjugado de q = a + bi + cj + dk, é definido por § = a — bi + cj +dk. A
normade g é N(q) = \/q.5 = a* + b* + c* + d>.
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