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Forma polar geral de uma seccao conica

Teorema

Seja F um ponto fixado no plano ("foco”) e | uma reta fixada ("diretriz”) e
e > 0 ("excentricidade”). O lugar dos pontos P do plano tais que

d(P,F) P .
TG = ¢, onde d é a distancia,

é uma secdo conica:
Q casoe < 1: uma elipse,
@ caso e = 1: uma pardbola,
@ caso e > 1: uma hipérbole.




Forma polar geral Il

Com o gréfico podemos ver que

d(P,F) B B ed
1) =e = r=¢(d—rcosf) = = T ecost" X




Forma polar geral |l
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Teorema

A forma polar geral de uma se¢do conica de excentricidade e é:

O .
"~ 1+4ecosf 1+ esend




Movimento de um planeta

No potencial gravitacional V = — GTM Na proxima aula:

Teorema

O movimento de uma particula na influencia de uma forca gravitacional é
uma conica de excentricidade

2ER2\ V2
o (ne ),
m

onde h é o momento angular.




Movimento de um planeta: parte |, o movimento fica num

plano

O Equacio de Newton:

m(%)" = —GMm.

@ Conserva¢ao do momento angular:

d ~
a(?c/\mz?) =0Amo+xAmE) =0+%A —GMm

Lembra que 7 A ¥ é perpendicular a 7i e ¥ e tal que
|t AD|| = ||#]|.]|||.sen(ii, ), entdo i A i = 0 para qualquer .
@ Formula para ii A 3: dados il = (ay,b1,¢1) e T = (ap, b, ¢2) temos

UAAND = (b1C2 — Clbzﬁ-i- (11261 — 111C2)7+ (albz — tlzbl)E

© O movimento é planar, no plano definido por Xy, Jy: este plano
pode ser definido como o plano passando pelo ponto inicial e
perpendicular & L(0) := momento angular. Simplesmente porque
X(t) é sempre perpendicular ao momento angular L. 6



Movimento de um planeta: parte Il, equacao polar do

movimento

© Equagdo polar: agora sabemos que o movimento pode ser

descrito com r(6(t))
e ( 0(t) )

Q Base (3): ¢ util definir 11 = |XH = (59 (vetor radial, unitério na

. ~ =\ .= /—senf 7
direcido de X) e ¥ = (" .y ) perpendicular a . '
Podemos observar que 4ii = 0/.Fe 47 = —0".ii = —0.ii

@ Derivadas de X, 7: Temos que
= _ /rcosf = sicosf—rsenff
X = rsen(-}’) U - (fsen9+rcos 00
Da mesma maneira,

= .1l + r07.

d = it + 109 + (10 + r0)s — 6%



Movimento de um planeta: parte Ill

O Expressao do momento angular:

e .«

L = mr*dk

@ Equac¢ido do movimento: ao longo do vetor ii:

GMm . GMm 12
=

.. v
F—r0° = — - 4+
r2 72 mr3

© Mudanga de coordenadas u = 1/r

drd(1/u) o\du  ,du,  Ldu
i~ @ V=T R e
e também
r_ L, 1@
a2 mdo?r  m? do?

(lembra que 0 = %uz)



Movimento de um planeta: onde estamos agora?

O Equagido do movimento:

L*u? d*u , L* 4
T age T OMu

mas isso é simplesmente:

d2_u 4= GMm?

62 L2
@ Solugao:

1 GMm?

=—-=—+A 0
u p 2 + A cos

@ Conclusio: nés sabemos que 1 = B+ A cos § é uma equagao polar

de uma sec¢do conica.



Um pouco de historia

@ Tycho Brahe: astronomo dinamarqués(1546-1601). Ele teve um
observatério chamado Uranienborg numa ilha entre a Dinamarca
e a Suécia. Quando era estudante, Tycho Brahe duelou com um
outro estudante (sobre uma questdo matematica) e acabou
perdendo o nariz. Sem telescépio, ele fez observacdes das
posicoes das estrelas e dos planetas.

@ Johannes Kepler: (1571-1630).Escreveu as Leis de Kepler 10



Leis de Kepler

@ Primeira lei: "Os planetas descrevem 6rbitas elipticas, com o sol
num dos focos.”

@ Segunda lei: O raio vetor que liga um planeta ao Sol descreve
areas iguais em tempos iguais. (lei das dreas)”

to+a
' rzd—edt = (L/m).a

r?.0 = constante = L/m —>
t=ty  dt

@ Terceira lei: "Os quadrados dos periodos de revolucéao (T) sdo
proporcionais aos cubos das distancias médias do Sol aos
planetas. T?> = ka®, onde k é uma constante de proporcionalidade.

11



Os espacos IR"

@ Def. “"conjunto de todas as n-uplas, isto é sequéncias ordenadas
de n reais”
R" := {(x1,x2,...,%x,);xi € R}

@ Soma:
(x1, %0, o, %) + (Y1, Y2, - yn) = (1 +y1, %2+ Y2, - oo Xn + V)
© Multiplicacao por um escalar A € IR:
A(x1,x2, ..., %) = (Axq, Axo, ..., Axy)

Espaco vetorial: dizemos que R" tem uma estrutura de espago

vetorial.
Produto escalar:

Definicao

O produto escalar dos vetores X = (x1,X2,...,%Xz) e = (Y1,Y2,---,Yn),
denotado por X.3Jj é um niimero real, definido por

X.J = x1y1 + X2Y2 + - - - XuYn )




Produto escalar e propriedades

2§ = (x1,41)-(x2,y2) = |x[|-|lyll cos (%, §), onde ||Z|| = \/x] + 3,

onde ||X

é chamado a norma do vetor X.

Demonstracao.

Podemos escrever HLH = (cosw,sena) para « € [O 271) e também

% = (cos B,senpB) para um p € [0,27). Entdo

TRTTT = cos(@ — B).




Produto escalar e vetores perpendiculares

Os vetores X e i sdo perpendiculares (ou ortogonais) se

Xy=0 )
Mostre, que para os vetores ¥ = (x1,y1) e = (x2,12) em R?:
Q XX =X
Q -7l = (x1—y1)?+ (x2 —y2)2 = d(M, N) onde M tem
coordenadas (x1,y1) e N tem coordenadas (x2,y2).

@ Mostre o teorema de Pitdgoras.

V.
Exercicio

Determine um vetor ndo nulo que seja ortogonal aos vetores 1l = (1,2, —1) e
7=1(2,1,2).




Retas definidas com um ponto e uma direcao

Teorema

A equagio paramétrica da reta que passa pelo ponto Py = (xo, o) e que é
paralela & direciio do vetor OA = (a,b) é

(x,y) = (x0,y0) + t(a,b) ondet € R

Quando a # 0, uma equagdo cartesiana é

Y=Y = —(x—xo)

Teorema

| |
N

A equagio paramétrica da reta que passa pelo ponto Py = (xo, o) e que é
perpendicular & direcio do vetor ON = (a, b) é

(a,b).(x — x0,y —yo) = 0.




Retas definidas com um ponto e uma direcao |l

Mostre que ax + by + ¢ = 0 é perpendicular a direcdo do vetor (a,b).

Determine a equagio da reta que passa pelo ponto (1, —1) e que é
perpendicular a reta 2x +y = 1.

Determine um vetor cuja diregdo seja perpendicular a reta x + 3y = 2. \

Mostre que il \ 0 é perpendicular a i e D.

Determine a equagdo vetorial da reta que passa pelo ponto (1,2, —1) e que
seja perpendicular as diregdes dos vetores i = (1,1,1) e = (1,—-2,1). 6




Norma (ou comprimento ) de um vetor

Definicao

O niimero ||X|| = \/x% +x3 +...x2 = VXX é chamado a norma do vetor

X=(x1,%2,...,%).

Teorema (Desigualdade de Schwarz)

Para X, em R" temos
%] <

[1%[]-[171]-

Demonstracao

3
| A\

Para qualquer t € R, temos que
0 < (X+1ty).(X+ty) = XX+ 2tX.J + 1., entdo 0 A tem que ser
negativo :

A =4(27)* — 472171

mas isso implica:

%71 < 1% 17]-



Projecao de um vetor

proju(v) - v

u proju(v)

Definicao

A projegio do vetor T sobre i é o unico vetor W = proj;0 tal que:
Q existe A € R tal que W = Al (i.e W e 1l sdo colineares),
@ W — U e U sdo perpendiculares.
A projegio proj;0 é dada por:
1.0

1
21>

projsv =




Projecao de um vetor I

Seja € o vetor unitdrio na dire¢do de 1l (isto é % ). Podemos escrever entio
proj;v como um multiplo de @,

s = — k"_' —
proj;o = Aé = Tye.
1%
O escalar - ¢ chamado a projecio escalar de @ sobre 1.
T=l H

Exercicio

N
| N\

Use a projegdo escalar para mostrar que a distdncia de um ponto P1(x1,y1) 4
retaax +by+c=0¢
lax1 + byy + |

Vi + 12




Exercicio

Se ¢ = ||d||b + ||b||@, mostre que c é bissetriz do angulo entred e b.

Exercicio

Mostre a lei do Paralelogramo:

1%+ 711 + [ - 7I1* = 2I|%]1* + 2/|71I*

20



Determinante de uma matriz quadrada

Determinante de ordem 2:

(a+c,b+d)

Interpretagao geométrica: O valor absoluto do determinante é a drea
do paralelogramo formado pelos vetores (a,b) e (¢, d).

Mostre essa interpretagio. I

21




Determinante 3 x 3: expansao de Laplace

a b c¢
Al=| d e £ |=a- ef‘—b-‘d# -I—c“de‘
g h i h 1 g 1 g h
T A A
a b—¢c
e f
ihi
—a (b e
d e f
g n i
b
d e
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Determinante 3 X 3: regra de Sarrus

detA={ + + ) - (1 br + b , C,a, + C,a b_I)

23



Determinante 3 X 3: interpretacao geométrica

Sejam r1, 17,13 as trés linhas da matriz 3 x 3. O valor absoluto do

determinante dela é o volume do paralelepipedo formado pelos
vetores 71,72, 73.

r1+r3

r1+r2+r3

24



