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Reconhecer curvas polares, dada a equacao

() r=60. 0<6=<16m (b) r=0%. 0=6=<l6m

(c) r= cos(6/3) (d) r=1+ 2cosf
() r=2+ sin30 (f) r=1+2sin36
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Exercicio: a inversao

=/
A inversdo no circulo de raio 1 é uma aplicagdo f do plano tal que f : P — P’
satisfazendo: OP.OP" = 1 e P' é um ponto da semi-reta que [OP).

Exercicio

| A\

Escrever a formula da inversdo com coordenadas polares. Mostre que a
imagem de uma reta L (fora da origem) é um circulo passando pela origem.




Exercicio: a inversao |l

Formula mais geral:OP.OP’ = k? , onde k é o raio do circulo de
inversao.

Mostre que a sequinte maquina realiza uma inversao

- -y
- ~

,’ drculo de inversdo



Exercicio: a inversao Il

Vamos mostrar que essa maquina realiza

uma inversao :

OP - 0Q = (OM - PM)(OM + PM) = OM? - PM? = OM? + DM? - DM? - PM? = a? - b



Comprimento de curva dada com uma equacao polar

Teorema

O comprimento da curvar = f(0) ondea < 6 < b é:

/ dr
— 2
L= / -+ d9 d@

Essa formula é uma consequéncia da formula para curvas

parametrizadas:
b A\ [dy\?
L= V(%) +(3)




Comprimento de curvas

Exercicio

Calcule o comprimento das curvas:

r=2cosf, 0=6=mw
r=50<6<2w
r=6> 0<0<2m

r=2(1 + cos0)




Secbes conicas

L £

Parabola Elipse Hipérbola




Secbes conicas: parabola

2 = x? + y? Equagao do plano escolhido:

Equacido do cone: z
z=x+1
Intersecgdo:(x +1)? = x> + y*> = y*> = 2x + 1 (pardbola)

Teorema

O lugar dos pontos do plano P tais que a distancia de P até o ponto F = (0, p)
(chamado o foco) é igual a distancia de P até a reta horizontal (y = —p) éa
parabola
_ 15
y= 4—px |

Proof: A distancia PF é igual a /(x)?> + (y — p)?. A distancia de P até a
reta (y = —p) é PH = |y + p|. Entdo

4y = 2py+p =y +2py+pF = X7

= 4py



Secbes conicas: parabola

(p. 0)

(0,0)

i
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Mais propriedades da pardbola

Aplicagao: telescopio, feito de merciirio em rotagdo constante. Para
uma pequena parte de merctrio, a energia cinética é

Ec := imv? = jmwr? (rotagdo circular, a velocidade constante). A
energia potencial E, := mgh (onde / é a altura da pequena parte). No
equilibrio,

1 2.2



Equacao polar da parabola

(2d,y) | r. (xy)

25

2d
1—cosf

Prova: temos v = rcos @ +2d = r(1 —cosf) =2d = r =
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eixo minor
(0, b)

(0, 0)
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Elipse como seccio conica : vamos cortar o cone z> = x> + y*> com o

planoz = cx + 1 (coma < 1)
Pry=2=(x+1)? = 1-A* —2cx+y* =1
Depois de um completamento de quadrado:

1
2 2 _
(x_l—cz) +1_C2y =D,

_ 1 P . p ~ .
onde D = = — A=y, Mas isso € uma equagdo do tipo:

X
ﬂ—2+—=1 13



Propriedades da elipse

Teorema

Seja f = v/a? — b2.0 lugar dos pontos P tais que PFy + PF, = 2a é a elipse
(x/a)® + (y/b)? = 1, onde F; = (0, f).

acost

eont ). Equacdo polar:com origem no

Equacdo paramétrica: t — (
centro:

Podemos fazer x = r(6) cos6 e y = r(0)senf e obter

— ab
1’(9) - /(b cos 0)2-+(asend)>

Equacdo polar:com origem das coordenadas polares num foco:
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Equacao polar da elipse, com origem num foco:

Vamos colocar a origem no foco (—c,0) onde ¢ = a?> — b?. Temos a
equacgéo:

(X—C)z Y 2 2, 2.2 2,2 2 2, 2,2
o +ﬁ=1:>b(x—c) +a’y" =ab" = b (x—c)" +a (r—:

porque y? = 1? — x%. Depois,

a*r* = a®x* +a*b* — *(x —¢)?,
Isso implica:
a’r* = x4 2b%cx — b?c? + a’b? = Px® + 2b%cx + b,
Entdo:

b2

ar=cx+b = ar=crcosf +b — r=—— .
a— cos 6

15



Hipérbole

Equacio geral: no plano (x,y)

2 2
x_y -1

@2

Hipérbole como sec¢do conica: podemos cortar o cone z2 = x2 + 12
com o plano x = 1 e obter z2 — y?> = 1 que é a equagdo de uma
hipérbole.

Depois de uma mudanga de varidveis u = z — y e v = z 4 y temos uma
outra forma da equagdo: u.v = 1.

Teorema

O lugar dos pontos P do plano tais que PFy — PF, = 2|a| é a hipérbole
£ — b; =1, onde F; = (—c,0), F» = (c,0) com c* = a® + b>.
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Hipérbole

,ge . . L 22 2 . 2
Gréficos: a primeira é ;‘7 — 57 =leasegundaé -y — ’57 =1

X

Obs.: cada hipérbole tem assintotas.
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Parametrizacao da hipérbole

Forma paramétrica: t — (%1'/), onde senh(t) é o seno hiperbélico

t —t

_ . 21 ty o=t ~
£~ e 0 co-seno hiperbdlico cosh(t) = “5—. As duas fungdes
satisfazem:

cosh? x — senh?x = 1
Observe que cosh x = cos(ix) e senhx = —isen(ix).
Forma polar, com a origem num foco de coordenadas (c,0):
a(e> —1)
1—ecosf’
ondee = c/a.
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Forma polar geral de uma seccao conica

Teorema

Seja F um ponto fixado no plano ("foco”) e | uma reta fixada ("diretriz”) e
e > 0 ("excentricidade”). O lugar dos pontos P do plano tais que

d(P,F) P .
TG = ¢, onde d é a distancia,

é uma secdo conica:
Q casoe < 1: uma elipse,
@ caso e = 1: uma pardbola,
@ caso e > 1: uma hipérbole.




Forma polar geral Il

Com o gréfico podemos ver que

d(P,F) B B ed
1) =e = r=e¢(d—rcosf) = r= T ecost” .




Forma polar geral |l

¥ ¥
¥y ¥y
x=d x=—d y=d
F x
F F
x * F x
y=—d
ed ed ed ed
(a)r71+ecosﬂ (b)rilfecosﬂ @r I+esind @r I—esinf

Teorema

A forma polar geral de uma se¢do conica de excentricidade e é:

O .
"~ 1+4ecosf 1+ esend
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Movimento de um planeta

No potencial gravitacional V = — @ Vamos supor que o movimento
fica num plano, e vamos escolhar unidades tais que V = —1/r.
Podemos introduzir u = 1/r.

Na proxima aula:

Teorema

O movimento de uma particula na influencia de uma for¢a gravitacional é
uma conica de excentricidade

2ER2\ /2
o (1Y
m

onde h é o momento angular.




Movimento de um planeta
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Movimento de um planeta
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