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Resumo ultima aula:Equacgdes lineares da segunda ordem,

com coeficientes constantes:

Equagio caracteristica:ar?> + br +c = 0
@ A = V% — 4ac > 0: duas raizes reais distintas 1, 72

Teorema

Neste caso,as solugdes da equagido homogénea sio do tipo:
y(t) = a1 + cpe™,

onde c1, ¢y sdo constantes arbitririas

QA< duasraizesEC,Aj:iycom/\z—%eVZ —i\/z?

Teorema

Neste caso,as solugdes da equagido homogeénea sio do tipo:

A

y(t) = c1eM cos(ut) + cxeMsen(ut),

onde c1, ¢y sdo constantes arbitririas .



Mais detalhes sobre o caso complexo: e

Formula de De Moivre: utilizando a definicio e = cos(6) + isen(8),
temos )
" = cos(nf) + isen()

Calcule cos 36 como um polindmio em cos . I




Equacao da segunda ordem: caso 3, 2 raizes iguais

A equacao caracteristica tem uma raiz real dupla, isto é :

Teorema
Neste caso,a solugdo geral da equagio homogénea é:

y(t) = c1e’ + cat.e”,

onde c1, ¢y sdo constantes arbitririas

Resolver y'" — 4y + 4y = 0 com y(0) = 12 e y'(0) = —3.

Resolver y" + 14y’ + 49y = 0 com y(—4) = —1ey' (—4) =5.

Como mostrar o resultado? escrever uma outra solugdo como
y2(t) = v(t).e" e resolver. 4



Equacao da segunda ordem: raiz dupla, método de

reducao da ordem |

J& sabemos que y; (f) = et solugdo. Vamos escrever uma outra
solucdo geral na forma: y»(t) = v(t).y1(t). Entéo:

()= V(e

! / -bt/2a b -bt/2a
o) = V(e " - —v(t)e "
2a

2
y;(t): vu(t)e—btﬂa_ ivl(t)efbtﬂa_ ivl(t)efblﬂa_l_ b_zv(t)efbt/Za
2a 2a da



Equacao da segunda ordem: raiz dupla, método de

reducao da ordem ||

2

- br/Za{ a{ V'(£) - %v'(t)+ 4b—021/(t)} + b{ V(1) - b

Zv(t)} + cv(z‘)] =0

av'(t)- bv'(t)+ L v(t)+ bv' (1) - L v(t)+ ev(t)= 0
4a 2a

2 2

av' (1) + [Z—a— s—a+ c}v(t): 0

~ b7, dac
4a  4a

b 2b* 4dac
")+ —-——+ —|V()=0 & a(t)+
v (®) [4a %] 4a]v() av (1)

]v(t) =0

Mas isso significa que av”’ (t) =0 = v(t) = Ct + D e a solugdo é

b
ya(t) = De" + Cte’, onde r = ~ 5



Equacao da segunda ordem, linear , ndao homogénea

ay" +by' +cy = g(t)

Teorema

Seja y,(t) uma solucdo de ay” + by’ 4 cy = g(t). Seja yy,(t) a solugio geral
da equagio homogénea associada ay” + by’ + cy = 0. Entdo a solugio geral
deay” + by + cy = g(t) é:

y(£) = yp(t) + yu(t)-

Escrever uma solucao particular:
0O g(t) =ae = y,(t) = Ae!
Q g(t) = acos(bt) = y,(t) = Acos(bt) + Bsen(bt)
© g(t) polindmio de grau n: tentar y, do esmo tipo



Exemplos de equacdoes no homogéneas

Exercicio

resolver
y// - 3yl _ 4y — 362t

Tentar uma solugio particular Y (t) = Ae*.

| N\

Exercicio

Resolver
y" — 3y — 4y = 2sent,

Tentar uma solugdo particular Y (t) = Asent (mas nio vai funcionar...)




Mais exemplos de equacdes nao homogéneas

Resolver
y" — 3y’ — 4y = 2sent,

Tentar uma solugdo particular Y (t) = Asent + Bcost .

Y(t)= Asint+ Bcost
> Y'(t)= Acost- Bsint, Y'(t)= - Asint- Bcost

(- Asint- Bcost)- 3(Acost- Bsint)- 4 Asint+ Bcost)= 2sint
& (-54+3B)sint+ (- 34- 5B)cost = 2sin{

© -54+3B=2,-34-5B=0

& A=-5/17, B=3/17

5 3
Entdo uma solugao particular é Y(t) = — T7Sent + 1 cost. 9



Caso onde g(t) é um produto

Resolver y"" — 3y’ — 4y = —8e' cos 2t

Vamos tentar uma solugdo particular Y(¢) na forma:
Y(t)= Ae' cos2t+ Be'sin 2t
Y'(t)= Ae' cos2t- 2Ae' sin2t+ Be'sin 2t + 2 Be' cos 2t
= (A4+ 2B)e' cos2t+ (- 24+ B)e' sin 2t
Y'(t)= A+ 2B)e' cos2t- 2( A+ 2B)e'sin2t+ (- 24+ Be' sin 2t
+2(- 24+ B)e' cos2t
= (- 34+ 4B)e' cos2t+ (- 44- 3B)e' sin2¢
e depois escrever que aY” (t) + bY'(t) + c¢Y(t) = —8¢' cos 2t

necessariamente!
10



Fim da resolugdo de y”’ — 3y’ — 4y = —8e' cos 2t

Depois de uma pequena simplifica¢do:
10 2

A= —,B="=" 2 Y()-= Ee’cos2t+ ie’ sin 2¢
13 13 13 13

11



Caso ou g(t) é uma soma complicada

Resolver y" — 3y — 4y = 3¢* + 2sen(t) — 8e! cos 2t.

A ideia é de escrever uma solugdo particular para cada termo, e depois
fazer a soma:

yn_ 3y1_4y= 362t
y'-3)' -4y=2sint
y'-3y' - 4y=-8e' cos2t
Entdo uma solugdo particular vai ser:
1, 3 5 . 10 , 2, .
Y(#)=(-—e" )+ (——cost- —sint)+ (——e cos2t+ —e sin2t
= 2 ) (17 17 ) (13 13 )

12



Gréfico da solugdo particular Y(t)

]- 2t 3 5 . ].0 t 2 t .
Y(t)=(- —e" )+ (—cost- —sint)+ (—e cos2t+ —e sin 2t
0= 2 ) (17 17 ) (13 13 )
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Um exemplo um pouco mais complicado:Método dos
coeficientes indeterminados

Resolver y"' — 3y’ — 4y = 2¢ 7.

Vamos tentar Y () = Ae™! = Y/(t) = —Ae™! = Y"(t) = Ae ..
Depois podemos substituir na equagéo:

(A+3A—4A)e " =27t

O problema: ¢! ja é solugdo da equagdo homogeéneal!
Como fazer: a ideia é de lembrar do caso da raiz dupla e tentar uma
solucgdo particular Y(t) do tipo

Y(t) = Ate™!
Y(t)= Ate-!

Y'(t)= Ae-'- Ate-!
V' (Y= - do-t- Adp-t1 Ato-t= Ato-t- D 4p-t 14



Um exemplo um pouco mais complicado Il

Finalmente substituir na equacao:

Ate - 2Ae "-3A4e "+ 3Ate '- 4Ate "= 2e" !
0 - Ate '~ SAte "= -5Ate "= 2e"!
> A=-2/5

> Y(t)= - %re"

Solucdo geral:
2
y(t) = cre 4 et = gte_t.

0

-y(t)= de '+ eV - 2Ste !
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