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Resumo ultima aula

Q Integrais improprias: Tipo 1:
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Equacoes diferenciais

Definicao

Uma equagdo diferencial é uma equagio cuja incégnita é uma fungio y que
aparece na equagdo também com as derivadas de y.

Exemplos: Y =3y + 1,y = —y,yy =2y".
O primeiro teorema é muito intuitivo:

Teorema

As solugdes da equagdo y' = 0 num intervalo (a,b) sio exatamente as fungoes
constantes.

| N\

Teorema

As solugdes da equagio y' = k.y num intervalo (a,b) sdo exatamente as
fungoes

y(t) = C.é't, onde C é uma constante.




Solugdo de iy’ = ky

Prova: E facil de ver que y(t) = C.¢*t sdo solugdes. Agora seja g(t) uma
solucdo. Vamos definir uma nova funcao

h(t) =g(t).e™

Entdo I/ (t) = ¢/ (t).e ™M + g(t) (—k.e ™) = kg(t)e ™™ — kg(t).e ™ = 0.
Isso implica que k() = Constante = C, e depois que g(t) = C.e".

Resolver a equacio y' = ky + b I




Equacoes diferenciais

Exemplos:
Y (%) =ky(x)

As solugdes sdo exatamente as fungdes Y(x) = C.¢**, onde C = y(0)
pode ser qualquer constante.
Que significa “resolver uma equao diferencial”?

Exercicio

Mostrar que cada fungdo do tipo y = % + 2 é solugdo da equagio

% - %(2 — y) no intervalo (0, 0).

Exercicio

| A\

Mostrar que a fungiio y = (x + 1) — e é solugiio do problema de valor
inicial

ol Al y(o):g,
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passando para cada ponto (x,y) podemos desenhar um pequeno

Campo de dire¢des: dada a equagédo v/

segmento de inclinagdo m

Equa

(b)

(a)
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Exemplos de campos de dire¢des e solucdes

Equacdes diferenciais
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Exemplos de campos de direcdes e solugdes: y = (y +2)(y — 2)
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Equacoes diferenciais de primeira ordem de varidveis

separaveis

Definicdo (Equagdes diferenciais de primeira ordem de varidveis

separaveis)

Sdo do tipo:

Solug¢des constantes:

Determine, caso existam, as solucoes constantes: x (t) =x2—xe
x'(t) = t(1 +x2).

Solugdes ndo constantes: A ideia é de ”separar as varidveis” e
integrar:

h‘(l - dt:>/h /g )dt = H(x) = G(t) + C



Equacoes diferenciais

Lei de crescimento natural: A populacdo cresce a uma taxa
proporcional ao tamanho da populagéo P:
dP
dt
Solugao: P(t) = A.¢, onde A é uma constante arbitréria.
Utilizando integrais:

k.p

dapP
= k.dt
entdo: ip
/F:/Mt
In|P| =kt +C
|P| = eC.ékt
P=AcM,
onde A = =+,
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Problema de valor inicial

Teorema
A solugdo do problema de valor inicial

ar

—r =kP,  P(0)=Pq

P(t) = Py.et

Lei de crescimento natural, com emigracao:
P =kP—m

Como resolver essa nova equagao?



Populagao e equacao logistica:

Novo modelo: quando a pop. é muito grande (> K), a taxa de
crescimento é negativa. Mas para P pequena, a taxa é quase = k.P

dp P
o =kP0- )

Como resolver essa equacao?

/ ﬁdp _ / kdt

Agora podemos observar que:

K 1 1
P(K—P) P K—P
entao:
In|P| ~In|K—P| =kt +C = "2 = A¢ ™t

e finalmente:
K

p=_— o
14+ Aekt
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Populagao e equacao logistica:

Interpretacao da constante A: na equagao

K
P= —ur"-—r
1+ Ae ™
podemos fazer t = 0. Entdo P = Py (a populagdo inicial), e
= Ae’ = A.
Py ‘

Exercicio

Escreva a solugio para o problema de valor inicial:

P’ = 0,08P(1 — P/1000), com P(0) = 100.

Use-a para encontrar os tamanhos da pop. P(40), P(80). Quando
P(t) = 9007

Resp. temos P(t) = 1220w onde A = 10010 — 9,



Populacao e equacao logistica:exercicio

Entdo P(40) = 0%, ~ 731,6 e P(80) = ; +133064 ~ 985, 3.

Agora P(t) = 900 vai acontecer quando =900 = t = 54,9.

1+9 O 08t
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Equacdes lineares

Uma equ. diferencial linear de primeira ordem é uma equacdo que
pode ser escrita na forma:

W 4 Plx)y = QW)

Exemplo: x.)y' +y = 2x para x # 0. Mas ndo é separavel. Agora
podemos escrever:

xy' +y = (vy)

entdoaequ. é: (x.y) =2x = xy = x>+ Couy = x + C/x. A fungdo x
é chamada um fator integrante para a equacéo y' + Jl—cy =2
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Fator integrante

Teorema

Para resolver a equagio diferencial linear y' + P(x).y = Q(x), multiplique os
dois lados pelo fator integrante I(x) = e/ POV ¢ integre os dois lados.

Aideia é: I(x).(y + P(x).y) = (I(x).y)".

Mostrar que neste caso y(x f I(x)Q(x)dx + C)

Resolva y' + 3x*.y = 6x> \

Encontre a solugdo para o problema de valor inicial x>.y' + xy = 1 com x > 0
eY(1)=2
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Mais exemplos

Exercicio

Resolva
Q y +2y=2¢"
Q xy' —2y=x%

2

Q X%y +2xy = cos?x.

Exercicio

| N\

Encontre a solugdo para o problema de valor inicial
Qy+y=x+e,y(0)=0.
Q ty(t)+2y=1tcomt>0ey(l) =0.
Q 2xy' +y = 6x. comx > 0ey(4) = 20.




Mudanca de variavel

Exercicio

Naequ. y'(x) + P(x).y = Q(x).y", fazer u = y' " e transformar a equ. na
equ. linear

w'(x)+ (1 —n)P(x)u = (1—n).Q(x)

Resolver
Q xy +y=—xy
Q@ v+ (2/x)y = (F) /2

Fazer u = y' para resolver a equagiio de sequnda ordem x.y" + 2y’ = 12x2.




