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Resumo Aula 5

@ Informacoes gerais:

o Email: sylvain@ime.usp.br
o Site: o link do MAT 0143 na pagina seguinte
http://www.ime.usp.br/~sylvain/courses.html

@ Leis do limite
@ Continuidade

Teorema

Toda fungdo polinomial é continua. Toda fungdo racional f é continua no seu
dominio.

Q Varias tecnicas: fatorar, simplificar, rationalizar (ex:

\/ﬁl)

lim, .



http://www.ime.usp.br/~sylvain/courses.html

Limites laterais: lim,_,,- f(x) =L

Lido como: ”o limite esquerdo de f(x) quando x tende a 2. Também: o
limite de f(x) quando x tende a a pela esquerda.

/l 2 4 1

/
I
Escrever a definigdo do limite esquerdo e direito. I

Observacao

limy_, f(x) = L se e somente se lim,_,,- f(x) = Lelim, ,,+ f(x) =L




Limites laterais: exemplos

Exercicio

limxﬁlj% ondef(x) =x*>sex <1,e=2x—T1sex > 1.

Exercicio

x—1|
x—1"°

F|

linlx—)l

Exercicio

| A\

A afirmagdo seguinte é verdadeira ou falsa?
lim, ¢+ f(x) = limy_,1- f(x) = f continua.
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Limites e desigualdades

Teorema

Se f(x) < g(x) quando x estd proximo de a (exceto possivelmente em a), e 0s
limites de f e g existem quando x tende a a, entdo
limf(x) < limg(x)

X—a X—a

Desigualdade estrita: cuidado, podemos ter f(x) < g(x) mas L; = Ly!

Teorema (do Confronto, ou Teorema do Sanduiche)

Sef(x) < g(x) < h(x) quando x estd proximo de a (exceto possivelmente em
a), e
limf(x) = }Clir;h(x) =L

X—a

endo:

limg(x) =L

X—a

a1



Limites e desigualdades II:

yA

/

Mostrar limy_,q x*. cos' (1) = 0.

Mostrar lim,_,0 x2.¢(x) = 0, onde g(x) é qualquer funcio limitada.




Limites e desigualdades Ill: Teorema do Sanduiche

VA

Exercicio

Mostrar limy_, x%. cos(1) = 0.

Exercicio

Q lim,_, sen% ndo existe.
Q Mostrar lim, o vV x° 4 x?senZ = 0.

<




Limites e funcdes compostas

Teorema

Sejam f e g duas fungoes tais que Im(f) C Dom(g). Selim,_,, f(x) =aeg
continua em a, entdo:

lim g (f(x)) = lim g(u).

x—p u—a

Teorema (Caso mais utilizado)

Sejam f e g duas fungdes tais que Im(f) C Dom(g). Se f for continua em p e
g continua em f(p), entdo a composta h(x) = g(f(x)) serd continua em p

Exercicio
Calcule

. 3/x3+1
0 lim,, 4 x+1

. /x2 _ . . ”
Q lim,_,; %312 (pode rationalizar ou fazer uma "mudanga de

variavel”)

| \
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Limites e funcdes compostas: "mudanca de variavel”

Situac¢ao: suponhamos g continua ema, e

g(u) — g(a) e também f(x) w a

entao

Fx) = 8(7(x)) — 80

Exercicio

Seja f definida em R. Suponha que lim, o j@ = 1. Calcule

Q lim,_o f(3x)

-1
@ lim, ,; & =0

\/ 3x+ —2

Q lim,




Limites e funcdes trigonométricas

Teorema
As fungdes sen e cos sdo continuas.

Teorema
Dois limites utéis:

. senx ... 1—cosx
lim —— = 1etambém im —— = 0.
x—0 X x—0 X )
Exercicio
Calcule:
. tex
Q lim,_,o %

2
. b5

Q limy 0 o

1—cosx

— .

sensrx
x—1

Q@ lim, o

o liInx—>1




Funcoes trigonométricas e desigualdades

Teorema

Para0 < x < 7t/2:

senx < x < tgx.

V.
Demonstracao




Limites no infinito e limites infinitos

@ Limites no infinito:

Definicao

limy_,o0 f (x) = L significa: "eu posso fazer f(x) arbitrariamente perto de L,
tomando x suficientemente grande.”

Exemplos: lim,_, % =0.
@ Leis do limite: se f(x) 0 L e g(x) 0 L, entdo:
f(x)+g(x) — Ly + L, e também f (x).g(x) —— L;.Ly

X—>+00

@ Lei do quociente:

f(x) Ly
g(—x) m L—ZSGLQ#O.
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Praticar com limites no infinito

Exercicio

3x—2 1-x
15. lim 1. lm————
xom 2x 4 1 e x —x+ 1
-2 4x’ + 6x° — 2
7. lim — 8 lim — 2 =
o x4 1 xo= 2% —Ax+ 5
[+ 7 t— t/t
19 Y+ o fif
o 2t — 2 o 2P + 3t — 5
242 + 1P 2
2 tm— X U 2 fim
e (x = D3 + %) e fxt + 1
967 967
3. lim Y~ A fim X
e x4 1 xoee 1
25, ]:i.m(\f9x1+X73x) 26. ].im(x+.m3+2x)
21. ]:im(,,ﬂ'x?Jraxf.fx?erx) 28. lim /x* + 1
X—*m™ X
-0+
2, lim—— % 30. lim (e~ + 2 cos 3x)
= X —x+ 2 xom
) 1+ 4°
3. lim (x* + &) 2 lim ———
Pa— —-m xt + 1
3
y



Limites infinitos

Definigdo (Limites do tipo limy_,e f (x) = o0)

Suponhamos que exista a tal que |a, c0) C Dom(f). Definimos:
(] x1_1)rJ1r100f(x) = +-o0 significa:
para cada € > 0 existe um § > 0 com & > a tal que x > 6 = f(x) > €.
(2] xl_l)rfoof(x) = —oo significa:

para cada € > 0 existe 6 > 0 com § > a tal que x > § = f(x) < —e.

| A

Definicao

Sejam p € R e suponhamos que exista b tal que |p, b[C Dom(f), entdo:
lim f(x) = oo significa:

X—p

para cada € > 0 existe 6 > 0comp+ 0 < btalquep <x <p+9d = f(x) > e.




Limits no co de polinomiais e fracdes racionais
limy o0 4x° + 7x — 15. \

limy—y o 3x* + 7x — 15.

Exercicio

limy o %. ]
limy oo %. |
limy oo % J




Mais limites no infinito de fracGes racionais

13 flo) = 212 14. J0) =5 _2§i;+7
15. f(x) = ;i 13 16. f(x) = iﬁ - ;

17. h(x) = ﬁ 18. g(x) = m

19 gx) = 10 +;é4 T 20 = 2t +9§:2+—xx +6
2Mohr) = 223 g = =a

3x3 + 3x2 — 5x =73+ I+ 9
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Assintotas horizontais

Assintota horizontal:

Definicao

A reta horizontal y = L é chamada assintota horizontal da curva y = f(x) se
ou
lim f(x) =Lou Em f(x)=L
X—r—00

X—+0o0
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Assintotas verticais

Assintota vertical:

Definicao

A reta vertical x = a é chamada assintota vertical da curva y = f(x) se pelo
menos uma das seguintes condigdes estiver satisfeita

limf(x) = oo lim f(x) = co lim f(x) = o0

limf(x) = —co lim f(x) = —co lim f(x) = —oo

X—a xX—a— x—at
v
y y ¥y ¥y
| —
I /
. /
7 \0} VECEE: 0 a x of N fa s of af 7 x
/ NS - \ f
\ \
\ \
(@) lim flx)=c () lim fx) =0 (© lim f(x)=—= (@ lim fix)=—=



Exemplos de assintotas

Exercicio

Encontre as assintotas horizontal e vertical de cada curva.
 2x+ 1 B ¥+ 1
x—2 YT 0 T3 —2
_ 2x7 + x— 1 _ 1+ x*
Y X +x-2 R
B ¥ —x o 2e"
Y x> —6x+ 35 Y e’ =35




Variac3o: limites de fracGes com expoentes racionais

Exercicio

2 o\
2. 2. lim (t'zixq
Xx—>=00 8)E - 3
z
25, 26. lim [ 4
v—o0 \ x? 4+ x — 2
27 1i 28. lim 2+ Vx
: 70 ) =V
-1 —
29. 30, lim
x—0C X7 — x
53 _ 1/3 3
31. lim X —xP+7 32, lim w
X_’m18/5+3x+\/; =00 Ty + x7 — 4
2 2
. Vixs + 1 . x” 4+ 1
. Jim 5 M. lim =5
) -3 L4 =30
35 lim ———— 36, lim —2—
00 /4yt 4 25 =0 \/x8 4 9
v
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Como trabalhar com limites infinitos: somas e produtos

Somas:

O (+00) + (400) =

@ (—0) + (—) =
Q L+ (+00) = 400, seL €R
QO L+ (—)=—o0o,seLeR
Produtos:

@ L.(—o0) =+00,seL <0
Indeterminacgdes:

—|—00 — (+00), —00 — (—OO), O'Ool gl n’
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Limites of differences: como tratar co — oo

Exemplos:

lim (Vx +9 = Vx + 4

x—00
lim (Va? +25 = Va? = 1)
lim (Vx2+3 -I-x)
x——00
lim (2¢ + Vax® + 3x = 2)
x——00

lim (V9x? — x — 3x)

x—»00
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Como trabalhar com limites infinitos: quocientes

Teorema

Suponha que lim,_,,+ = 0 e que existe r > 0 tal que f(x) > 0 para
p < x < p+r. Entdo:

Exemplo (importante): Para qualquer numero racional r = g >0
temos:

Iim — =0
x—o0 x7
. —4
lim, >~ 52 l

3 3 g 2x
lim, 4 @y € lim, ,3- =-3)




