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Volumes

Ideia: cortar o objeto em cilindros de base A(x) e altura dx, e depois
fazer a soma f A(x)dx, onde A(x) é a érea da secgdo transversal.

O‘a

Exemplo da esfera de raio 1 aqui A(x) = .y? = m.(r> — x22).




Volumes dos sélidos de revolucao

Sao solidos obtidos pela rotagdo de uma regido ao redor de um eixo.
Método 1: método dos "anéis”
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Aqui a drea da seccdo transversal é simplesmente:
A(x) = rt(raio externo)? — 7r(raio interno)? = area de um anel



Determine o volume do solido obtido pela rotagdo da regido S ao redor do eixo
y. A regido S é a regido em x > 0,y > 0 entre os grificosdey = x/4 e

y=x

Regido S:
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Seccao transversal:

Ay) = n((4y)> — (v’)?) = m.(16y" — y°)
Volume:

2 2 16 1 512
_ _ 2 _ 64, 3_ L 72
V—/()A(y)dy—ﬂ-/o loy” —ydy = m[oy = oy'fo = 57



Mais exemplos:

Determine o volume do solido obtido pela rotagio da regido S ao redor da reta
y = 4. A regidio S é a regido entre os grificos dey = x ey = x> — 2x
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Método das cascas cilindricas

Determine o volume do solido abaixo, onde y = (x — 1) (x — 3)?

Regido S




Método das cascas cilindricas I

Determine o volume do solido abaixo, onde as duas curvas sifoy = (x — 1) e

y=2vx—1
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Método das cascas cilindricas I

Determine o volume do solido abaixo, onde as duas curvas sioy = 0 e
y = sen(x?).




Método das cascas cilindricas |11

Determine o volume do solido abaixo, onde as duas curvas sifoy = (x — 1) e

y=2vx—1
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Comprimento de grafico

Formula do comprimento:

b dy 2
Comprimento = / 1+ (—) dx
a dx

Porque? Para um pedago de gréfico, o comprimento é

[ 2
ds = \/dx? 4+ dy? = 1—1—(%) dx

Vi

11



Exemplos de célculo de comprimentos de graficos

Calcule o comprimento do grdfico da fungio dada:
Q y=(2/3)x*?para0 < x < 1 (Resp: (2/3)(2v2—1)).
Qy=xpara0 <x<2
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Comprimento de curva em forma paramétrica

Isso significa que a curva é dada como:

x=x(t)ey=y(t),

onde x(t) e y(t) sdo fungdes de um paramétro t € I.
Exemplos: parabola x(t) = t, y(t) = 2. Circulo: (cost, sent).

_ b rdx\?  [dy\?
Comprimento = : \/(E) + (E) dt

Comprimento da circunferéncia de raio R.

Calcule o comprimento da curva dada em forma paramétrica:
QO x=3tey=2t32,0<t<1.
Qx=2t+1ley=t-1,1<t <2
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Integrais trigonométricas e substituicoes

Area de um semicirculo de raio 1:
1
A= / V1 —x2dx
-1

Podemos fazer x = senu, entdo cos(u) = v'1 — x? e dx = cos(u)du.
Assim podemos obter: (lembra que cos(2x) = 2cos?(x) — 1)

/2 p /2
/—n/z cos(u) cos(u)du = /—n/z(l + cos(2u))/2du = /2

Exercicio

|

Calcule [ dx__ Ja sabemos o resultado arc — sen(x) + C, mas aqui

V1—x2

podemos fazer a substituicdo x = sen(u).

N
| N\

Exercicio

Fazer x = tg(u) para calcular | 2 \/T




Mais exemplos

Antiderivada de 1/senx: Fazer u = tg(x/2) = x = 2tg ' (u) e
dx = 2du/(1+u?). Agora 1+ u? =1/(cos(x/2))? e -2, = senx. Fazer

L 1+u? —
agora a substituicdo.

Observagdo: a mudanga u = tg(x/2) é muito util:
@ mostrar que dx = 22

1+u?

— _2u
© mostrar que senx = 5

_ 1=
© mostrar que cosx = 17

Conclusdo: cada fracdo racional com cos , sen pode ser escrita como
uma fragdo racional normal, em u!
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Mais exemplos

Exercicio

Calcule as antiderivadas:

QO [V1—4x%dx
VI g (i = o
Q [ ¥"Fdx (integracio por partes aqui seria melhor)
e f 1+senx (fazer U= tg(x/Z))
e f COSx




Area de uma superficie de revolucao

Definicao

Uma superficie de revolugio é obtida quando uma curva é girada ao redor de
uma reta.

Area total da superficie de revolugdo: é a soma das areas de pequenas
faixas (=rotacdo de um pequeno segmento de curva). Vamos dar a
formula para a rotagdo ao redor do eixo x:

S:/ubZTIf(x).Hl-l- (Z—Z)de .



Exemplos: Area de uma superficie de revolucao

Calcule a drea da superficie obtida pela rotagdo da curva ao redor do eixo x:

y=2yx,1<x<2

¥
y:Z\/E
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Area de uma superficie de revolucdo: rotacdo ao redor do

eixo Y

Area total da superficie de revolugio:

5= [ 2ngty)y/1+ (') Pt

Cone obtido pela rotagio de x =1 —y, 0 < y < 1, ao redor do eixo y. I
y
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Trombeta de Gabriel

Definicao

A trombeta de Gabriel (=do anjo Gabriel) é a superficie de revolugio obtida
pela rotagdo da curva y = -, com x € [1,00) ao redor do eixo x.

-

Volume do solido de revolugio:
+00 r 1
V= / ( )x—nhm n.(—z)dx
r—o0 J1 X

1
— i — r — i — — ) =
= nrlggo[ 1/x]} n.rlggo(l r) TT.

Mas isso é:

Area da superficie de revolucao:

"1 1 1
A=27r/ —.\/1—|——4dx2271/ —dx =2mInr — oo! 20
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