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Valor Médio de uma funcao

Para uma quantidade finita de nimeros:

]/1+]/2---+]/n

Yimed = n

Para um ndmero infinito de medidas: dado um grafico da
temperatura T = f(t) 0 < t < 24 horas, podemos fazer 24 medidas e
calcular a média (isto é fazer uma medida durante a primeira hora do
dia, uma medida durante a segunda hora, etc...)
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Valor Médio de uma funcao

Entdo podemos definir:

O valor médio da fungdo f no intervalo [a, b] é:

finea = ﬁ /ubf(x)dx
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Teorema
Se f é continua em [a, b] entdo existe um ¢ € [a, b] tal que

[ F@dx = F(e).(0—a)

Prova: O teorema do valor médio para F(x) = [ f(t)dt diz que existe
c € (a,b) tal que F(b) — F(a) = F'(c).(b — a). Mas agora, temos que

F(b) — F(a) = ["f(t)dt.




Valor Médio de uma funcao
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Exercicio

Se uma xicara de café tem uma temperatura de 95 graus, em uma sala cuja
temperatura ambiente é de 20 graus. De acordo com a Lei de resfriamento de
Newton, a temp. do café apds t minutos serd:

T(t) = 20 + 75¢~"/%

Qual é a temperatura média do café durante a primeira meia hora?




Integrais indefinidas

A integral indefinida de f é o conjunto de todas as antiderivadas de f. Ela é
denotada por

Teorema
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Para determinar [ f(x)dx, é suficiente de encontrar uma antiderivada F de f,
e depois

/ f(x)dx = F(x) + C, onde C é uma constante arbitraria.




Tabela de antiderivadas

j cflx)dx= CJ. f(x) dx J. [ (x) + g(x)] dx = “ filx) dx + f g(x) dx

jkﬁ=h+c
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jx”dx= ni 1

+C (n#-1) Jidx=h1|x|+C
X

x

Ie‘dx=e‘+C J.a"dx= a +C

In a
jsinxdx=—c05x+(7 Jcosxdx=si11x+C
jseczxdx= tanx + C J.csczxdx= —cotx+ C
jsec xtan xdx=secx + C J.csc xcot xdx= —cscx + C

1
j - dx=tan 'x+ C dy=sin"x + C
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Regra da Substituicado

Teorema

Se u = g(x) for uma fungdo diferencidvel cuja imagem é um intervalo I e f for
continua em I entdo

[ £lg(x)g @)dx = [ flupdu

Este teorema é uma consequéncia imediata da regra da cadeia:
[ F(5(0)g/ (x)dx = F(g(x)) + C = F(u) + C = [ f(u)du

Como utilizar o teorema? [ x.cos(x* + 1)dx. Vamos fazer u = x> +1,
entdo du = 2xdx. Isso implica: xdx = du. Finalmente,

/x. cos(x* + 1)dx = %/cos(u)du

Mas agora 1 [ cos(u)du = isenu+ C = }sen(x?+1) + C.



Praticar com a regra da Substituicao: #14 e #21
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Regra da Substituicdo para integrais definidas:

Teorema
Se g’ for continua em [a,b] e f for continua na variagio de u = g(x) entdo

b iovie— 52 fean
|| fa) g W= [ fu)d

v
Exercicio

Calcule a integral definida I = | mdx

Resposta: vamos fazer u = 1+ 2%, du = (1 + x3)'dx = (3x2)dx.
Quando x = 0 temos u = 1+ 0 = 1 e quando x = 1 temos
u =1+ 1% = 2. Finalmente

2 1du 1 In2



Regra da Substituicdo para integrais definidas:

b1, rﬁ; (x* 4+ x*tan x) dx 62. Lﬂﬁ cos x sin(sin x) dx
@ [ . [, xa" = d
) - . x+va — x dx
0 I(1 + 2x)? ‘

65. La x/x*+atdx (a>=0) 66. V[_ﬂ; x*sin x dx
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Integracao por partes

Derivada de um produto:

f&) =fg+fg

Ou, também:

Teorema (Regra de integra¢do por partes)

Vamos supor que f'(x).g(x) tem uma primitiva, entio:

[ £)g/ @ = £()g(x) — [ £/()g(x)ax

Outra notagdo: podemos fazer u = f(x) e v = g(x), entdo du = f'(x)dx

edv=g'(x)dxe
/udU:uv—/vdu
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Exemplos: Integracao por partes, integrais indefinidas

Exercicio

Calcule:

O [ x.e¥dx (Resp: e*(x —1) +C

Q [In(x)dx (Resp: x.In(x) —x+ C)
@ [ (Inx)?dx (Resp: 2x — 2x.In(x) + x(In(x))* + C)
@ [ xsenxdx (Resp: —x.cosx + senx + C)
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Integracao por partes para integrais definidas

Teorema

Sejam f e g duas fungdes com derivadas continuas em [a, b], entdo:

b /
[ £ g x = gl - [ 1
Calcule:
(1) folxexdx

(2) f”/ze".cosxdx
Q [y et
(4} flz In xdx




Volumes

Ideia: cortar o objeto em cilindros de base A(x) e altura dx, e depois
fazer a soma f A(x)dx, onde A(x) é a érea da secgdo transversal.

O‘a

Exemplo da esfera de raio 1 aqui A(x) = .y? = m.(r> — x22).
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Volumes dos sélidos de revolucao

Sao solidos obtidos pela rotagdo de uma regido ao redor de um eixo.
Método 1: método dos "anéis”

y y
A(x)
1
L
Aqui a drea da seccdo transversal é simplesmente:
A(x) = rt(raio externo)? — 7r(raio interno)? = area de um anel
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Determine o volume do solido obtido pela rotagdo da regido S ao redor do eixo
y. A regido S é a regido em x > 0,y > 0 entre os grificosdey = x/4 e

y=x

Regido S:

(%
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Y x=4y

1=
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Seccao transversal:

Ay) = n((4y)> — (v’)?) = m.(16y" — y°)
Volume:

2 2 16 1 512
_ _ 2 _ 64, 3_ L 72
V—/()A(y)dy—ﬂ-/o loy” —ydy = m[oy = oy'fo = 57
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Mais exemplos:

Determine o volume do solido obtido pela rotagio da regido S ao redor da reta
y = 4. A regidio S é a regido entre os grificos dey = x ey = x> — 2x

Regido S
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