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Resumo:

Q Site: http://www.ime.usp.br/~sylvain/courses.html
@ Regras de diferencia¢do: soma, produto, quociente.

@ Derivadas superiores

O Derivada e exponencial

@ Derivada de sen, cos

O Regra da cadeia


http://www.ime.usp.br/~sylvain/courses.html

Regras de diferenciacao

Teorema (Regra do produto)

Se f e g forem diferencidveis, entdo:

(f8) =fg+fe

Teorema (Regra do quociente)

Se f eg forem deriviveis em p e se g(p) # 0 entdo J; sera derivivel em p e,

(f )’ () = f(p)glp) —fp)g (p)

g (5(p))?




Regra da cadeia: derivadas e funcGes compostas

Teorema

Se f e g forem diferencidveis e F = f o g for a fungio composta
F(x) = f(g(x)), ento F é diferencidvel e

F'(x) =f'(g(x))g (x).

Na notagio de Leibniz: se y = f(u) e u = g(x) forem fungdes diferencidveis:

dy _ dydu
dx  dudx’ )
Prova: temos que estudar lim,_, w. Vamos introduzir:

fy) —f(g(a))
Qy) = —J\&W)
v y—g(@)
Agora é facil de ver que w é sempre igual a Q(g(x)).g(xj)c:‘g(“) )
Depois podemos tomar o limite.

,sey #g(a) e =f'(g(a)) sey = g(a).




Exemplos

Exercicio

Diferencie:
Q R(z) =5z—38
@ sen(3x? +x)
e ew4_3w2+9
Q cos(t*) + cos*(t)
@ (g(x))?, onde g é derivavel.

Q 8, onde g é derivavel.
Q@ h(z) =

2
(4z+e92)10




Regra da cadeia

1 F(x) = (x* + 357 — 2)° 8. Fl(x) = (4x — x7)'®
9 Fly =1 2x 0 M) = —
(1 + secx)?
" f(s) = — 12 £(1) — sin(e) + =
=+1
13. y=cos(a® + x°) W y=a’ + cos’x
15 y=xe ™ 16. y = e *cos 4¢

17. flx) = 2x — 3)*(x* + x+ 1F
18. g(x) = (x* + 1P(x* + 2)°
19. A(0) = (t + 1752 — 17
. Fi)=(3ct— 1)"2c+ 1)

21V [$+1
21 y= 22. fi
¥ (Xl — 1) (s) = \. ER
23 y= 1+ 2er 4 y=10""
(y—nt
25 y=35Y" 26. G
v 9= oy
r e’ — ™"
2l y= 28 y=
Y r+1 Y e’ + e "



Funcoes inversas

Q@ Ideia: uma funcédo g é inversa da fungado f quando “g vai desfazer
o que f faz”
@ Examplo: “desfazer o quadrado”:

x>0 22 Va2 = |x| = x porque x > 0

@ Exemplo 2: “desfazer uma funcgéo linear x — 5x”
1
X = 5x E.Sx =X

© Cuidado! a funcao inversa de f ndo é J% !

@ Cuidado 2! 0 dominio da fungao inversa (se tem uma) pode ser
menor que o dominio de f (exercicio:dar um exemplo).



Funcoes inversas |l

Determine a fungio inversa de f(x) = (2x + 8)3.

o Notagdo: A fungio inversa de f(x) é denotada por f~1(x) (se
existe...)

o Grifico da funcdo inversa: os graficos de f e f ! sdo simétricos
em relagdo a reta y = x.




Funcoes inversas Il

o Funcdo inversivel f : X — Y: f é inversivel se e somente se, para
qualquer y € Y existe um unico x € X tal que f(x) = y.

e Funcdo sobrejetiva, ou sobrejetora: é uma funcdof : A — B é
sobrejetiva se para qualquer y € B existe um (ou mais de um)
x € Atal quef(x) = .

e Funcdo injectiva, ou injetora: é uma fungao f tal que
f)=fy)=x=y.

o Funcao bijectiva, ou inversivel:= fungdo injetora e sobrejetora.

Teorema

@ Seja f uma fungio continua e estritamente crescente, entio f é inversivel.

@ Seja f uma fungdo continua e estritamente decrescente, entdo f é
inversivel.




Derivada de ¢ = f 1

Teorema

Seja f uma fungdo inverstvel, com fungdo inversa g. Se f e g forem
diferencidveis, temos que

) 1 1
g (x) :f/(f—l(x)) :f’(g(x)) para todosx € Dy

for derivivel em q = g(p), com f'(q) # 0, e se g for continua em p, entdo g
serd derivdvel em p.

Prova: temos que

flg(x) = x.

Podemos tomar a derivada:

Fg() g (x) =1=g'(x) = j@



Arco-seno: sen : [—71/2,71/2] — [—1,1] é continua e estritamente
crescente, entdo existe uma inversa, chamada
arc sen:[—1,1] — [-m/2, /2] com derivada

1 1

by _
(arcsen)’(x) = sen’(arcsenx)  cos(arcsenx)

mas agora
[cos(arcsenx)]? + [sen(arcsenx)]* = 1 = [cos(arcsenx)]® +x* =1

entdo [cos(arcsenx)] = v/1 — x? e finalmente:

1
(arcsen)’ (x) = ——, -1 <x <1

V1—2x2

_ 1
T 142

Mostrar que (arctg)’ (x)
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Funcdes Logaritmicas

Observacgao: paraa > 1, x — a* é continua e crescente (ou
decrescente), entdo existe uma fungdo inversa chamada fungdo
logaritmica com base a, denotada por log,
log,x=y&ad =x
Propriedades I:
log,(a*) = x paratodox € R
a'°8:* = x para todo x > 0
Propriedades II:

Teorema (Leis dos logaritmos)

Se x e y forem > 0, entdo:
Q log,(xy) = log, x +log,y
@ log,(x/y) = log,x —log, y
Q log,(x") = r.log, x onde r é qualquer niimero real.
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Funcoes Logaritmicas |l

Grafico em relacdo a a™:

y=x y=10g2x

y=log;x

y= ax, a>1 0 \ \ ;
// y =
0 x =logj, x
v=log,x, a>1
Log e limites:
lim log, x = —co e também lim log, x = +oc0
x—0F

xto+oo
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Logaritmos naturais

Definigado: log, x = Inx

Propriedades I:
Inx=y&e =x
In(e*) = x parax € R
¥ = x parax > 0
Propriedades II: "Mudanca de base”
log,x = ]ll;—z paratodoa > 0,a # 1

Teorema (Logaritmos e derivadas)
0 L(e)=¢
@ Para todo x € (0,00) %lnx — %
Q@ L(a*)=a*1Ina

(4] %(logux) = _1

xIna




Determine a derivada:

@ y = e¥.arcsen(2x)
o y= x2_earctg(2x)_

Q@ y = e ¥ +In(arctgx)
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Equacoes diferenciais

Definicao

Uma equagdo diferencial é uma equagio cuja incégnita é uma fungio y que
aparece na equagdo também com as derivadas de y.

Exemplos: Y =3y + 1,y = —y,yy =2y".
O primeiro teorema é muito intuitivo:

Teorema

As solugdes da equagdo y' = 0 num intervalo (a,b) sio exatamente as fungoes
constantes.

Teorema

| N\

As solugdes da equagio y' = k.y num intervalo (a,b) sdo exatamente as
fungoes

y(t) = C.é®, onde C é uma constante.




Solugdo de iy’ = ky

Prova: E facil de ver que y(t) = C.e" sdo solucdes.
Agora seja g(t) uma solugdo. Vamos definir uma nova fungéo

h(t) =g(t).e™

Entdo 1/ (t) = ¢/ (t).e 7 + g(t) (—k.e ™) = kg (t)e ™™ — kg(t).e 7 = 0.
Isso implica que /() = Constante = C, e depois que g(t) = C.e".

Exercicio (Equagdo y' = ky + b)

Q dar um exemplo de solugao.

@ Mudar de variavel: escolher uma fungio simples do tipo u = a.y + p
para obter uma nova equagio do tipo u' = K.u

@ resolver a equagdo original.
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Estudo da variacdo das funcoes

Objetivo: dada f : R — R, queremos cortar R em intervalos (a, b)
onde f é crescente ou decrescente.

Teorema (Teorema do valor médio)

Se f for continua em [a, b] e derivivel em (a,b), entdo existird pelo menos um
c € (a,b) tal que

M =f'(c), ouf(b) —f(a) = f'(c).(b —a)

a
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Intervalos de crescimento e de decrescimento

Teorema

Seja f continua no intervalo I

@ Sef'(x) > 0 para todo x interior a I, entdo f serd estritamente crescente
eml,

@ Sef'(x) < 0 para todo x interior a I, entdo f serd estritamente
decrescente em I.

Demonstra¢ao: Vamos mostrar o primeiro caso: sejam s < t. Entao

existe ¢ € (s, t) tal que f(t) — f(s) = f'(c).(t —s) > 0.

Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento e esboce o grifico:
Qf(x)=x*-322+1
Q@ flx) =x+3




Dois teoremas sem demonstracoes

Teorema (do valor intermediario)

Se f for continua em [a, b] e se 7y for um real compreendido entre f(a) e f (D),
entdo existird pelo menos um cinla, b[ tal que f(c) = 7.

Consequéncia importante: se f(a) < 0, f(b) > 0 e f continua em g, b
entdo existe y €]a, b tal que f(y) = 0.

Teorema

Se f for continua em [a, b] entdo exisirdo x1 e Xy em [a, b] tais que
f(x1) <f(x) < f(x2) para todo x € [a,b]. (Isto é f(x1) é 0 valor minimo de f
em [a,b], e f(x2) é 0 valor mdximo)
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Mais consequéncias do teorema do valor medio

Exercicio (¢¥@ — oo mais rapidamente que x)

@ Mostrar e* > x para todo x > 0
@ Mostre que &* > (x?)/2 para todo x > 0

@ Mostre que limy ;0 % = 400

Prove que a equagio x> — 3x* + 6 = 0 admite uma tinica raiz real. Determine
um intervalo de amplitude 1 que contenha tal raiz.
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