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Resumo:

1 Site: http://www.ime.usp.br/~sylvain/courses.html
2 Regras de diferenciação: soma, produto, quociente.
3 Derivadas superiores
4 Derivada e exponencial
5 Derivada de sen, cos
6 Regra da cadeia
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Regras de diferenciação

Teorema (Regra do produto)

Se f e g forem diferenciáveis, então:

(f .g)′ = f ′g + fg′

Teorema (Regra do quociente)

Se f eg forem deriváveis em p e se g(p) 6= 0 então f
g sera derivável em p e,(

f
g

)′
(p) =

f ′(p)g(p)− f (p)g′(p)
(g(p))2
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Regra da cadeia: derivadas e funções compostas

Teorema

Se f e g forem diferenciáveis e F = f ◦ g for a função composta
F(x) = f (g(x)), ento F é diferenciável e

F′(x) = f ′(g(x)).g′(x).

Na notação de Leibniz: se y = f (u) e u = g(x) forem funções diferenciáveis:

dy
dx

=
dy
du

du
dx

.

Prova: temos que estudar limx→a
f (g(x))−f (g(a))

x−a . Vamos introduzir:

Q(y) =
f (y)− f (g(a))

y− g(a)
, se y 6= g(a) e = f ′(g(a)) se y = g(a).

Agora é facil de ver que f (g(x))−f (g(a))
x−a é sempre igual a Q(g(x)). g(x)−g(a)

x−a .
Depois podemos tomar o limite.
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Exemplos

Exerćıcio

Diferencie:
1 R(z) =

√
5z− 8

2 sen(3x2 + x)
3 ew4−3w2+9

4 cos(t4) + cos4(t)
5 (g(x))2, onde g é derivavel.
6 eg(x), onde g é derivavel.
7 h(z) = 2

(4z+e−9z)10
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Regra da cadeia
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Funções inversas

1 Ideia: uma função g é inversa da função f quando ”g vai desfazer
o que f faz”

2 Examplo: ”desfazer o quadrado”:

x > 0 7→ x2 7→
√

x2 = |x| = x porque x > 0

3 Exemplo 2: ”desfazer uma função linear x 7→ 5x”

x 7→ 5x 7→ 1
5

.5x = x

4 Cuidado! a função inversa de f não é 1
f (x) !

5 Cuidado 2! o dominio da função inversa (se tem uma) pode ser
menor que o dominio de f (exercicio:dar um exemplo).
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Funções inversas II

Exerćıcio

Determine a função inversa de f (x) = (2x + 8)3.

Notação: A função inversa de f (x) é denotada por f−1(x) (se
existe...)
Gráfico da função inversa: os gráficos de f e f−1 são simétricos
em relação à reta y = x.
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Funções inversas III

Função inversı́vel f : X→ Y: f é inversı́vel se e somente se, para
qualquer y ∈ Y existe um unico x ∈ X tal que f (x) = y.
Função sobrejetiva, ou sobrejetora: é uma função f : A→ B é
sobrejetiva se para qualquer y ∈ B existe um (ou mais de um)
x ∈ A tal que f (x) = y.
Função injectiva, ou injetora: é uma função f tal que
f (x) = f (y)⇒ x = y.
Função bijectiva, ou inversı́vel:= função injetora e sobrejetora.

Teorema
1 Seja f uma função continua e estritamente crescente, então f é inversı́vel.
2 Seja f uma função continua e estritamente decrescente, então f é

inversı́vel.
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Derivada de g = f−1

Teorema

Seja f uma função inversı́vel, com função inversa g. Se f e g forem
diferenciáveis, temos que

g′(x) =
1

f ′(f−1(x))
=

1
f ′(g(x))

para todosx ∈ Dg

for derivável em q = g(p), com f ′(q) 6= 0, e se g for continua em p, então g
será derivável em p.

Prova: temos que
f (g(x) = x.

Podemos tomar a derivada:

f ′(g(x).g′(x) = 1⇒ g′(x) =
1

f ′(g(x))
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Exemplos

Arco-seno: sen : [−π/2, π/2]→ [−1, 1] é continua e estritamente
crescente, então existe uma inversa, chamada
arc sen : [−1, 1]→ [−π/2, π/2] com derivada

(arcsen)′(x) =
1

sen′(arcsenx)
=

1
cos(arcsenx)

mas agora

[cos(arcsenx)]2 + [sen(arcsenx)]2 = 1⇒ [cos(arcsenx)]2 + x2 = 1

então [cos(arcsenx)] =
√

1− x2 e finalmente:

(arcsen)′(x) =
1√

1− x2
,−1 < x < 1

Exerćıcio

Mostrar que (arctg)′(x) = 1
1+x2 .
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Funções Logaŕıtmicas

Observação: para a > 1, x 7→ ax é continua e crescente (ou
decrescente), então existe uma função inversa chamada função
logaritmı́ca com base a, denotada por loga

loga x = y⇔ ay = x

Propriedades I:
loga(a

x) = x para todo x ∈ R

aloga x = x para todo x > 0

Propriedades II:

Teorema (Leis dos logaritmos)

Se x e y forem > 0, então:
1 loga(xy) = loga x + loga y
2 loga(x/y) = loga x− loga y
3 loga(x

r) = r. loga x onde r é qualquer número real.
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Funções Logaŕıtmicas II

Gráfico em relação à ax:

Log e limites:

lim
x→0+

loga x = −∞ e também lim
xto+∞

loga x = +∞
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Log em 1614

John Napier: depois de 20 anos de trabalho...

14



Logaritmos naturais

Definição: loge x = ln x
Propriedades I:

ln x = y⇔ ey = x

ln(ex) = x para x ∈ R

eln x = x para x > 0

Propriedades II: ”Mudança de base”

loga x =
ln x
ln a

para todo a > 0, a 6= 1

Teorema (Logaritmos e derivadas)

1 d
dx (e

x) = ex,
2 Para todo x ∈ (0, ∞) d

dx ln x = 1
x

3 d
dx (a

x) = ax. ln a
4 d

dx (loga x) = 1
x ln a
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Exemplos

Exerćıcio

Determine a derivada:
1 y = e3x.arcsen(2x)
2 y = x2.earctg(2x).
3 y = e−3x + ln(arctgx)
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Equações diferenciais

Definição

Uma equação diferencial é uma equação cuja incógnita é uma função y que
aparece na equação também com as derivadas de y.

Exemplos: y′ = 3y + 1, y′′ = −y, y.y′ = 2y′′.
O primeiro teorema é muito intuitivo:

Teorema

As soluções da equação y′ = 0 num intervalo (a, b) são exatamente as funções
constantes.

Teorema

As soluções da equação y′ = k.y num intervalo (a, b) são exatamente as
funções

y(t) = C.ekt, onde C é uma constante.

17



Solução de y′ = ky

Prova: E facil de ver que y(t) = C.ekt são soluções.
Agora seja g(t) uma solução. Vamos definir uma nova função

h(t) = g(t).e−kt

Então h′(t) = g′(t).e−kt + g(t)(−k.e−kt) = kg(t)e−kt − kg(t).e−kt = 0.
Isso implica que h(t) = Constante = C, e depois que g(t) = C.ekt.

Exerćıcio (Equação y′ = ky + b)

1 dar um exemplo de solução.
2 Mudar de variavel: escolher uma função simples do tipo u = α.y + β

para obter uma nova equação do tipo u′ = K.u
3 resolver a equação original.
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Estudo da variação das funções

Objetivo: dada f : R→ R, queremos cortar R em intervalos (a, b)
onde f é crescente ou decrescente.

Teorema (Teorema do valor médio)

Se f for contı́nua em [a, b] e derivável em (a, b), então existirá pelo menos um
c ∈ (a, b) tal que

f (b)− f (a)
b− a

= f ′(c), ou f (b)− f (a) = f ′(c).(b− a)
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Intervalos de crescimento e de decrescimento

Teorema

Seja f contı́nua no intervalo I
1 Se f ′(x) > 0 para todo x interior a I, então f será estritamente crescente

em I,
2 Se f ′(x) < 0 para todo x interior a I, então f será estritamente

decrescente em I.

Demonstração: Vamos mostrar o primeiro caso: sejam s < t. Então
existe c ∈ (s, t) tal que f (t)− f (s) = f ′(c).(t− s) > 0.

Exerćıcio

Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento e esboce o gráfico:
1 f (x) = x3 − 3x2 + 1
2 f (x) = x + 1

x
3 x = t

1+t2

4 f (x) = (ln x)/x
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Dois teoremas sem demonstrações

Teorema (do valor intermediário)

Se f for contı́nua em [a, b] e se γ for um real compreendido entre f (a) e f (b),
então existirá pelo menos um cin]a, b[ tal que f (c) = γ.

Consequência importante: se f (a) < 0, f (b) > 0 e f contı́nua em [a, b]
então existe γ ∈]a, b[ tal que f (γ) = 0.

Teorema

Se f for contı́nua em [a, b] então exisirão x1 e x2 em [a, b] tais que
f (x1) ≤ f (x) ≤ f (x2) para todo x ∈ [a, b]. (Isto é f (x1) é o valor mı́nimo de f
em [a, b], e f (x2) é o valor máximo)
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Mais consequências do teorema do valor medio

Exerćıcio (ex → ∞ mais rapidamente que x)

1 Mostrar ex > x para todo x ≥ 0
2 Mostre que ex > (x2)/2 para todo x ≥ 0
3 Mostre que limx→∞

ex

x = +∞

Exerćıcio

Prove que a equação x3 − 3x2 + 6 = 0 admite uma única raiz real. Determine
um intervalo de amplitude 1 que contenha tal raiz.
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