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Resumo: Formula de Taylor em dimensao 1 .

%RMU/& 38&@[ 5

Fix)= éo £ (o)™ + E, )

k!

:FORmu/a- Com ReS{,o ihtegRal'.

7_QORe,Ma.:

\Se\ja_ £ tal qgue F//Se\ja continva.  num intervalo aberto T contends a.

Enfga/ Vxel:
'F(X)=F(a.)+ (/("-)(X—u)'f‘ {d. (x) ) Ohoe E4[x)=j: (X_-[-}f'”(_{:)au:

Demonsfka-_(:a-'
E (x)= FG)-Fla) - € (a)x-)= [ F'te)ab—F (). [ ot = [F(Fla-Fla)) dt

Vamas calcvlar essa l'htbjna.l Com Uma infej&a_fei'o por Pa&fq.



_thegzgio por Fa_&-ée.r : J:(F/(E/—F//a)) dt = £, (x)
M,:F/({}—F'/a) = dM:F”H)d,t
d—V:floU: :V:f-x.

Entzo £,x)= ]~ Jle-x) £ @t = 0-0- [ Ex)f @t = [t)f @ dt.

GZHZK@/IZH,S&_vDi

Teorema:

Se\ja_ f tal 7U€_ F(nM)ScJu continva. nom intervalo IL=a. EnﬁZ’a/ Yxel:
flx)= 2 EEpa) + £, onde £, ()= 2 [e-t)" ¢ (e) dt.

K=0

Dem. : Por indvgao:
@ Caso n=4 [ver acima).

(D) Vamas Supor que a formula z verdadeira ParRa N, e yamos mostrar ela para h+d:
NN

femas 7'/5 E‘ (X E [x F("“)(a.} Pl iy a) n 1._ ,J(X £)h (n-u)( )ah'.‘_ F(h;«!)(m)-]x( —t)nalf
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Entao En+4(x J(x é)h UI-M)( Yat_ F(“:‘:)(“')J:(X—t)nalf
= e -t [ )£ (e

Ajo&a.: _Z-héejga:;;o por }Du&-ée.r :
(n+4)

LL:FWEZ)—F (a) = du = f
dv=(x-t)" = v=-0(=t"

n+4

(n+a)
(+)

:_)En-}-q(x): MV]; - —m- XVAM —Ql-M)'J ()( t)n.M FCMJJ('E)JJJ (rlm 9¢ Bemmn\sbaa.ga?ﬁ) .

1}
o-0

Oulra exrneséfo o Resto (ie "Kesto de Laﬂ&a_hje, )

Lema: jeja.m F-/j continvas em [a,b]. Se o sinal de 7 fica o mesmo, entao :

dcelahb) tag que j: F(x)j[x) dx = F(c)j: j(x)olx

~’_D\gl"r_’lw;: Vamos SUFO& 3(X)>/O SaLemoj;m \< F(x)\< M Chéfo mﬂ(x F(ydj(;()({v] 3(){)

5 s —>mg<JSEa¢ M [y
Se Jag j_Oe_o(y_qu,vmadcmo Se n@o: m < T_SM -—>[T m/o&mﬁ)} .p‘(c) JFS_




ConSequgn ca:

(n+a)

PaBemoJ escReVer{E : i( _f [x—-{:} F_M )(f) At  como F

i & | £, (x)= E70E) g e

(c)._J:(x-{;) "t

(h+1)!
[eorema :
SuPanhnmas m < CAM)Cé) zné&‘é:
_.g_n+1 (-8
meo £ UG se x>

m :a__x)n-r‘(\ (— )n-M E () < M(th_::?(n '1/ Se X <a.

(h+1)!




EXZMﬁ(o:
X f—>ex:F(X) z fdo]ue_: @ F(M*)[x}:ax € [/I/Z] Se X € EO,/I:].

~ X"“ ht1 h+14

Entio : er < E (x) £ (h AT < 3%:\17)—' (—&mkza.:ezl/?l SS)
[M IDa.KéfCu/aLR:

4 3 slog . A S 4, 3

(h+4)? < E" ) é(mﬂ)! LS{J n+4)! k2=o'k_', <G'IT\33

1 1
=> Frsnle- 2 S e 03
TeORZMa.:

e & (RRacional Ci.z ;/ P/ inteiros éa.[7u¢ e — %)

Demeo. - pox con éka&fj&é :

Vamos Ju)oak e = -E—I Entap - q_MQ oll-e éoi:<—
¥/—\_,——_/

1550 2 um :n(},ixo/>o/enfi'o nzo Fabz Jer <§ “



Formula 2e Taylo& em Qimensao >

Teorema :

Seja— £ tal que as Jerivadas da Seﬁunba. OrJem %XJ Sejam continvas

huoma {Da[a_ a_begta B(O—)
Entzo V)’e IR“ tal que a+y € B(a)/ GEnT

flaty)-F(a)= VF(aly +

onde £, (a,y)—> O quando yso.

Exem rlo :

2 ~
: (a - —of oF A (€ o\ Fag2tf d%F
( rR - [R/ enlao F(a.4+7;1/ a‘L+ YL) F(a‘q/ a‘,L)— -b—x;(“g’yﬁ —a—;)_[“-))s_ + 7 CB_YF(‘L)X‘ +lax4__>_§(¢)>i\/’- +—a><_j'(dy—f

+ (\/47-_’_\/)—1)%— (q’/ \/) ’



Formula de Taylor com Resto de Lagrange :

Teorema.:

Seja, f(xy) de classe o clboade AcR*e 5?].0'-’” (x,/yo)eﬁ e (h,k}:;éo

tais que o segmento oe extremidades (x,Y,)e (x,+hy,tK)c A .
Entao:
F("o‘* h, Y5t k) = F[ xo/%)"' ’%‘E (Xaﬁ'o) h+ %t:/ (%orYo )k t £ ( h, k)

onde :
Elnk)= 4 [ZE @y +22E @3)hk+ L],

Par o a.[_sum Panfo (%,3) 90 Jejmznto de extremidades (x,,,)e (x;+h, Yot k)

Dem oanna.Sa‘b:

Como Sem pre, Vamos obilizar Calevlo 4 e Pq,ga_me,t&izak 0 Segmento entre [xo/yoje (xo+h/%+k)

isto2, estudar ti>q(t)=F(xstht, v, t kt)  te o).



Demonstracao: lembra da formula de Taylor com resto de Ln.ﬂ&wsje. em dimensao 1:

9(4)= 3(0)-!-5,(0).{/[-0)1— __2-_”[{‘:) (A—O)L/Da.lea_ mlgum t é(a, 1).
Célelo de g/({:):

5’({):%5(&7)% +_g_§(x/\/)_:_[%' =§§(Xﬁ)“+%—£ (xl\/)k/ onde X:Xo+fh/ Y= Yot Ek.

Calevlo 2e 3" (+):

§t)=2 R byhth+ & (el +2(E i + & (3 (xy)k)r

9" ()= LE by + 2 ZE (yhk + L8 65)1c

Conclusalo:

Fleorh k) = € (rgpvo)+ 2F o) + 3 (ro)ic + E Chy \z:)
U N T
S/(a) 7 j 't')
- 2 = 2c
= 2E&7)h+2 g_;%(i,y)hk ¥ %75(,(,,) K>

onde ?:XO-I'T:-’\/ Y =y,+Ek.



Conbigb’es necessarias para. que Um Ponh interior ao dominio de f Seja um extremo local def:

Teorema 1.:
Se:]a. (Xo/)'o) um Panfo inferior Oe DF/ tal que _g_XE(x,/)’,)e %(xwx,) e,x{,sf,a.m/

e tal que (%o, %) Seja um extremo Je F/

entao necessariamente, %f (XoYo)=0 e g—g(x,,y,}s O.

Teorema L :
Sejn £ e clage C* e (Xo\),) um fonfo intexior do Jominio de f.

Uma cmdigas necessaria para que (X0/Ys) S€) Pom{'o de maximo (ol de f
e que (xwy,) Seja Ponfc eritico def e, alem disso :

2 2
gxf (xd/yo)\<o e %Q(XQ,YQJ \<O.




Demonstragao d0 teorema oL :

Vamos afb‘can o ”RZﬂRa_ da Seﬂunba. derivada”:
para X i—>3/X)= F(x,y,,). Temos 7vu£cn 3/(x°)=0 e 5"(xo}so/ Je hi'o/ 3”&,):;)(02 min. Cocal!

2
€ (v !

Mas aqui, 3’()(,): %.‘i (x,,\/o) e 3"(x°)=

Exercicio:
N\N\M\—
De_feleml'he. oS (anbi)a.ta! a exf&emos [oca.i.( Pana.:

@ Fby)=2¢ 1 v 2xy +x=y
OFlxy)=x¥y’~5x-5.




Condigao suficiente para umponto ckitico ser um extremo local :

e~ . 0 . - a"F alF ns
'Deleggo x#matriz hessiana def - W(x,y) 'aTay"‘/V) - (.S e)

PF g OF
oY (x,y) -)—'7,_ (x,y)

[ V4 .
# " hessiano H(X/Y)’~: o Jdeferminante da maleiz hessiana

istoz: H(X/)'):. %{xﬁ}%’;—ﬁ—_&,‘/}— [;%7 ("/Y)_]‘l =t - S)' .

/ Teorema.:

Sejam { de classe C* e(x,y,) um ponto interior de Dp. Suponhames que (x,),) Seja ponto critio

de €. E&ntao:
® Se 3;75(".’%» 0 e Hx,y,) >0 Entao (x,Y,) Sena Panfo de. minimo local Je f.

® Se %;Fi_ (o,Ys) <O e H [Xo/Yo) >0. Entas (X4, ) Sera Ponfo de. maximolocal de f.
© Se H(x,%)<0 entao (x,Y,) nao sexa extremo local, mas Sera Ponfa de sela .

@ Se— H {XO/YO) = O/ P03QM0S afirmar hada.




’@gf;: PonL‘o de sela
EA.LM Ponto esfacfona&io EA.(. o’uc Cada Boln., B(a.) conltem Pon-ka.s X f,au's que.

Flx) <f(a) e oulras Pan{m‘ tais que F&) S Fla).

Demdnséfﬂ:f:o do teorema. :

F(X°+l:|/\/°+kj =f (xf,/\l")-l’ %‘E (‘0170);' 2 (%o, Yo) K + E (h, k)
a9

onde E(hK|= nhi+Lshk+ t k2.
Caso@| >0 e nt-5*>0 | Entio E(nk)=n((h+E)-5+E K) a((h+ S+ 4 (0t-s7)KY) 20

Caso Bfn<0 e nt-s*>0 Entao E (b k)<O.

Caso @::nt—& <O§ .SCJL X= %/ entzo axllsx+t lem Qiscriminank //A;bz-—qa.c_”: 45’ 4nt>o0
entdo o ]:o[in'o‘ml'o Eem valores >0 (Fn exemplo pana aﬁjum X,)
e valores <O ( }Da.&a. a_@sum )(4J.

= posso escolher o]ua.&lum kK#0 e Dv-Pol'S h::g_’.k/

assim E (hk)vai tee valores>o e <O.



