Resumo: Regra da cadeia , caso geral

Teorema

Suponha que u = u(xy, ..., x,) seja uma fungdo diferencidvel de n varidveis
X1,...Xy onde cada x; é uma fungdo diferencidvel de m varidveis ty, ..., t,.
Entdo u é uma fungdo diferencidvel de ty, ..., ty e

du _oudn  dudxy . dudx
ati - 8x1 ati axz ati o axn ati
paracadai=1,2,...,m.

Como lembrar do resultado:



Laplaciano em coordenadas polares

Suponha z = f(x,y) onde x = rcos 6 e y = rsenb. Calcule o Laplaciano de f

com as variavéis r, 0.

Derivadas parciais em relacao a7, 0:

g—::cose, a—;:—rsinﬂ;
a
a—f:sin&, é: rcosf.



Laplaciano em coordenadas polares, |l

Derivada parcial ou/or:

du dudx auay
ar dx ar ay ar
du du |
= acose—o— asmﬂ
a [i]
= cosB—u+ sinB—u.
dx

ay

Segunda derivada parcial 9%u/0r%:

?u d du d du

e A
= cosf 66u3x+66uay]+sm (ia_ua_x ia_ua_y
dx0dxdr Oydxdr dxdydr dydyadr

.2 u
0—.
6xay+sm 6})’2

a*
cosze—u +2cosfsinf
a8 x?



Laplaciano em coordenadas polares, Il

Derivada parcial du/90:

du du dx auay
ao axa0 ay a0

= g—x(—rsin6)+ g—y(rcosﬂ)

= —rsinBa—u + rcosBa—R.
ax ay

Segunda derivada parcial 9%u /96

@ = —rc:osH6 —rsmﬂga—u—rsmﬂa—-*—rcosﬂaau
802 dx 86 dx ay a0 dy
du . 8 dudx 8 dudy . du d dudx 4 dudy
= —rcosf— —rsinf|——— —rsingZ2 i ——=
reostas T rem 6x6x68+6y6x68] reinfgy rees (6x6y66+6y6y66]

= 7rcoseg—xfr51n6(—( rsm8)+aazayrcosﬂ]

du 8%u au
—rsinBa—y+rc056(a 3y (- r51n8)+a—y2rc056]

0*u u Pu
sin 66_ Zcosé?smfia 6y+cos 86 )

du du
-r costf)6 -f—sm@a ]



Laplaciano em coordenadas polares, IV

Agora, vamos calcular e simplificar (1/7%)9%u/96? lembrando da
formula de Ju/0d6:

1 8%u 10u . ,,0u . %u 2, 00U
ey —;§+sm Bﬁ —2c05851n86xay +cos Bﬁ

Soma (1/12)0%u/06% + 0%u/or*:

u 1% 10u d*u o*u
+ =- + +
ar2 r2a02  rar ax? ay*

Fim do calculo:

Pu 0*u 9%u 16u 1 u
— s Tt — .
axt ay: ar? roar r?o6*




Teorema da funcao implicita

Teorema

Seja F definida numa bola aberta U contendo (a,b) onde F(a,b) = 0,
Fy(a,b) # 0 e Fy e F, sdo fungdes continuas em U, entdo a equacdo
F(x,y) = 0 define y como uma fungio de x perto de (a,b), i.ey = f(x) ea
derivada de f é dada por:

dy  Fx

| N\

Teorema

Seja F definida numa bola aberta U contendo (a, b, c) onde F(a,b,c) =0,
F.(a,b,c) #0¢F,, Fy, F; sio fungdes continuas em U, entdo a equagio
F(x,y,z) = 0 define z como uma funcio de x,y perto de (a,b,c), i.e

z = f(x,y) e as derivadas parciais de f sdo dadas por:

oF oF

Z_ x Z_ oy
T T
ox g ay @ !




Derivacao implicita

Exercicio

Calcule as derivadas e derivadas parciais:

Calcule dy/dx.
yeosx = x* + y? cos(xy) =1 + siny &
tan~Hx2y) = x + xy* e'sinx =x + xy

dz/ ax dz/ay.
K42+ 3 =1 =yt —2=4
e* = xyz Ly xlny=7




Derivadas direcionais

Caso particular: a derivada direcional de f em (x¢, o) na diregdo do
cise 2 £ of

vetor unitdrio i = (1,0) é simplesmente 3 (xo, Yo).

Caso particular 2: a derivada direcional de f em (xp, o) na dire¢do do

vetor unitario j = (0,1) é simplesmente %(xo, Yo)-

Outras dire¢oes:

Definicao

A derivada direcional de f em (xo, o) na diregdo do vetor unitdrio 1 = (a, b)

7

&

. + ha,yo + hb) — ,
Dﬁf(XO/yO):;lllE}I(l)f(xo a, Yo . ) f(xO yU)’

se esse limite existir.




Derivadas direcionais

P{xﬂ! Yos Zn)



Derivadas direcionais |l

Relacdo com a diferencial: quando f é diferencidvel, calcular uma
derivada direcional é facil:

Teorema

Seja f uma fungdo diferencidvel de x e y, entdo f tem derivada direcional na
diregdo de qualquer vetor i = (a,b) e

Di(x,y) = fe(x,y)a + fy(x,y)b

Exercicio
Determine a derivada direcional de f no ponto dado e na diregdo indicada pelo
dangulo 6,i.e na direcio de ii = (cos 6, senf):

O f(x,y) =x*y® —yt em (2,1), comb = /4

Q f(x,y) = xsen(xy) em (2,0) com 0 = 7t/3.

| A\




Derivadas direcionais ll|

Relagao com a diferencial: quando f é diferenciavel, calcular uma
derivada direcional é facil:

Teorema

Seja f uma fungdo diferencidvel de x e y, entdo f tem derivada direcional na
diregio de qualquer vetor ii = (a,b) e

Diu(x,y) = fe(x,y)a + fy(x,y)b

Exercicio

| A\

Determine a derivada direcional de f no ponto dado e na diregio de v:

f(x,y) =e*siny, (0, w/3), v=(—6,8)

flx,y) = (1,2), v=1(3,5)

glp ) =p* = p0’, (21, v=i+3 N
g(r,s) =tan"X(rs), (1,2), v=>5i+ 10j

f(x,y, z) = xe’ + ye* +z% (0,0,0), v=(51 -2)
flx,y,2) = xyz, (3,2,6), v=(-1,-22)

hir e ty=Inf(3r + 6c4+90 (11 1Y wv=4i + 12i + 6k




Vetor Gradiente

Definicao

Seja f uma funcdo de x e y, entdo o gradiente de f é a funcdo Vf definida por

Vi(oy) = ()0 ) = S+ o

Gradiente e derivada direcional:
Duf(x,y) =fx,y)a + fi(x, y)b
= (K(xy), ,(x.y)) - (a, b)
= (K y), (X)) - u

Isso implica immediatamente:
Duf(x,y) = Vf(x,y)+u

Caso de 3 variavéis: mesma definicdo. 12



Interpretacao do gradiente

Teorema

Seja f uma fungdo diferencidvel de 2 ou 3 varidveis. O valor mdximo da
derivada direcional Dyf (X) é |Vf(X)|, e ocorre quando i tem a mesma diregio

que Vf(X).

Demonstracao:

Dyf = Vf.ai = |Vf|.|ii]| cos 0 = |Vf]|cos¥,

onde 6 é o angulo entre ii e V.

13



Gradiente e superficies de nivel

Casodez = f(x,y):

Y Vf (Xo» Yo)

300
200

0‘ x 100

@ O gradiente Vf(x,y) indica a dire¢do de maior crescimento da
funcgéo f.
@ O gradiente Vf(x,y) é ortogonal as curvas de nivel.

Demonstragéo: seja t — 7(t) = (x(t),y(t)) uma curva dentro de
f(x, y) = k = constante Entdo

f (x( = 0= Vf(x(t),y(1)-(+'(£), y' (1))

14



Gradiente e superficies de nivel

Caso de f(x,y,2):

VF (xg, Yo, Zo)

plano tangente

@ O gradiente Vf(x,y,z) indica a direcdo de maior crescimento da
fungdo f.
@ O gradiente Vf(x,y,z) é ortogonal as curvas de nivel.
Demonstragéo: seja t — 7(t) = (x(t),y(t),z(t)) uma curva dentro de
f x,Y,z) = k = constante. Entdo

dif (x(D),y(8), (1) = 0 = Vf (x(1), y(t), z(1).(x' (1), y/ (), 2'(1)).

15



Plano tangente a superficie de nivel

Equacdo do plano tangente: é o plano passando por (xo, Yo, 20),
ortogonal a Vf(xo, yo, z0)

F (X0, Yo, z0)(X — Xo) + Fy(Xq, Yo, za)(¥ — ¥o) + FXo, Yo, 20)(z — ) =0

Equacdo da reta normal: é a reta passando por (xo, Yo, 20), na dire¢do
de Vf(xo,yo,20)

X=X Y=Y _  z—z
F (o, Yo, z0) F (X0, Yo, z0) F (X0, Yo, 20)

Equacado paramétrica:
(x,y,2) = (x0,Y0,20) + £.Vf(x0,40,20), t€R

16



Caso particular:Plano tangente ao gréfico de z = f(x,y)

O grafico z = f(x,y) pode ser visto também como uma superficie de
nivél G(x,y,z) = 0 para a fungdo G(x,y,z) = f(x,y) — z cujo gradiente

Equacdo do plano tangente: é o plano passando por (xo, Yo, 20),
ortogonal a V£ (xo, Yo, 20)

of of B N
(ax oy 1).(x X0, Y — Yo,z —2z0) =0

Equacdo da reta normal: é a reta passando por (X, Yo, 20 ), na dire¢do

de (2.%,-1)

17



Gradiente: exercicios

Exercicio

Determine a taxa de variagio mdxima de f no ponto dado e a diregdo onde
ocorre.

foy) =dyvx, @1

f(s,t)=te% (0,2)

f(x,y) =sin(xy), (1,0)

fx,y,2) = (x+y/z (1,1, -1)
fx,y,2)=Vx*+y*+:z%, (3,6,-2)
f(p,q,r) = arctan(pgr), (1,2,1)




