Resumo: plano tangente e reta normal

Seja f diferencidvel no ponto (xo,yo). O plano

2 = lx0,30) + g (k0 90) = 30) + 51 (30,0) (30, 90) (0 — 0)

é chamado o plano tangente ao grifico de f no ponto (xo, yo,f (X0, Y0))-

Observagdo:se f ndo é diferencidvel, o plano escrito acima pode existir,
mas sem ser “tangente” no grafico.

Teorema

A reta normal ao grdfico de f no ponto (xo, Yo, f(xo0,Y0)) é dada pela equagio
parametrica:

(x,y,2) = (x0,¥0,f (x0,Y0)) + . (%(Xo,yo), %(xo,w)/—l) , tER.




Plano tangente e reta normal

Exercicio

considere a fungio f (x,y) = x.¢(x/y) onde ¢ é derivivel. Mostre que os
planos tangentes ao grdfico passam pela origem.

Exercicio

| A\

Determine o plano que seja paralelo ao plano z = 2x + y e tangente ao grifico
def(x,y) = x* +y*.

V.




Diferencial de uma funcao

Definicao

A diferencial de f (x,y) é dada por

df = fydx + f,dy

| \

Exercicio
Determine a diferencial da fungdo:

Q z=x"1n(y?)
@ R=a.p?cos(A)
@T= 2!

14+u.v.w




Mais sobre a nocao de diferenciabilidade

Seja f(x,y) diferencidvel em (a, b) entdo f é continua em (a, b).

Sejaf(x,y) = m se (x,y) # (0,0) ef(0,0) = 0. Mostre que as derivadas

parciais em (0,0) existem mas que f nio é diferencidvel em (0,0). Que
podemos dizer da continuidade de f, e f, em (0,0)?




Regra da cadeia

Teorema

(Caso 1) Seja z = f(x,y) uma fungio diferencidvel de x ey, e x = g(t),
y = h(t) duas fungdes diferencidveis de t. Entdo a composta t — f(g(t), h(t))
é uma fungdo diferencidvel de t e

dz_ o dx_ of dy
dt — oxdt dydt

Ideia da demonstragio: Todas as fun¢des sao diferencidveis, entdo
podemos utilizar as linearizagdes delas:

O gla+t)~g(a)+g'(a)t
Q h(a+t)~h(a)+H(a).t
Q f(xo+u,yo+v)~f(xo,v0)+ %(xo,yo)-” + %(xofyo)-v

Queremos calcular lim;_, f (g("“)’h(”tz)*f (g(a)hia) _ %(a).




Temos
Fl(a+ ), h(a+1) ~F(s(a) + ¢ (@)L h(a) + 1 (a) )
= f(g(a) 1) + 3810, h(a))  a)-+ 5 (8(0) @) I o)

Isso implica:

f@att)hlatt)—f(g(a)h(a))

st t
= (5(0), ) '(@) + 31 (3(0) @) o)

Em resumo:
dz dzdx dzdy

dF " oxdt oydt



Regra da cadeia , caso 1

Exercicio

Utilize a regra da cadeia para determinar dz/dt ou dw/dt.

z=x*+y*+xy, x=sint, y=e'
z=cos(x + dy), x=5t" y=1/t
z=T+x2+y%, x=Int, y=cost
z=tan"Y(y/x), x=¢e, y=1-¢"
w=xe, x=t, y=1-t z=1+2t

w=Inyx*+y*+z, x=sint y=cost z=tant




Regra da cadeia , caso 2

Teorema

Suponha que z = f(x,y) seja uma fungdo diferencidvel de x e y, onde
x = g(s,t) ey = h(s, t) sdo fungdes diferencidveis de s e t. Entdo:

o aox 2y
ds 0xds Jy0s
e também:
o= ozar a0y
ot Jxot dy ot

Observacao: regra da cadeia e algebra linear (matrizes).



Regra da cadeia , caso 2

Exercicio

Utilize a regra da cadeia para determinar 0z /0s ou 0z/ot.

z=x° x=scost, y=ssint

z=arcsin(x —y), x=s"+1t}, y=1- 2st
z=sin@cos¢, O=st! ¢=s't
z=e" x=5sft, y=tfs

z=e'cosh, r=st, 0=+ 52+t

z=tan(ufy), u=25+ 3t wv=3s— 2t




Regra da cadeia , caso geral

Teorema

Suponha que u = u(xy, ..., x,) seja uma fungdo diferencidvel de n varidveis
X1,...Xy onde cada x; é uma fungdo diferencidvel de m varidveis ty, ..., t,.
Entdo u é uma fungdo diferencidvel de ty, ..., ty e

du _oudn  dudxy . dudx
ati - 8x1 ati axz ati o axn ati
paracadai=1,2,...,m.

Como lembrar do resultado:



Regra da cadeia , caso geral

Exercicio

Escreve a regra da cadeia (utilizando um diagrama em drvore).
u=fixy), x=x(r,s b, y=yst)
R="f(xyzt), x=x(U,v,w), y=yU,uv w),
z=z(u, v, w), t=t(u, v, w)
w=f(r,st), r=r(xy), s=sxy), t=txy
t="f(u, v w), u=u(p,qrs),v=uvpaq.r,s),
w=w(p,q,rs
v




Exercicio
Determine as derivadas parciais indicadas

z=x*+xYy, x=s+2t—u, y=stu}
il dz d
= 2 2 s=4t=2u=1
as ot du
v
T= , U= r, v= r
T pavr, v =pvg
ar aT aT
— p=2q=1r=4
ap' ag' ar
w=Xy +yz+zX, X=rcosf, y=rsind, z=r0,
il il
&= r=20=m/
ar - af
P=yu?+v+w, u=xe, v=ye, w=e"
P oP
v x=0,y=2
ax' ay
+
=_,U q, p=u+ow, q=v+Uw =uw+Up,
p+r
aN- aN  aN
— T T u=2,v=3,w=14
Jau - dv dw




Derivadas de ordem superior

Suponhamos que % tem também derivadas parciais. Entdo podemos

definir:
(A
o ax ax ) ox?

Jux = oy (S{J ;;Zx

Teorema (teorema de Clairaut, também chamado teorema de

e também

Schwarz)

Suponha que f seja definida em uma bola aberta D que contenha o ponto
(a,b). Se as fungdes f.y e fyx forem continuas em D entdo

fry(a,b) = fyx(a, b).
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Equacoes diferenciais parciais

Equacido de Laplace: as solugdes sdo chamadas fung¢des harmonicas.

?u  d%u
= 2 = — —
Au = V7u = 72 + 2 0.
Equacio da onda: seja u = u(x,t),

?u  ,0%u
w T T
Equacao de Schrodinger:

h—Y = Y
zhat
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Equacoes diferenciais parciais

Equacao de Laplace:

Exercicio
Sez = f(x,y) onde x = rcos6 e y = rsenb. Encontre dz/9dr e 0z/96 e

mostre

(62)2 (62)2 (62)2 1 (62)2
- + | —= — | = + | —
ax ay ar r<\ae
Exercicio

Seu = f(x,y) onde x = ¢° cost e y = e°sent.Mostre

(5) () -{(2) - (5]

| \




Equacoes diferenciais parciais

Equacdo da onda:

Exercicio

Mostre que cada fungio z = f(x + at) + g(x — at) é solugio de

o _ a0

a0




