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Prefacio

Essas notas foram realizadas para meu mini-curso no III Coléquio de
Matematica da Regiao Norte. O objetivo é dar uma introdugao réapida na
area da dinamica holomorfa, com énfase em exemplos explicitos. Para isso,
muitas ilustragoes foram incluidas: a maioria dos objetos da dinamica ho-
lomorfa, como os conjuntos de Julia, ou o conjunto de Mandelbrot possuem
uma beleza natural revelada somente nos anos 80 com o uso dos computa-
dores. Nessas notas, me concentrei principalmente nos aspectos topolégicos
da teoria, mas muitas outras abordagens sao possiveis.

Sao Paulo, 10/09/2014.

Sylvain Bonnot
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Capitulo 1

Parte I: Preliminares

1.1 Funcoes holomorfas: um resumo

Seja U C C um conjunto aberto. Vamos dizer que uma fungao f : U — C
é holomorfa se para cada ponto zy € U existe uma bola B.(zg) C U de raio
e > 0 tal que f nessa bola pode ser escrita como uma série convergente de
poténcias:

fz)= Z an(z — 2z9)" para todo z € B(zp). (1.1.1)

n=0

Equacgoes de Cauchy-Riemann Podemos também escrever z = z+1iy e
ver f como uma fungéo f(z,y) de duas varidveis reais. Da mesma maneira,
f(z,y) pode ser escrita como f(z,y) = u(z,y)+iv(z,y). Com essa notacio,
podemos demonstrar que f é holomorfa se e somente se u e v sd@o de classe
Cle

ou Jv Ou v

- - = —— =, 1.1.2
ox Oy’ Oy Ox ( )
Essas equacoes sao chamadas as equacgoes de Cauchy-Riemann.
E comum introduzir dois operadores diferenciais
0 1/0 0 0 1/0 0
— = — - g t b/ —_— == = — ] . 113
9z 2 (ax Zay) ¢ tambem 5= =3 (ax ”ay) (1.1.3)

Essa notacao foi escolhida para satisfazer por exemplo %(z) = 1. Assim

podemos reescrever as equagoes de Cauchy-Riemann como % =0.



Formula integral de Cauchy Existe uma outra caracterizagao possivel
da holomorficidade. A funcdo f : U — C ¢ holomorfa se f é de classe C' e,
para cada bola B.(zg) C U temos:

Flz0) = — /8 1) 4. (1.1.4)

270 JaB. (z) Z — %0

Teorema 1.1 (Teorema de Liouville). Uma fun¢ao f : C — C holomorfa
e limitada € constante.

Teorema 1.2 (Teorema da identidade). Sejam f,g: U — C duas fun¢ées
holomorfas num conjunto aberto e conexo U C C, tais que f(z) = g(z) para
todo z num aberto nao vazio V. .C U, entdo f =g.

Teorema 1.3 (Teorema de extensao de Riemann). Seja f : Be(z0)—{z0} —
C uma fung¢ao holomorfa limitada. Entdo f tem uma extensdo holomorfa
f : Be(Z()) — C.

Teorema 1.4 (Teorema da aplicagdo de Riemann). Seja U C C um con-

junto aberto, simplesmente conexo, distinto de C. Entdo existe uma aplicacdo
biholomorfa f : U — B1(0).

Figura 1.1: Aplicagao de Riemann para um poligono

1.2 O ponto no infinito: a esfera de Riemann
No espaco R? com coordenadas (z,y,t) podemos considerar a esfera
unitéria S2,
Pyttt =1
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Seja N = (0,0,1) o polo Norte da esfera e S = (0,0,—1) o polo Sul.
A projecdo estereografica associada & N associa a cada ponto M € S2—N
a intersegao da reta (NM) com o plano t = 0. A coordenada complexa deste
ponto é
T+ 1y

A aplicacdo (z,y,t) — z é um homeomorfismo de S? — N sobre C,
chamada um mapa.

h ——

Figura 1.2: Projegao stereographica

Podemos também definir uma fungao composta com uma projecao este-
reogrifica associada a S e depois uma conjugagao complexa (i.e z — z). O
resultado é )

T —1y

14+u’

A aplicacdo (z,y,t) — w é também um mapa de S? — S sobre C.

Uma observacao importante é que z.w = 1.

A esfera §2 com esses dois mapas é chamada a esfera de Riemann, de-
notada por C.

Funcgoes holomorfas em c . Seja U C C um conjunto aberto. Uma
fungao f é holomorfa em U se: para todo ponto M # N f pode ser escrita
numa vizinhanga de M distinta de N como uma funcao holomorfa em z, e
para topo ponto M # S, f pode ser escrita numa vizinhanga de M distinta
de S como uma fungao de w. Para um aberto U C C — {N, S}, uma funcao
holomorfa em z é também holomorfa em w (lembra da relacao: z.w = 1).
A esfera de Riemann pode ser vista como uma compactifica¢éo do plano
complexo C, i.e como o resultado de acrescentar um ponto co no plano.
Conjuntos do tipo U = {z € C;|z| > R} U {oo} formam uma base de



vizinhancgas de oo, e uma funcao f definida em U é holomorfa perto de oo

se e somente se 1

f(1jw)

w —

é holomorfa perto de w = 0.

1.3 Iteragao em C: uma histéria curta

Nessa sec¢ao, ndés vamos dar uma visao rapida da histéria da dinamica
holomorfa. Para mais detalhes, ver (Audin, 2011) e também a introdugéo
escrita por J.H. Hubbard do livro (Tan, 2000).

O inicio. Podemos dizer que a dindmica holomorfa comegou com o estudo
do método de Newton no plano complexo feito por Cayley em 1879.
Este algoritmo bem conhecido de determinacao das raizes de uma equagao
f(z) = 0 funciona assim: comegando com um ponto inicial zy, determinar
a intersec¢do com a horizontal da reta tangente no grafico de y = f(z),
passando pelo ponto (xg, f(xg)) (ver Figura 1.3).

~1—rz 1 Lo

Figura 1.3: O método de Newton em dimenséo 1, real

E facil lembrar dessa formula: a reta passando pelos pontos (z,, f(zn) e
(2n+1,0) tem que ter uma inclinagdo igual & f'(z,), entdo 2=LEn) — ¢/(3 ).

Zn+1—2n

T AT )
n

Agora essa formula faz sentido para nimeros complexos também e cria de
f(z

. . Ie . . . .fl(Z) ’

O primeiro problema é o seguinte: como escolher o ponto inicial da

iteragao? Uma outra maneira de reformular o problema seria: determinar

o conjunto de todos os pontos iniciais tais que a iteracao do método de

Newton converge para uma raiz determinada.

maneira natural um sistema dinamico: a iteragao da funcao z — z —
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Cayley observou que a questao depende da funcgao f:

The solution is easy and elegant in the case of a quadric equation, but
the next succeeding case of the cubic equation appears to present considerable
difficulty.

OAMBRIDGE, March 3d, 1879,
Para entender a observacao de Cayley, vamos dar algumas defini¢Ges
Uteis.

Definicao 1.1. A bacia de atracdo de uma raiz « pela itera¢do do método de
Newton € o conjunto de todos os pontos zg tais que a seqiiéncia z, converge
para o.

Cayley tinha razao: as raizes da equacdo 22 — 1 = 0 sao

1,j = 2im/3 j2 = ohin/3,

As bacias de atracdo tém uma topologia extremamente complicada: na
figura 1.4, por exemplo o conjunto em verde é a bacia da raiz a = 1.

Figura 1.4: As Bacias de atracdo para z — 2% —1, e, em branco,um exemplo
de 6rbita que tem limite igual a 5.

O seguinte exemplo mostra que o caso de uma equagao quadratica é
simples, como Cayley explicou:

Exemplo 1.1. Descrever as bacias de atracio das raizes de f(z) = 22 —1 =
0, para a iteracao da aplicagao de Newton
22—-1 2241

N = — =
f(z) i 2z 2z




Solugdo: As bacias das raizes —1 e +1 s&o os dois semi-planos

U_1:={2€C;Re(z) <0} e Uy := {2z € C;Rez > 0}.

z+1
z—1

Para ver isso, podemos fazer uma mudanca de varidvel w = e ver que

a aplicagao Ny escrita nessa varidvel é simplesmente w — 22. O seguinte
diagrama resuma a situacao:
Conjugagao de Ny com w +— w? :
¢
z — w= if}
le w?
2
z22+1 4 <z+1)
z z—1
|

Figura 1.5: Bacias no plano z e as bacias correspondentes no plano w

Trabalho de G. Julia e P. Fatou (inicio do século XX) Eles foram
os primeiros a estudar de maneira sistematica a iteragao das funcoes ho-
lomorfas, e os conjuntos invariantes chamados hoje de conjunto de Julia e
conjunto de Fatou.

Renascimento da dinamica holomorfa: a possibilidade de visualizar
no computador as bacias de atracdo deu um grande impulso na dinamica
holomorfa, com os trabalhos de J.H Hubbard, A. Douady, D. Sullivan. O
assunto se tornou muito popular depois do trabalho de Mandelbrot. Nés
recomendamos o livro de Milnor como uma introdugao excelente na area
((Milnor, 2006)) e também (Carleson e Gamelin, 1993) e (Beardon, 1991).

A familia de sistemas dinamicos holomorfos mais estudada é sem duvidas
a familia quadratica:

P.:z+— 22 +¢, comceC.



1.3. ITERACAO EM C: UMA HISTORIA CURTA 19

Figura 1.6: Um exemplo de conjunto de Julia. O complemento dele é o
conjunto de Fatou.

Os objetos invariantes mais importantes sao provavelmente os conjuntos
cheios de Julia

Definigao 1.2 (Conjunto cheio de Julia). O conjunto de todos os valores
iniciais zg cujas drbitas ndo escapam para o infinito sob a iteracdo de P.(z).

Examplos: bacia de atracao do ponto periodico zg = 0 sob z > 22 — 1:

Figura 1.7: Um exemplo de conjunto cheio de Julia: a bacia do ciclo atrativo
0— —-1—0.

Conjunto de Mandelbrot M. O conjunto de Mandelbrot pode ser de-
finido como

M :={c € C; a érbita de 0 sob iteragio de z + 2% + ¢ é limitada}.



Este conjunto tem uma topologia extremamente complicada. M. Shishikura
mostrou que a dimensao de Hausdorff da fronteira dele é igual a 2. Mais
detalhes podem ser encontrados em (Carleson e Gamelin, 1993). M também
pode ser definido como o conjunto de todos os parametros ¢ € C tais que o
conjunto cheio de Julia associado K. é conexo.

g
T

Figura 1.8: Conjunto de Mandelbrot com alguns exemplos de conjuntos
cheios de Julia conexos.
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Exercicios

Exercicio 1.1. Mostrar que o plano C e o disco aberto D := B1(0) ndo sao
isomorfos.

Exercicio 1.2. Seja f: U — D uma aplicagao de Riemann para um aberto
U simplesmente conexo. Mostrar que f ndo € inica.

Exercicio 1.3. Seja f holomorfa em C e tal que existemn € N, e M, R > 0
tais que
|f(2)] < M.|z|" para todo |z| > R.

Mostrar que f(z) é um polindmio de grau menor que n.

Exercicio 1.4. Seja f uma func¢ao holomorfa, nao constante num aberto
conexo U, e D C U wm aberto conexo tal que D C U é um compacto de U.
Suponhamos que |f| € constante na fronteira 0D. Mostrar que f tem pelo
menos um zero em D.

Exercicio 1.5. Mostrar que cada transformagao w = ‘CIZZIZ com ad — bc #
0 € um automorfismo da esfera de Riemann (e na verdade nao hd mais
automorfismos).

Exercicio 1.6. Mostrar que w = 2= ¢ um isomorfismo analitico do semi-

plano H := {z € C;Im(z) > 0} até o disco D := {z € C;|z] < 1}.

Exercicio 1.7. Mostrar que as transformacoes do tipo w = ‘Zj_ts que pre-
servam D sdo necessariamente do tipo
0 2+ 29
= 2= parafeRe |20] < 1.
1+ Zpz

Vamos indicar algumas etapas:
1. mostrar que 1 — w.@ implica ab = cd e a@ — ¢t = dd — bb
2. mostrar o

(dd —bb)(1 — 2z

]_ — W =
we |cz + d|?

3. deduzir que dd —bb > 0 e |a| = |d|;

_b_Y .
4. mostrar que 7 = < = A tal que Al < 1;

5. concluir, com a introducdo de zg definido por zg = )\g.



Exercicio 1.8. Que tipo de curva € a imagem por z — z> de um circulo
passando pela origem?

Exercicio 1.9. Escrever a formula do algoritmo de Newton para f(z) =
23— 1.

Exercicio 1.10. Seja C := {z € C;|z — 1| = 1} um circulo passando pela
origem. Desenhar a pré-imagem do circulo C pela aplicacio z — 22.

10+ B
05 B

0.0 B

-10r- B

150 L - S E R S N RS EI I

L P P
-15 -10 -05 0.0 05 10 15

Figura 1.9: Pré-imagem por z — 22 de um circulo passando pela origem

Exercicio 1.11. Seja P(z) um polinémio em z € C. Mostrar que P tem
uma extensao holomorfa na esfera de Riemann.



Capitulo 2

Dinamica local

2.1 Pontos fixos

Falando das érbitas periédicas das equagoes diferenciais, Henri Poincaré
observou que o estudo delas é o inico ponto de entrada para entender um
sistema dinamico complicado:

“ce qui rend ces solutions périodiques aussi précieuses, c’est
qu’elles sont, pour ainsi dire, la seule bréche par ot nous puis-
stons pénétrer dans une place jusqu’ici réputée inabordable”

H. Poincaré

No estudo dos sistemas dinamicos discretos, as orbitas periddicas tém
a mesma importancia. O exemplo mais simples é o exemplo de um ponto
fixo.

Definigcao 2.1. Seja f uma funcdo definida numa vizinhanca de zg € C.
O ponto zy € chamado um ponto fizo de f se f(z0) = zo.

Forma normal de f perto de um ponto fixo. Perto de um ponto fixo
zp podemos escrever f como

f(Z) =2zp+ f/(Zo)(Z — ZO) 4+

ou, depois de uma translagao podemos simplesmente supor que zg = 0.
Assim, f(z) = Az + -+, onde o numero A é chamado o multiplicador do
ponto fixo.



1. |A] < 1: o ponto fixo zp é chamado um atrator;

2. A =0: zp é um super-atrator;

w

. |[Al = 1: z¢ é chamado neutro.

a) se A = e™/4 com p/q € Q, o ponto é parabdlico,

b) se ndo, z¢ é irracional neutro.

4. |\| > 1: 2zp é um repulsor.

Orbitas periodicas. Para uma orbita periddica
20— 21 Z:f(ZQ)'—> oo 21 2

de periodo n (também chamada um ciclo ), o multiplicador X\ é definido
como

A= (f")(20) = f'(zn-1)-f'(zn—2)----.f(20)

Dependendo do valor de A o ciclo é um atrator, um super-atrator, etc. ...

2.2 Atratores e super-atratores

Definigao 2.2. A bacia de um atrator € o conjunto de todos os pontos zgy
cuja orbita converge para o atrator.

2.2.1 Atratores

Nos estudamos aqui a situagao de um ponto fixo zy que é um atrator:
f(z0) =20 e f'(20) = Aonde 0 < |\ < 1.

Por exemplo 2zg =~ 0, 27 para f(z) = 2% +0.2 é tal que |f’(2)| =~ 0,54 < 1.
Um teorema bem antigo de Koenigs mostra que a dinamica perto do atrator
é realmente a mesma que a dinamica da aplicacao linear associada z — Az:

Teorema 2.1 (Koenigs, 1884). Existe uma aplicagao biholomorfa w = ¢(z)
definida numa vizinhanca de zo até uma vizinhanga de 0 que conjuga f(2)
com a aplicagdo linear g(w) = Aw. A conjugacao € unica, a menos de uma
multiplicacao por um numero diferente de zero.
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Demonstragao: No6s queremos resolver a equagao funcional ¢ o f = A\, isto
é, encontrar uma aplicacao ¢ tal que o seguinte diagrama comuta:

. 1 fz)=w
d! gl
w —2 Aw

Depois de uma translagdo podemos supor que zp = 0 e definir ¢,,(z) =

! Z\Ef) = z + (termos de ordem superior). J4 podemos observar que
fnJrl
an o f = A\ - >\¢n+17

assim, se ¢, — ¢ temos immediatamente a equagao funcional ¢ o f = A¢.
Agora vamos mostrar a convergéncia de ¢,,: existe um C e um § tais que
para |z| <4,

|f(2) = Az < Cla? e |£(2)] < [lJz] + Ol < (Al + C9) |2,
onde (|A|+C6§) < 1. Assim, por indugao, |f™(z)| < (|]A\| + C§)" |z|, para

|z < 0.
Agora,

n —\f" C|fm 2 Clz|?
buia(2) = ()| = | LA < SUTRE < n CR

onde aqui temos que p = W < 1 para § pequeno.
Assim, a convergéncia das ¢,, é uniforme para |z| < 4.
Para concluir, é um exercicio de mostrar que cada conjugagao de g(z) =
Az com a funcao g mesma tem que ser do tipo z — Kz.
|

Essa linearizacao local pode ser estendida para a bacia do atrator, mas
a conjugacao ¢ é somente analitica sem ser necessariamente biholomorfa:

Teorema 2.2 (Linearizagao global para um atrator). Seja f definida e C
(por exemplo um polinémio) com um atrator em zq, de bacia B e multipli-
cador A. Entdo existe uma aplicacdo analitica ¢ : B — C tal que ¢(z9) =0
que semi-conjuga f com z — Az.

Caso do repulsor |A\| > 1: Localmente, a fungdo f tem uma fungao
inversa, tal que a origem é agora um atrator, entao um repulsor tem também
uma linearizacao local.



ponto

ponto fixo, atrator critico=0  glgumas
préimagens

Figura 2.1: Linearizagio global dentro da bacia de um atrator

2.2.2 Super-atratores

Definicao 2.3. Um ponto fixo 2y de f é chamado um super-atrator se

f'(z0) = 0.
Vamos comecar com alguns exemplos de super-atratores:
. 2241
Examplo 1: z; = —1 para a aplicagdo de Newton N(z) = 5,
z

Examplo 2: zy = 0 para f(z) = 22 + 2°.

22

Examplo 3: z, = 0 para a aplicagio g(z) = 1502422
24z

O seguinte lema mostra que super-atratores sdo muito comuns:

Lema 2.1. Seja P, : C — C um polinomio quadrdtico dado pela formula
P.(z)=2*+ec.

Entao existe uma_extensao }/3: :C = C de P. na esfera de Riemann C tal
que o ponto oo € C € um super-atrator.

Demonstracdo: A mudanga de varidvel w = % manda oo até 0. Nessa nova

varidvel, a aplicagao é agora dada por Aqui tem o diagrama comutativo da
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a4

-

=2z zZ = Zi
() f(z) = 2" +2° (b) 9(2) = T30

2

Figura 2.2: Exemplos de bacias super-atrativas em preto

Figura 2.3: Polindmio na esfera de Riemann, com a bacia do infinito em cinza

mudanca de varidvel:

w — z=1
w
w? 9
S 2 te=—5+¢



2

2

w =w*(l—cw?+...) =w? —cw* + ...

H S —

1+ cw?
Nessa expansao nao tem um termo de grau 1, entao w = 0 é um super-
atrator. u

Agora é facil ver que a bacia do ponto oo contem um disco aberto
D(o0, R) de raio R > 0:

Lema 2.2. Seja P(z2) = 2% + aqg_2297%2 + ...+ ap. Entdo existe um R > 0
tal que |z| > R = 2z, — .

Demonstragao: Simplesmente temos que

d aq—2 aop
P(z)==z (1+ o> +...+Z—d),
entdo |P(z)| > [2|2.4 > K.|z| para um K > 1 e z grande. Por indugao
temos |P°"(z)| > K™.|z| e o resultado é uma consequéncia imediata. A
condicao ag—1 = 0 pode ser sempre obtida depois de uma conjugacao com

uma funcao linear. ]

Coordenada de Bottcher. Vamos comecar com o exemplo da funcao
P_,: z+— 22 —2. Para z muito grande, P_5 age como z — z2. Infelizmente
nao existe uma conjugagao topoldgica entre as duas fungoes. Mas fora do
segmento [—2,2] uma conjugacao explicita deste tipo existe, chamada a
coordenada de Béttcher:

s

Teorema 2.3. Seja K_o :=[—2,2]. Entdo a fun¢ao ¢p(w) =z = w + % é
uma aplicacio biholomorfa de C — D até C — K_o que conjuga P_g : z —
22 —2 com Py : w — w?.

Demonstracao: Verificar que ¢ é uma conjugacao significa verificar a comu-
tatividade do seguinte diagrama:

—, z=w+1/w

1 |-

w?= —2 22-2=(w+1l/w3?-2=w+ %

Agora z = w + i nao ¢é invertivel em C, mas podemos verificar que a
restrigdo dessa aplicagdo a C — D é biholomorfa (cada étapa é um exercicio
no fim deste capitulo):
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1. mostre que z — zjr} é biholomorfa de C — D até {z; R(z) > 0};
2. mostre z — 22 é biholomorfa de {z; R(z) > 0} até C — R~;
3. mostre z — 2t22 ¢ biholomorfa de C — R~ até C — [-2,2].

4. mostre que a composicao de todas essas aplicacoes é exatamente z —

z+ 1
Mais uma observacao: a aplicacao z — z + % é também biholomorfa de
D até C —[-2,2]. [ |
// - 777\\\\‘
{ }7 7777777777

Figura 2.4: C — D e a imagem dele pela aplicagao z — z + %

Na verdade, essa construcao da coordenada de Bottcher pode ser feita
de maneira muito mais geral, cada vez que tem um ponto fixo super-atrator:

Teorema 2.4 (Coordenada de Bottcher). Seja f(2) = anz"+an412" ...
com a, # 0 en > 2. Entdo existe uma vizinhanga U de 0 e uma conjugagdo
local ¢ : U — C que conjuga f com w — w™. FEssa conjugacdo ¢ € unica a
menos de uma multiplicagao por uma raiz (n-1)-ésima da unidade.

Nos vamos demonstrar uma versao um pouco diferente deste teorema,
mais adaptada a dinamica polinomial:

Teorema 2.5. Seja P(z) um polinémio de grau k > 2. Entdo para R
suficientemente grande, existe uma aplicacdo

¢:{lz| > R} = C,



biholomorfa de V = {|z| > R} até ¢(V) tal que ¢(P(2)) = (¢(2))*. Essa
aplicagdo € unica a menos de uma multiplicagao por uma raiz (k—1)—ésima
da unidade.

Demonstragao: E facil ver que para R grande temos que P(V) C V e que

P(z) :==log % ¢ bem definida e limitada em V.. Podemos entao escrever

P(z) como P(z) = 2*.exp1)(z). Por indugdo temos que
P(z) = 2F"exp (k" Mp(2) + ... + (P 71(2))) .

Assim podemos definir um “ramo de *\/P"(z)”, simplesmente como

00(2) = 200 (L) oo 0PN )

Agora ¢ é limitada em V entdao Y7, 4)(PI~'(2)) converge uniforme-
mente em V', entdo ¢, também converge uniformemente para um limite ¢
analftica em V. A equacdo funcional ¢ o P = ¢* é consequéncia da seguinte
equagao, facil de verificar:

On(P(2)) = (dn41(2)".

Figura 2.5: Equipotenciais ¢! (|z| = R) e raios externos ¢~ !(arg(z) =
constante)

Uniformizacao e coordenada de Bottcher. Seja P, um polindmio
quadrético tal que K, := {z € C;a drbita de z é limitada} é conexo. Entao
a funcao de bottcher da a uniformizagao da bacia do infinito, isto é uma
aplicacdo de Riemann dessa bacia até o disco C — D.
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Figura 2.6: Um exemplo de uniformizagao da bacia do oo

2.3 Pontos neutros

2.3.1 Pontos parabdlicos.

Nessa secao, a fungao f é definida perto do ponto fixo zg = 0 e tem a
seguinte expressao

f(2) =€/l 4 a1 2" app02" 24

O caso mais simples é o caso do multiplicador A = 1 (isto é p/q = 0).
Nessa situacao, podemos escrever a funcao f localmente como:

f(2) =z +az"" +0(2""?), onde a # 0.

O inteiro n+ 1 é chamado a multiplicidade do ponto fixo parabdlico. E fécil
ver que a fungao nao pode ter uma conjugacao com a identidade z +— z.
Podemos ver isso num exemplo simples de f(z) = z(1 + 10z3). A parte
positiva do eixo real é invariante e tal que f(r) > r para todo r > 0 (entao
0 é repulsor nessa diregdo), mas na parte negativa, a origem é um atrator:

Direcgoes atrativas



L L L
-030F 01 02 03 0.4

Figura 2.7: Direcoes atrativas e repulsivas para um ponto parabolico

Definigao 2.4. Seja
f(2) =z+az" ™ +0(2"2), onde a # 0.

Seja v € S' um vetor unitdrio. Entdo v é chamado uma direcdo atrativa se
av” € real e negativo. E v é uma direcao repulsiva se av” € real e positivo.

A origem dessa nocao é a seguinte: cada érbita f"(z) que tem limite
igual t bélico 0 é tal éncia das diregdes 2l
gual ao ponto parabélico 0 € tal que a sequéncia das diregoes pr—j; converge
para uma das dire¢oes atrativas. A situacao correspondente para as diregoes
repulsivas pode ser obtida com o estudo de f~! (que é bem definido perto

de zero).

Definigao 2.5. Dada v uma direcao atrativa para f. Uma pétala atrativa
associada a v € um disco topoldgico P tal que

1. 0€0P;
2. f € injetora em P e f(P — {0}) C P;
3. para todo z € P, a érbita f™(z) converge para 0 na dire¢do v;

4. toda drbita f™(z) que converge para 0 na diregdo v tem que entrar em
P.

As pétalas nao sao definidas de maneira tnica.

Um bom modelo para a dindmica de f(z) = z+ 2PT1 +... é aquele dado
pelas trajetérias do campo (holomorfico) de vetores z”“%.

As pétalas atrativas e repulsivas podem ser escolhidas de maneira a criar
juntas uma boa vizinhanga (isto é, um disco topoldgico ) do ponto fixo
parabdlico: este resultado é chamado o teorema da Flor, de Leau e Fatou.
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Figura 2.9: Dinamica de zp“a% e dinamica numa vizinhanca do ponto
parabdlico

Teorema 2.6 (Teorema da Flor de Leau-Fatou). Seja zg um ponto pa-
rabdlico de multiplicidade n + 1 > 2, entdo, dentro de cada vizinhanca de
2, existe uma familia P; (com 1 < j < 2n, mod (2n)) de pétalas simples-
mente conexas, tais que P; € atrativa para j impar (e repulsiva para j par).
Essas pétalas podem ser escolhidas tais que a reunido

{Zo}UP()U...UPanl

¢ uma vizinhanca de zg. Quando n > 1, cada P; tem intersecgcdo somente



com Pj_1 e Pj1 e essas intersec¢oes sao simplesmente conexas.

Figura 2.10: Teorema da Flor de Leau-Fatou

Dinamica dentro de uma pétala. Dentro de cada pétala, existem co-
ordenadas adaptadas, chamadas coordenadas de Fatou:

Teorema 2.7. Cada pétala P tem uma conjugacao ¢ : P — C, chamada
coordenada de Fatou com w — w+1. Isto é, o sequinte diagrama comuta:

pPnfip) —L - p

Caso geral: \ = ¢*7™/4, No caso geral de um multiplicador A = e2™?/4,
se f? tem uma multiplicidade de m+ 1, entao o nimero de pétalas atrativas
(ou repulsivas) é m = kq (para um inteiro k). A dinidmica geral é uma
rotacao nas pétalas de nimero de rotagao combinatorial igual a §.

2.3.2 Ponto neutro irracional

Quando A\ = %7 com 6 irracional, a situacio é muito mais complicada e
nao podemos dar muita informagao aqui. Os pontos fixos que possuem uma
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conjugacao com z — Az sao chamados pontos de Siegel. O maior conjunto
onde existe uma conjugagao é chamada um disco de Siegel.
Os outros pontos sao chamados pontos de Cremer.

Figura 2.11: Disco de Siegel



Exercicios

Exercicio 2.1. Seja f uma funcdo analitica ndo constante, definida perto
da origem. Mostrar a existéncia de dois biholomorfismos locais w = g(2)
e u = h(z) tais que ho f o g ' (w) = w*. Isto é a forma local de uma

aplicagcao f € sempre simples.

Exercicio 2.2. Mostre que cada conjugagao de g(z) = Az com g mesma
tem que ser do tipo z — K.z, para uma constante K.

Exercicio 2.3. Da um exemplo de funcao analitica que tem no mesmo
tempo um super-atrator e um repulsor.

Exercicio 2.4. Determine todas as aplicagdes g(z) definidas perto de 0 tais
que g comuta com z v z% (com d > 1).
Exercicio 2.5. Seja P3(z) = 2% —3z. Mostre que P3(w+w™!) = w3 +w=3.

z—1
z+1°

Exercicio 2.6. Determine a imagem de |z| > 1 pela aplicagdo z —

1
2

Exercicio 2.7. Determine o grau da aplica¢do z — z + =, vista como uma

aplicacao C—C.
Exercicio 2.8. Prove o teorema de linearizac¢do global para um atrator.

Exercicio 2.9. Mostre que nao existe uma conjugacdo topoldgica entre
Po:z—22—2¢Py:z— 22,

Exercicio 2.10. Que tipo de ponto fizo tem a funcdo z — 2> em 29 =19

Exercicio 2.11. 1. Mostre que z z;% ¢ biholomorfa de C — D até
{z;R(2) > 0};

2. mostre z — 22 € biholomorfa de {z;R(z) > 0} até C — R~;
3. mostre z — 22 ¢ biholomorfa de C — R~ até C — [-2,2].

4. mostre que a composicao de todas essas aplicacoes € exatamente z —
1
4+ .

Exercicio 2.12. Mostre que a aplicagao z — z —I—% € biholomorfa de D até
C-1[-2,2].



Capitulo 3

Dinamica global

3.1 Conjuntos de Julia e de Fatou

A nogéo de conjunto cheio de Julia é bem adaptada para a dindmica dos
polindmios, mas tem que ser estendida para tratar também da dinamica das
aplicagoes racionais.

Definigao 3.1. Uma familia F de aplicagoes holomorfas num dominio U C
C ¢é normal se cada sequéncia infinita de elementos de F contem uma
subsequéncia que converge uniformemente em todos os compactos de U.

De maneira geral, a verificagdo da normalidade de uma familia é feita
com o teorema de Montel:

Teorema 3.1. Seja F uma familia de aplicagoes holomorfas num dominio
UcC. _Suponhamos que existem trés pontos distintos a,b,c € C tais que
f(U) c C—{a,b,c} para todo f € F. Entdo F é uma familia normal.

Com a nocao de normalidade aplicada as iteragoes de uma funcao analitica,
podemos finalmente definir de maneira geral os conjuntos de Fatou e de Ju-
lia:

Definicao 3.2. Dada uma func¢do holomorfica f, o conjunto de Fatou
de f € definido como:

Fr:={z¢ C: {f™Yn ¢ uma familia normal numa vizinhanga de z}.
E o complemento de F' é o conjunto de Julia J;.

Sullivan mostrou que para uma aplicagao racional, uma componente
periddica do conjunto de Fatou tem que ser de um tipo bem definido, dentro
de uma lista de cinco possibilidades:



Teorema 3.2 (Sullivan). Uma componente U periddica de periodo p do
conjunto de Fatou de uma aplicacao racional pode ser somente de um tipo
na sequinte lista:

1. uma bacia atrativa;
2. uma bacia super-atrativa;

3. uma bacia parabdlica: isto €, existe um xo € OU tal que (fP) (zg) =1
e todos os pontos de U convergem para zo;

4. um disco de Siegel;

5. um anel de Herman: U é homeomorfo a um anel, e fP age como uma
rotagao irracional neste anel.

Nessa lista, somente o ultimo caso é novo: na verdade, é possivel mostrar
que polinémios nunca possuem anéis de Herman. No resto do capitulo, nés
vamos concentrar na dindmica da familia quadratica, que jé é extremamente
rica.

3.2 A familia quadratica
A familia de fun¢oes mais importante neste curso é a familia quadrética:

fo:zm 22 4,

onde ¢ € C é um paramétro complexo. Na verdade essa maneira de escrever
um polindémio quadratico tem nada de particular:

Lema 3.1. Seja T(z) = az?® + 2bz + d um polinémio quadrdtico. Entdio a
fungao S(z) = az + b conjugua T(z) com

fo(2) = 22 +¢,
onde ¢ = ad + b — b?.
Demonstracao: Temos simplesmente que verificar a igualdade:

fooS=SoT.
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Exemplo fundamental: a aplicacdo f;: z — 22 . A dinimica é bem
mais simples aqui, mas vai servir de modelo para uma cole¢ao muito grande
de outros exemplos. Podemos escrever z = re?, e obter fo(z) = r2"e?2"?,
Entaor > 1= f"(z) - o0, er < 1= f°"(z) — 0. No circulo r = |z| =1,
a aplicagao é conjugada com S(#) = 26 mod 1. E comum escrever o angitlo
0 € St :={z € C,|z| = 1} na expansio 2-adica, por exemplo:

6 = 0.0100100011 . .. — S(§) = 0.100100011 . ..

Isto é, a aplicagdo S é o ”shift” (também chamada ”aplicagao deslocamento”):
a agao dela é de mover o ponto decimal de um lugar para a direita, e colocar
um zero na parte inteira.

Uma idéia fundamental de Thurston é que mais ou menos todos os con-
juntos cheios de Julia (que sdo conexos, localmente conexos) sdo como o

disco, apertado em alguns pontos do bordo, indicados pelo angulo associado
0 € St = 9D.

4/7

Figura 3.1: Apertando um disco, nos angulos 1/7,2/7,4/7

Por isso, a primeira questao é de saber quando um conjunto cheio de
Julia é conexo. O seguinte teorema de Douady e Hubbard mostra que a res-
posta depende somente da iteragdo do ponto critico (na familia quadratica,
somente 0 é critico).

Teorema 3.3 (Douady-Hubbard). Seja f um polinémio de grau d > 2.
Se o conjunto de Julia cheio contém todos os pontos criticos finitos de f,
entao, os dois conjuntos K e J = 0K sdo conexos e o complemento de K
¢ isomorfo ¢ C —D sob um isomorfismo

$:C—K—C-D,
tal que



Quando, pelo menos, um ponto critico de f pertence a C — K, entdo K
e J tém um numero de componentes conexros nao enumerdvel.

Na préxima secao, nés vamos descrever com mais detalhes essa descrigao
topolégica dos conjuntos de Julia.

3.3 Conjuntos de Julia e discos apertados

Conjuntos cheios de Julia. Lembra que o conjunto cheio de Julia K.
para P, : z +— 22 + ¢ é definido como

K. :={z € C; a 6rbita de z é limitada}.

A ideia de Thurston é de definir no disco uma relacdo de equivaléncia
entre pontos no bordo, e depois tomar o quociente do disco pela relagao,
isto é apertando o disco.

N \QW’“Q‘“\,»
%g\”}@

Figura 3.2: Apertar um disco ao longo de uma laminagao para criar um
conjunto de Julia

As etapas da construgao de Thurston sao as seguintes:

1. Primeira etapa : definir uma relagao de equivaléncia ~ no circulo
T C D tal que:

(a) o grafico de ~ em T x T é fechado;

(b) A relacdo ~ determina uma laminacdo, i.e classes de equivaléncia
distintas ¢; e ¢o tém fechos convexos (no disco de Poincaré) dis-
juntos.

2. Segunda etapa : Estender a relagao de equivaléncia numa relagao ~
definida no disco D : as classes de equivaléncia sao os fechos convexos
(na geometria de Poincaré) das classes de equivaléncia de ~, ou sdo os
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pontos de D — L, onde L é a reuniao dos fechos convexos das classes
de ~.

3. Terceira etapa: formar o quociente D/ ~. O resultado é chamado o
disco apertado associado a ~.

A utilidade dessa construgao geral vem do fato de que ela permite cons-
truir modelos para os conjuntos de Julia cheio (conexos e localmente cone-
xos, ver (Douady, 1993)):

Teorema 3.4 (Douady). Seja K C C um compacto conexo, com comple-
mento conexo, e localmente conexo. Entao existe um homeomorfismo de K
com um disco apertado.

Carathéodory mostrou que para um compacto com as propriedades acima,
a aplicagao de Riemann v : D — C — Kdo complemento tem uma extensao
continua até o bordo v : St — 9K. Assim podemos definir uma relacio de
equivaléncia com ¢ ~ ¢’ se e somente se y(t) = y(t').

A laminagao geodésica que aparece na descricdo de um conjunto de Julia
cheio K. (para P. : z + 22 4 ¢) é invariante sob duplicacio do angulo
0 — 260 mod 1.

Transicao de um disco até um disco apertado: A transigio (to-
poldgica) de um disco até um disco apertado acontece na familia quadratica
quando o pardmetro ¢ vai da cardioide H (i.e a componente hiperbélica do
conjunto de Mandelbrot, que é composta de todos os parametros ¢ € C
tais que P, tem um ponto fixo atrativo), até qualquer outra componente
hiperbdlica.

3.4 Quebra-cabeca de Yoccoz

Uma outra conseqiiéncia muito util da existéncia da coordenada de
Bottcher ¢ é a construcao de uma particdo dinamica, o quebra-cabeca de
Yoccoz. As pecas sao simples, delimitadas por pedagos de equipotenciais
(|¢] = constante) e raios externos (arg(¢) = constante). A equagao funcio-
nal da funcdo de Béttcher, ¢ o P = ¢? diz que P manda um raio externo de
angulo t € S1 para o raio de angulo 2¢, e manda uma equipotencial |¢| = R
para a equipotencial |¢| = R2.

Nivel 0 do quebra-cabega: Seja P, um polinémio quadratico com con-
junto cheio de Julia conexo, com um ponto fixo repulsor « (que seja distinto
do raio externo de angulo 0). Sejam 7, ... os raios externos que possuem
« como intersec¢ao. Seja D a componente limitada do complemento em C



Figura 3.3: Deformagoes de K.: de um disco até um disco apertado

de uma equipotencial |¢| = R (para R > 1). Entéao as pegas do nivel 0, sdo
as componentes conexas de D — {v1,..., 7k}

Nivel 1 do quebra-cabeca: Tomando a pre-imagem da equipotencial
|¢| = R, e as preimagens dos raios externos «y; podemos definir as pegas do
nivel seguinte, e continuar assim para todos os niveis. O fato fundamental
é que a aplicagao P manda pegas sobre pegas (com um grau que pode ser
maior do que 1), definindo assim uma partigdo dinédmica.

As cores das pecas foram escolhidas aqui para sugerir que uma peca
cinza vai até uma pega mais escura. O nivel 0 contem trés pecas.

Na figura do nivel 1, as pegas com um tom de cinza sao as pre-imagens
da peca do nivel 0 com o mesmo tom.
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Figura 3.4: Quebra-cabega, nivel 0

Figura 3.5: Nivel 1 do quebra-cabecga

Exercicios

Exercicio 3.1. 1. Mostre que um polinémio quadrdtico tem também uma
outra forma normal z — az(1—2z) (mais utilizada para aplicagées reais



f:R—=R).

2. Mostre que um polinémio ciubico pode ser conjugado com f,p(z) =
23 —3a%z +0b.
FEssa maneira de escrever o polindmio cibico tem uma simetria interes-
sante: os pontos criticos (i.e onde a derivada € zero) sio a,—a.

Exercicio 3.2. Dar um exemplo de ponto 6 no circulo que tem uma orbita
densa, i.e para qualquer intervalo aberto I C S', existe n € N tal que
S°m(@) € I. Dica: Um 6 que vai certamente visitar os intervalos I =
0,00%, Iy = 0,01%,I3 = 0,10%,I, = 0, 11% seria § = 0,|00/01|10|11]... .

Exercicio 3.3. Polinémios de Tchebychev.
1. Mostre que P(z) = 22? — 1 satisfaz P(cos z) = cos(2z).

1 1
2. Mostre que M : z — 3 (z + ) satisfaz M(2%) = P o M(z).
z

3. Mostre que a imagem do circulo |z| = 1 pela aplicagdo M € o segmento
[—1,1].



Capitulo 4

O conjunto de Mandelbrot
M

4.1 Propriedades basicas

*
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Figura 4.1: O conjunto de Mandelbrot em 1978 e hoje

Nessa secao nos descrevemos o conjunto de Mandelbrot e o avango fun-
damental feito por Adrien Douady e John Hamal Hubbard em 1982, quando
eles mostraram que este conjunto de Mandelbrot é conexo (ver (Douady e
Hubbard, 1985)). A introducao de (Tan, 2000) explica em detalhes a histo-
ria do conjunto de Mandelbrot.



O conjunto de Mandelbrot M pode ser definido como
M = {c € C| a érbita de 0 sob iteracao de P, é limitada}.

M pode também se definido como o conjunto de todos os ¢ € C' tais que
K. é conexo.

Teorema 4.1. O conjunto de Mandelbrot é um compacto contido em {|z| <
2}.
Demonstragio: Para |¢| > 2, |P2(0)| > |c|.(Jc| — 1) e por indugao

2n72 27L71

PEF0)] 2 (Jel(lel = 1)) = [el = lel(e] = 1) = oo, quando n = oo,

Assim, ¢ € M se e somente se |P?(0)] < 2 para todo n € N. Mas isso
significa que M é um conjunto fechado em {|z| < 2}.
|

Antes de demonstrar a conexidade, nés vamos precisar de alguns lemas.

Lema 4.1. Seja ¢, a fungdo de Béttcher associada a P, perto de co. Entdo
a fungdo G.(z) := log|p.(2)| pode ser estendida até C e pode ser escrita
como

1
Gel2) = lim - log* |2 (2)],

n—oo
onde log™ |z| = max{log|w|,0}.

Demonstragio: Para z € K., log" |P?(2)| ¢ limitada, entdo o limite de
+log" | P (2)| 6 0. Para z ¢ K., o lema é uma conseqiiéncia da equacdo
funcional da fungao de Bottcher. ]

Lema 4.2. A funcio G.(z) é continua como fungdao de (z,c).
Demonstracao: Para |z| < K temos
log™ [P (2)] — 2log™ |2]| < [Pe(2) = 2%| = |¢| < K,

cuja conseqiiéncia é

1
2n—1

K
log™ | P! 1 (2)]| < o

1
S logt [P2(2)] -

Entao a convergéncia é uniforme no conjunto {(z,c);|c| < K}.
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Lema 4.3. O conjunto
U :={(z,¢) € C}G.(2) > G.(0)}
é aberto e ¢.(z) € analitica em (z,¢) em U.

Demonstracao: A continuidade de G.(z) em (z,c) mostra que U é aberto.
Agora a representagio de ¢. como um produto infinito

oo c ﬁ
oo == I (v pmim)

mostra que a convergéncia uniforme deste produto resulta da convergéncia
uniforme obtido pela fungao G.(z).
]

4.2 Topologia de M
No seguinte teorema, nds vamos precisar somente do caso ¢ ¢ M.

Teorema 4.2. Seja U, := {z € C|G.(z) > G.(0)}. Entio a aplicacio de
Béttcher ¢. tem uma extensao analitica que € um isomorfismo

o : U, — {z e C;lz| > eG“(O)}
Se c € M, entao ¢. tem uma extensao que € um isomorfismo
C-K,—C-D.

Se c ¢ M, entio ¢ € U. e podemos definir uma aplicagio ® : C— M — C
com

D(c) := ¢e(c).

Teorema 4.3 (Douady-Hubbard). A aplicagio ® é um isomorfismo C —

M — C—D. Em particular, o conjunto de Mandelbrot M € conexo.
Demonstracao: A demonstracdo contem as seguintes etapas:

1. ® é analitica em C — M: nés sabemos ji que (z,¢) — ¢.(2) é
analitica em (z, ¢).



2. ® pode ser estendida até C — M: Temos que

(e s) (1) ()T

®(c)

entdo —~ — 1 e podemos estender com ®(oc0) = oco.

3. A extensao é prépria: Utilizando log |®(c)| = G.(c) = Gey(co) =0
quando ¢ — ¢y € IM, podemos deduzir que |®(c)| — 1 quando ¢ —
co. Agora, se ® nio é propria, existe um compacto K C (C—D) tal que
®~1(K) ndo é compacto. Mas isso significa que existe uma sequéncia
cn € ®71(M) tal que ¢, — co € M, isto é, tal que |®(c,)| — 1. Isto
¢ uma contradicgao.

4. ® é aberta: (isto é, a imagem de qualquer aberto é um aberto). Mas
isto é verdadeiro para qualquer aplicagdo analitica nao constante.

5. ® é fechada: (isto é a imagem de qualquer fechado é fechada). Isto
é uma conseqiiéncia do fato que ¢ é proépria.

6. ® é sobrejetiva: porque a imagem é um conjunto aberto, fechado, e
nao vazio num conjunto conexo (entdo a imagem € o espago inteiro).

7. ® tem um grau constante: porque uma aplica¢ao analitica e propria
tem um grau bem definido (e este grau é constante porque C — D é
CONexo).

8. O grau de ® é 1: porque perto de oo, ®(c) ~ ¢, entdo ® pode ser
estendida até a esfera de Riemann inteira C. O grau local perto de co
é 1, entao o grau global também é um, e ® é um isomorfismo.

4.3 Um modelo para M

O teorema de Douady e Hubbard tem a propriedade notavel que o con-
junto C — M tem uma aplica¢ao de Riemann explicita, igual a é.

A conjectura principal na dindmica complexa em C é de saber se a funcao
(é)_l pode ser estendida numa aplicacdo continua em D. Essa extensio
existe se e somente se M é localmente conexo. Essa conjectura muito famosa
tem o nome de conjectura MLC. Suponhamos que M LC é verdadeira:

entao o conjunto de Mandelbrot pode ser descrito como um disco apertado.
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(a) Equipoténciais |®(c)| = constante (b) Raios externos Arg(®(c)) =
constante

Figura 4.2: A aplicagdo de Riemann para C — M

A descricao da laminagao do disco a ser apertada é muito simples. Ela é
feita através do algoritmo de Lavaurs: Algoritmo de Lavaurs:

1. Conectar com uma geodésica os pontos % e %

2. Suponhamos que todos os pontos no circulo de perfodo < k (sob
iteragao de 6 — 20 mod 1) foram conectados. Conectar todos os pon-
tos de periodo k, comecando com o primeiro nao conectado. Cada
um vai ser conectado com o seguinte ponto (na ordem positiva) nao
conectado, sem atravessar uma geodésica anterior.

E um fato incrivel de ver um conjunto tao complicado ter uma descri¢ao
tao simples!
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(a) k<5 (b) k<13
Figura 4.3: Duas etapas no algoritmo de Lavaurs
s
Exercicios

Exercicio 4.1. Descrever o conjunto C C M de todos os parametros ¢ € C
tais que P, : z — 2% + ¢ tem um atrator. Mostrar que a fronteira deste

conjunto € uma cardioide de equagao paramétrica

1 . 1,
619 _ *6210.

Figura 4.4: A cardioide C ¢ M

Exercicio 4.2. Mostrar que P, tem um 2-ciclo atrator se e somente se ¢ €

dentro do disco
D :={ceC;ldc+4| < 1}.

Mostrar que este disco € tangente a C.
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Exercicio 4.3. Quais sdo os parametros c; tais que P., tem um ciclo super-
atrativo de periodo 37

Exercicio 4.4. Mostrar que C — M ¢é conezo.
Exercicio 4.5. O objetivo é de mostrar que M NR =[-2,1/4].

1. Para ¢ > 1/4, mostrar que P.(x) = x ndo tem solugdes e que P(0)
nao tem pontos de acumulacao.

2. Para ¢ < —2, mostrar que ¢ ¢ M.
3. Para c € [—2,1/4], mostrar que
[P (0)] < a,
onde a é a maior raiz de x> —x + ¢ = 0.

Exercicio 4.6. Desenhar os quocientes da esfera obtidos depois de apertar
as laminagoes no algoritmo de Lavaurs, para um denominador n < 15.






Capitulo 5

Dinamica em C?

5.1 Funcgoes holomorfas em C"

Sejam n variaveis complexas zp = zp + iyx. Como em dimensao um,
podemos utilizar as varidveis zj e Zj para escrever a diferencial de uma
funcdo f de classe C':

N (9f oaf
df = ; (adezk + Emm) .

Definicao 5.1. Uma funcao f(z1,...,2,) definida num aberto U de C™ ¢
holomorfa se e somente se f é de classe C' e a diferencial df ¢ igual a

df = %dzk.
k=1

Uma observagao simples é que f é necessariamente holomorfa em cada
variavel separadamente. Na verdade, uma fungao holomorfa em cada variavel
separadamente é holomorfa (mas a demonstragao é mais dificil).

Muitos resultados da dimensao tém uma extensao, por exemplo a teoria
de Cauchy.

Formula de Cauchy.

Teorema 5.1. Seja f(z1,22) uma fungdo continua no produto dos discos

|z1] < p1, 22| < p2



e holomorfa em cada varidvel separadamente. Entdo para

|Zk| <7rE < Pk (k = 1,2),

’LU1, ’LUQ dwldwg
f(z1,22)
(27i)2 (w1 — 21)(wg — 22)’

C1 C2

temos

onde Cy, (k=1,2) € o circulo |wg| = 7.

Expansao de uma fungao holomorfa

Teorema 5.2. Uma funcao f holomorfa no produto U dos discos
21| < p1, 22| < p2

tem uma expansao convergente em U dada por
2’1, 2’2 E ap7q21 2’2
P,q=0

Muitos outros resultados da dimensao um ficam verdadeiros, como o
principio do maximo, o teorema da identidade, o teorema de Liouville. Mas
alguns nao possuem um equivalente. Por exemplo, o seguinte teorema mos-
tra que o teorema da aplicacdo de Riemann nao é verdadeiro em C2:

Teorema 5.3. O polidisco {|z1] < 1} x {|z2] < 1} e a bola B := {z €
CZ; ||z|| < 1} ndo sdo biholomorfos.

A dimensao 2 tem outras particularidades:

5.2 Possibilidades

Em dimensao complexa maior que 2, hd muitas possibilidades de estudo,
como por exemplo:

e Endomorfismos polinomiais: (z) — (magjéerZl)
e Fungoes analiticas em produtos P* x P!, ou P?(C), ...

e Automorfismos polinomiais: examplo (z) — (P(z;,_“y) (” Aplicagao de
Hénon complexa”).
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A lista é imensa, e todos esses exemplos sao interessantes. Para mais
detalhes, ver (Morosawa et al., 2000). Neste curso, vamos concentrar numa
familia de exemplos muito rica e que pode ser considerada como uma gene-
ralizagao da familia quadratica: as aplicagoes de Hénon complexas, que sao
do tipo:

Hp, : (i) eC? o (P (m)x_ ay), onde P(x) € C[X] e a € C — {0}

Depois de uma conjugacao por uma aplicagao linear, podemos reescrever
uma aplicacdo de Hénon complexa como (;) € C* v (P@+) - Assim,
tomando b = 0, é bem claro que essas aplicagoes sao generalizacoes das
funcoes da familia quadratica P, : z — 22 +c.

5.3 Particularidades da dimensao 2: dominios
de Fatou-Bieberbach

Nessa parte, nés descrevemos uma diferenca importante entre as dindmicas
complexas em dimensao 1 e 2.

Atratores e linearizagao em dimensao 1: Lembra que uma funcao
f com uma expansao
f(z2) =2(A+0(2)) com0<|\<1
é tal que, existe uma conjugacao perto de 0:
g0 fogi(z) = Az

Isso significa que f é conjugada com a parte linear da aplicagao.
Atratores e linearizacao em dimensao 2: Agora a situagdo em
dimensao 2 é bem mais complicada. Vamos supor

()-+() )
1)) emoc s

h (;) ’ < C(|z)? + |y|?|) para uma constante C. Entdo f nao é sempre

x/2
y/4+ x?

onde

e

conjugada com a parte linear: por exemplo f <Z) = < ) (exemplo

dado por J. Hubbard).



Caso onde 0 < |u|? < |\ < |u| < 1.

Teorema 5.4. Suponhamos que a parte linear L (;C) = <2z> de f € tal

que
0<|pf <\ <lul<1

Entao existe uma conjugacao local ¢ de f com L, isto €, tal que Lo ¢ =

pof.

Demonstragao: Eu aprendi a seguinte demonstracao de J. Hubbard.
Vamos escrever ¢, = L™" o f°" e estudar a convergéncia através da
série ¢n4+1 — ¢pn. Podemos observar

¢n+1 — On = Li(nJrl) oho fon'

Agora, nés escolhemos € > 0 muito pequeno, tal que (Ju| + €)% < |A|, e
p > 0 pequeno tal que existe um C' que satisfaz
()
Y

'(Z)\@;‘\f(j)\g(wﬂ)
~ ()] =e|C)]

ry T — —(n+1) o p o foR T
owis (5) ~on (5)] = [ e ()
| N2 C (N
< € (el+ o) w( A )

Observagdo. A condicio u = A¥ (para um k > 1) é chamada uma
ressonancia.

Teorema 5.5 (Construcao de um dominio de Fatou-Bieberbach). Seja f
uma aplicagcao de Hénon tal que:

1. a origem € um ponto fixo;

2. os autovalores \, ;. na origem satisfazem 0 < |u|?> < |\| < |p| < 1,
entdo a conjugacdo ¢ de f com a parte linear L tem uma extensdio
biholomorfa ¢ : B — C2, onde B € a bacia atrativa da origem.
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Demonstracao: A idéia é simplesmente de definir 5 como

55(“”6) —L”oasof"(“’),
) )

e observar que para todo p € B, existe N € N tal que para todo n > N
f™(p) é dentro da vizinhanca de 0 onde ¢ é definida. Essa defini¢do de ¢
nao depende de n por causa da equacao funcional Lo ¢ = ¢o f. |

Um conjunto préprio de C?, biholomorfo a C? é chamado um dominio
de Fatou-Bieberbach. Em dimensao um, tais conjuntos nao existem.

(a) y=0 (b) y=3.7

Figura 5.1: Duas fatias horizontais y = constante de um dominio de Fatou-
Bieberbach

5.4 Aplicacoes de Hénon complexas

5.4.1 Propriedades basicas:

Seja P(z) um polinémio de C|[z], a aplicagio

(=)



tem uma aplicacao inversa

@ - ((1/a><Py<y> - x>>’

e um jacobiano igual a a. Isso significa que Hp. é um automorfismo po-
linomial. O seguinte teorema de Friedland e Milnor mostra que dentro da
familia dos automorfismos polinomiais de C2, as aplicacdes de Hénon sdo
exatamente aquelas que possuem uma dinamica interessante:

Teorema 5.6 (Friedland-Milnor). Seja f € Aut(C?). Entdo existem duas
possibilidades: f ¢ conjugada em Aut(C?) a uma composicio de aplicagoes
de Hénon complexas, ou f € conjugada a um produto de aplicacoes elemen-

tares do tipo de
o()-(520)
Y by +c

onde ab # 0 e p € um polinomio.

Dinamica simplificada: Hubbard e Oberste-Vorth no artigo (Hubbard
e Oberste-Vorth, 1994) mostraram a existéncia de uma ”filtragao”, isto é
uma decomposicdo do plano C? em conjuntos simples, com uma dindmica
simplificada:

A

MR
M

|X]

Figura 5.2: Dinadmica simplificada
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O fato importante ¢ a existéncia do conjunto VT, que age como uma
armadilha: quando um ponto (z) cai nele, ele nunca escapa, sob iteracdo
de H.

Lema 5.1. Para cada aplicacio Hp., eviste R > 0 tal que o conjunto
Vi = {(z,y) € C%|z| > R e |y| <|z|} tem a sequinte propriedade:
peVE = Hp(p) € Vi, para todo n > 1.

Demonstragao: Vamos mostrar: existe R > 0 e p > 1 tais que (Z) eVt =
H(z) = (zi) € int(V*) e |z1| > p|z|. Vamos escolher um p > 1. Temos que
|P(2)/z] = oo quando |z| — oo. Entao |P(z)| > p(1 + |z|) para |z] > R, R
grande.

Agora, vamos supor |z| > R e |y| < |z| (isto é, (z) € V). Entdo,

21| = [P(x) — ay| = |P(x)] — lay| = p(1 + |al)|x] — [ay[ > plz].
Mas isso significa que:
71| > plz| > |z| > max{R, 1]},

isto &, H(;j) cevT. [ ]

L
10 s o s 10

Figura 5.3: Exemplo de uma aplicacdo de Hénon no plano R? mostrando V7 e
H(V') dentro de V' .

5.4.2 Conjuntos de Julia para aplicacoes de Hénon

O objetivo agora é realmente de copiar o estudo da familia quadratica
P.: z— z%2+c¢, mas agora em dimensdo 2. As aplicacoes de Hénon possuem



inversas, entao podemos estudar conjuntos invariantes sob iteragao de H ou
iteracdo de H~', ou ambos.

Vamos comegar com algumas defini¢oes inspiradas na dinamica em di-
mensao 1.

e Conjunto cheio de Julia (positivo):

KT .= { (m) € C? com 6rbita positiva limitada }
Yy

Conjunto cheio de Julia (negativo):

K™ = { (az) € C? com 6rbita negativa limitada }
Y

Conjunto cheio de Julia:

K=K"nK".

Conjunto de escapamento UT. Este conjunto é simplesmente o
complemento de KT,

Ut .=C?’-K*.

Conjuntos de Julia J* = K+, e também J~ = K ~. Podemos
definir J = JTNJ.

2@ sojos

Figura 5.4: Duas fatias horizontais {y = constante} N K+ para uma
aplicagao de Hénon quadratica

Da mesma maneira que para a familia quadrética, tem uma relacao entre
o conjunto de Julia e a fronteira de uma bacia atrativa:
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Teorema 5.7 (Bedford-Smillie). e Se p for um atrator para f e B for
a bacia de p entdo OB = J+.

e Se p for um ponto de sela entdo a variedade instdvel W*(p) € densa
em JTt.

Um outro teorema de Bedford e Smillie mostrou que o conjunto K+ é
sempre conexo. Mas K néo é sempre, entdo podemos definir o andlogo do
conjunto de Mandelbrot:

Definigao 5.2. O lugar de conectividade é o conjunto dos parametros (c,a) €
C? tais que o conjunto cheio de Julia K., € conezo.

Figura 5.5: Uma fatia a = —0.2 do lugar de conectividade (com o software
Saddledrop de Hubbard e Papadantonakis).

De maneira geral, verificar a conexidade do conjunto de Julia K é dificil,
mas os seguintes resultados oferecem uma ajuda notavel. Vamos comegar
com uma definigao:

Definigao 5.3. Seja p um ponto fizo de tipo sela de uma aplicagao de
Hénon H. Entdo a variedade instdvel W*(p) € definida como

W (p) = {(;) ceC*:H ™ (;) — p quando n — oo}

Teorema 5.8 (Hubbard). Seja p um ponto de tipo sela de H, com X\ o
autovalor expansivo (i.e |A| > 1), com autovetor associado v. Entao

Ay.z»—>nh_>noloH (p+ /\nv)

€ uma imersao analitica injetiva, tal que H(vy(z)) = v(Az).



Uma conseqiiéncia importante deste resultado é que podemos visualizar
na tela do computador a variedade instdvel. A combinacao deste resul-
tado com o seguinte é suficiente para permitir uma visualizagao direita da
conectividade do conjunto K:

Teorema 5.9 (Bedford-Smillie). O conjunto K € conexo se e somente se
K NWY(p) € conexo para um ponto sela p.

Figura 5.6: Uma variedade instdvel, com um conjunto de Julia K conexo em

preto

(a) y=0 (b) y=3.7

Figura 5.7: Exemplos de conjuntos K N W*(p) conexo e nao conexo

5.4.3 Coordenada de Bottcher

Nessa secao, nés ficamos com uma aplicacao de Hénon quadratica H :

(i) — (12+;—ay) = (?E;Z;) Um resultado fundamental de Hubbard e

Oberste-Vorth mostra a existéncia dentro do aberto V™ de uma coordenada
de Béttcher, isto é uma semi-conjugacdo com a aplicacdo z — z2:
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Teorema 5.10. No conjunto aberto VT existe uma funcio ¢+ : VT — C
tal que
¢ o H = (¢7)%

Demonstragao: Vamos introduzir uma notagao:

) Gan) = ()~
Com essa notacio, temos g(H"~'(2)) = gn(2) (onde z = (z,1)).

g=@y) _ 2®+c—ay
= 24

Agora, escrevendo 3

=1+ 5% em V7, temos que
g(z,y) = 2. onde z = (z,y).

A funcao 8 é limitada em V.
Também, escrevendo (gn—1(2), fn—1(2)) no lugar de z:

gn(z) = gnfl(z)k exp B(H"_l(z)>7

e, por indugao
gn(z) = 2" exp(2"1B(2) + ... +2B(H"2(2)) + B(H"1(2))).

Assim, podemos definir uma raiz 2" —ésima:

dn(2) = T. exp <;B(z) +... ;B(H"l(z))) )

A funcdo 8 ¢ limitada em VT entdo a série dos 5 B3(H" %(z)) é absoluta-
mente convergente. Mas temos a equacao funcional ¢, (H (z)) = (¢n11(2))?,
entao o limite ¢ é tal que

o H = ¢

5.4.4 Modelos topolégicos

Tem poucos exemplos onde a dindmica global é completamente enten-
dida. Nessa secao nds vamos descrever um modelo topolégico global para
a dinamica de H : (‘Z) — (w2+;7“y), onde a é pequeno e P, : z + 22 + ¢
tem um atrator (isto é, ¢ é dentro da cardioide do conjunto de Mandelbrot).
Nessa situagao, a dindmica pode ser escrita com coordenadas polares (r, 6)
(onde r > 0 e 6 é um angulo na esfera de dimensdo 3). De maneira mais
precisa (ver (Bonnot, 2006)):



Teorema 5.11 (Bonnot). Para qualquer ¢ na cardioide principal C do con-
junto de Mandelbrot, existe um € > 0 tal que: para qualquer a € C satisfa-
zendo 0 < |a| < €, existe um homeomorfismo h : C* =Y que conjuga H, .
comg:Y =Y.

Para definir a aplicagdo g do modelo (g,Y") precisamos dos seguintes
ingredientes: Primeiro chamamos T o toro sélido S* x D, em seguida, ob-
servamos que a aplicagdo o : T — T definida por

o (C,2) = (@, ;C-I—az) :

pode ser estendida até a 3-esfera S® inteira , num homeomorfismo &.
Na 3-esfera vista como a reunido de dois toros sélidos, temos agora dois
solenoides invariantes obtidos por iteracdo de & em T C S3:

Tt = ﬂ o™(T) et

n=0

Figura 5.8: Ac@o de uma aplicagao de tipo solenoidal sobre um toro sélido

Em R? com suas coordenadas polares (r,0) onde r € RT e § € S3,
definimos a aplicagdo do modelo da seguinte maneira:

g: (1,0) ~ (r2,5(0)).
Finalmente vamos definir

cone(X7) ={(r,0)[r>1,06 €5 }.

e o espago do modelo serd definido como: Y = R* — cone(X7).

Neste modelo podemos identificar todos os conjuntos invariantes: o in-
terior de K é uma bola aberta, o conjunto de Julia J* = K™ é uma
3-esfera menos um solenoide. E o conjunto de escapamento Ut = C? — K+
é homeomorfo a (S — ) x {(1,00)}.
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Exercicios

Exercicio 5.1. Mostrar que o teorema de extensao de Hartogs nao € ver-
dadeiro em C (considerar a fung¢dao %)

Exercicio 5.2. Mostrar que aplica¢des holomorfas f : C — C sdo abertas
(i.e a imagem de um aberto € um aberto). Mostrar que essa propriedade
nao € verdadeira em C2.

Exercicio 5.3. Dada f(x,y) uma func¢ao holomorfa dada pela expansdio
f(xay) = Z ap,qmpyqa
P,q=0

resolver a equagao diferencial holomorfa

% :f(m,y)

de maneira formal: isto é, escrever uma solugao y(x) como uma serie for-
mal Y, bpx™ e mostrar que os coeficientes b, podem ser determinados de
maneira Unica (neste exercicio, a questdo do raio de convergéncia nao €
tratada).

Exercicio 5.4. Mostrar que a 3-esfera S® C C? pode ser descrita como a
colagem de dois toros solidos.

Exercicio 5.5. Mostrar (utilizando expansoes de Taylor na origem) que

1(5) = (i)

nao tem uma conjugacao perto da origem com a aplicagao linear tangente

x x/2
L =
<y> (y/4>
Exercicio 5.6. Mostrar que a aplicagdo
AN
y .
tem um toro invariante T. Mostrar que a variedade estdvel do toro,isto € o
conjunto de todos os pontos p € C? tais d(F°"(p), T) — 0 tem uma equagdo
2| = lyl”,

onde B é raiz do polinémio X% — X — 1.



Exercicio 5.7. Mostrar que depois de uma conjugagdo linear, uma aplica¢ao
de Hénon complexa quadrdtica pode ser escrita como

(x) <x2 +c+ by>
— )
Y bx

Exercicio 5.8. Mostrar que uma aplicagao de Hénon com ponto fixo na
origem pode ser escrita depois de uma conjugacao como

G- ()

Mostrar que os autovalores A1, As $Go tais que A1 + Ao = € A.Ag =
a. Finalmente, mostrar que com uma boa escolha dos parametros a, i, 0s
autovalores A1, Ao podem atingir qualquer valores.

Exercicio 5.9. Mostrar que em dimensdo complexa um, os dominios de
Fatou-Bieberbach nao existem.

Exercicio 5.10. Para uma aplica¢ao de Hénon H,mostrar que
vt=JHT"V
n>0

isto € “a unica maneira de escapar, na dindmica positiva, € de entrar no
conjunto VT (e ficar preso ld)”.

Exercicio 5.11. Seja g : (1,0) — (r%,0(0)) o modelo topoldgico para uma
aplicacdo de Hénon H quadrdtica com um atrator. Mostrar que H ndo pode
ter uma conjugacdo de classe C* com a aplicagdo g.



Capitulo 6

Software

O uso dos computadores na dinamica holomorfa transformou completa-
mente a area. Além dos softwares como Mathematica, Matlab ou Sage, os
seguintes software sao muito tteis:

1. Ultrafractal: (software comercial) muito rapido, utiliza uma lingua-
gem simplificada de programagao.

2. Mandel: muito bom para desenhar raios externos, equipotenciais
http://www.mndynamics.com/indexp.html

3. Otis: feito com java, pode ser utilizado sem instalar nada,
http://www.math.nagoya-u.ac. jp/~kawahira/programs/otis.html

4. Schwarz-Christoffel Toolbox for Matlab: muito util para dar
exemplos de aplicagoes de Riemann,
http://www.math.udel.edu/~driscoll/SC/

5. Snapshot: um programa de Arnaud Chéritat, muito bem feito, para
explorar a familia quadratica:

http://www.math.univ-toulouse.fr/~cheritat/
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