SD1 Lista 5, (para entregar até 31/05)

Sylvain Bonnot

Teoria ergddica e teorema de Birkhoff

Exercicio 1. Seja (X, A, u, T) um sistema dindmico com medida, tal que j1(X) = 1. Vamos definir
Ur: L2(X, A, u) — L2(X, A, u) por

Ur(f)=foT
(a) verifique que Ut é uma isometria pela norma L?

(b) Mostre que T é ergédica se e somente os tinicos autovetores f € L? de Ut para o autovalor 1
sdo as fungdes constantes.

Exercicio 2. Mostre que a rotagio R, : S — S nio é "weakly mixing”.

Exercicio 3. Calcule a fregiiéncia do digito 1 na sequéncia a, onde a, é o primeiro digito de 2",
n € N. (Dica: utilize o teorema de Birkhoff para a rotagdo R, onde & = log;,2.)

Exercicio 4. Neste exercicio podemos utilizar o fato que a transformagio de Gauss T(x) = 1 — [1]
é ergodica pela medida de Gauss .

(a) mostre que f : [0,1] — R definida por f(x) =In(n) sex € P, = (n%rl,%] éem L (u) e que
logn, ((n+ 1)2
/ Z:logZ ( (n+2>><—|—oo

(b) Mostre que para g.t.p x € [0,1]
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onde os a; € IN sdo os inteiros aparecendo na fragio continua de x.

(c) mostre, para q.t.p x € [0,1], que a media geométrica M,, = (a1az...a,)'/" dos n primeiros
inteiros da fracdo continua de x satisfaz:
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