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Exercı́cio (0) Sejam µ,ν duas medidas σ−finitas definidas nos borelianos de R.

(a) Mostre que Dµ := {x ∈R;µ({x}) > 0} é finito ou enumerável.

(b) Seja ∆ = {(x, x); x ∈R} a diagonal. Mostre que µ⊗ ν(∆) = ∑x∈R µ({x}).ν({x})

Exercı́cio (1)

(a) Verifique: ∀n ≥ 1,
∫ n

0
senx

x dx =
∫ n

0

(∫ ∞
0 e−xtdt

)
senxdx

(b) Calcule Fn(t) :=
∫ n

0 e−xt senxdx para t ≥ 0.

(c) Calcule limn
∫ ∞

0 Fn(t)dt.

(d) Finalmente mostre que limn
∫ n

0
senx

x dx = π
2 .

Exercı́cio (2)(Pode ser feito também sem Fubini!) Seja f : (R,B(R)→ (R,B(R) uma
função mensurável. Mostre que para q.t.p y ∈R temos

λ({x ∈R; f (x) = y}) = 0

Exercı́cio (3) Seja (E,A,µ)um espaço de medida σ−finito, e f : (E,A,µ)→ (R+,B(R+))
uma função mensurável:

(a) Seja g : R+→R+ uma função crescente de classe C1 tal que g(0) = 0. Mostre que∫
E

g ◦ f dµ =
∫ +∞

0
g′(t)µ({ f ≥ t})dt.

(b) Mostre que
∫

E f dµ =
∫ +∞

0 µ({ f ≥ t})dt

(c) Suponha que µ seja finita e que existir p ≥ 1 e c > 0 tais que para todo t > 0 temos
µ({| f | ≥ t}) ≤ c.t−p. Mostre que f ∈ Lq(E,A,µ) para todo q ∈ [1, p[.

Exercı́cio (4) Mostre que as seguintes condições são equivalentes (P é uma medida de
probabilidade e as Yn são variáveis aleatórias):

(a) Yn→ 0 q.t.p

(b) Para todo ε > 0,

lim
k

P

(
∞⋃

n=k

{ω; |Yn(ω)| ≥ ε}
)
= 0

1


