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Lembra que uma pré-medida é uma medida definida numa &lgebra.
Exercicio 1. Seja (X, M, u) um espago de medida com u(X) < oo. Mostre o sequinte:
(a) Se E,F € M e u(EAF) =0 entdo u(E) = u(F).
(b) arelagio E ~ F se y(EAF) = 0 é uma relagio de equivaléncia em M.
(c) Defina p(E,F) := u(EAF). Entio p(E,G) < p(E,F) + p(F,G).

Exercicio 2. Sejam A C P(X) uma dlgebra, Ay a colegio de todas as unides enumerdveis de
elementos de A e Ays a colegio de todas as interseccdes enumerdveis de elementos de A,. Sejam
uo uma pré-medida em A e u* a medida exterior induzida por ela.

(a) VE C X, Ve > 0 existe ume A € A, tal que EC Ae u*(A) < u*(E) +e.

(b) Se u*(E) < oo entdo E é mensurdvel se e somente se existe B € Ays tal que E C Be yu*(B —
E)=0.

(c) Se yo é o—finita, a restrigio u*(E) < oo no item b) é supérflua.

Exercicio 3. Seja yu* uma medida exterior em X induzida por uma pré-medida finita po. Dado
E C X, defina a medida interior de E por y, (E) := po(X) — u*(E). Entdo E é u*—mensurivel
se e somente se y.(E) = u*(E).

Exercicio 4. Seja A a colegdo de todas as unides finitas de conjuntos da forma (a,b] N Q, com
—o0<a<b< +oo.

(a) A éuma dlgebra em Q.
(b) a o—algebra gerada por A é P(Q).

(c) Defina py em A por po() =0e pug(A) = oo se A #. Entio g é uma pré-medida em A e
existe mais de uma medida em P (Q) que estende py.

Exercicio 5. Sejam y uma medida finita em (X, M) e u* a medida exterior induzida por ela.
Suponha que E C X (ndo necessariamente mensurdvel) satisfaga u*(E) = u* (X).

(a) Se A,Be MeANE=BNEentiou(A) = u(B).

(b) Seja Mg :={ANE|A € M}, definav: Mg — [0,00] por v(ANE) := u(A) (bem defi-
nido, pelo item anterior). Entdo Mg é uma c—dilgebra em E e v é uma medida em M.



