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σ-álgebras
Exercı́cio 1. Seja Σ := {A ⊂ R; A é enumerável ou Ac é enumerável} e A = {{x}; x ∈ R}.
Mostre que Σ é uma σ−álgebra, gerada por A.

Exercı́cio 2. Seja X = {1,2,3,4,5,6}. Determine a σ−álgebra gerada por {{1,2},{1,3}}.

Exercı́cio 3. Seja Σ uma σ−álgebra de subconjuntos de X e A ⊂ X. Mostre que

{(E ∩ A) ∪ (F− A); E, F ∈ Σ}

é uma σ−álgebra de X gerada por Σ ∪ {A}.

Exercı́cio 4. Seja Σ uma σ−álgebra com um número infinito enumerável de elementos. Mostre
que existe uma sequência An de elementos disjuntos de Σ tal que todo B ∈ Σ pode ser escrito como
união disjunta dos An.

Exercı́cio 5. Prove que a σ−álgebra de Borel em Rp pode ser gerada um número enumerável de
subconjuntos Ai.

Exercı́cio 6. Seja a ∈ R e B ∈ Bor(R) um boreliano. Mostre que a + B é também um boreliano
de R.

Exercı́cio 7. Mostre que uma álgebraA é uma σ−álgebra se e somente se ela é fechada por uniões
enumeráveis crescentes.

Espaços com medida
Exercı́cio 8. Seja X um espaço com medidas µ1, . . . ,µn. Sejam a1, . . . an números reais positivos.
Mostre que a1µ1 + . . . , anµn é também uma medida.

Exercı́cio 9. Seja (X,A) um espaço com uma álgebra, e seja µ :A→ [0,1] uma função finitamente
aditiva. Mostre que µ é uma medida se e somente se: para toda sequência descrescente (An)n∈N

de elementos de A com ∩∞
n=1 = ∅ temos limn µ(An) = 0.

Exercı́cio 10. Seja (X,Σ,µ) um espaço com medida e E∈Σ. Defina µE : Σ→ [0,∞] por µE(A) :=
µ(A ∩ E). Prove que µE é uma medida.
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