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b) Application aux surfaces de Riemann.

On suppose maintenant que X est une surface de Riemann, = : X = X son
revétement universel. Comme c’est un homéomorphisme local, 1l mdult de maniére
évidente sur X une structure analytique : c’est I'unique structure analytique pour
laquelle 7 soit un morphisme de surfaces de Riemann (et c’est un isomorphisme
analytique local). Si f : X — Y est un morphisme de surfaces de Riemann, ses
relevements sont aussi analytiques (localement c’est 7' o f o mx). En particulier,
tout ¢ € Autx X est analytique (il reléve identité). On notera G = Autx X le
groupe de Galois du revétement.

Prop 4.1 - G agit sur X de fagon discréte ( <= orbites discrétes) et sans point
fixe : Vz,{oc ; o(z)=z}=1d."

Preuve - Action dicréte - Car G-z C 7 !(n(z)) et les fibres sont

discrétes par définition.

Action sans point fixe - Si 02z = z et y € X, soit v un chemin de z

y, donc o o est un chemin de o(z) = z & o(y), ayant méme projection sur

X (car o conserve les fibres) donc o(y) = y par unicité du relevement, d’otr

o =1d. -
Les résultats du §1 montrent donc que toute surface de Riemann X peut étre
vue comme un quotient X/G ot X ~ P! C ou D, et G est un groupe d’auto-
morphismes de X agissant discrétement et sans point fixe. En particulier, X a
une base dénombrable.

Etude de quelques exemples

Rappelons quels sont les automorphismes de P!, C, D.

Pr0p4.2— Aut C={z +— az+b ; a#0}.
Aut PY(C) = PSLy(C) = SLy(C)/{£1}.
Aut D={z — =% : aeD} et Aut H=PSLy(R).

Preuve - Un automorphisme f de C s%crit f(z) = 3.0° a,2" (avec
rayon de convergence oo). Si une infinité de a, # 0, alors co est une singu-
larité essentielle donc (Casorati-Weierstrass) f n’est pas injective. Donc f
est un polynéme, de degré 1 car injectif ; réciproque évidente.
Si f € Aut P!, quitte & le composer par une homographie, il conserve
oo donc induit un automorphisme de C et par suite est affine.

On déduit Aut H de Aut D par I'isomorphisme z +— 5—-_|-_-; Il reste a

calculer Aut D. Si f € Aut D et a = f~1(0), alors h(z) = £=X 0 f~1 et A~!
sont des automorphismes de D qui conservent (. Le principe du maximum
appliqué & h(z)/z montre que |h(z)] < |z| et de méme pour A~! d’oli ’égalité,
donc h(z) = e*¢2. -
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On étudie maintenant quelques surfaces de Riemann ainsi que leurs automor-
phismes et leur groupe fondamental, en les classent d’aprés le revétement universel.

Premier cas - {| X = P!(C)||: dans ce cas,| X ~ P}(C)|

Preuve - Toute homographie a un point fixe, et X = X/G ot @ est le

groupe d’homographies agissant sans point fixe. u

Deuxiéme cas - ||X = C||: dans ce cas, X = C/G ol G est un groupe

d’applications affines z ~— az+ b agissant discréetement sans point fixe. Si a # 1,
ily a un point fixe, donc G est un groupe de translations 2 —— 2+ b et b parcourt
I'orbite I' de 0. T est un sous-groupe discret de C, d’ou 3 cas possibles :

(i) T = {0}, donc G = {id} et [X ~ C] 7

(i)' = wZ, donc X est la bande C/wZ, isomorphe & C* par z +— e
Ainsi . Son groupe fondamental est 7;(C*} ~ Z (c’est bien isomorphe
4 G = Auty X, c’est-a-dire & T).

Son groupe d’automorphismes est

2imzfw

Aut C*={z > az et zt——)% ; a€C*l.

Preuve - Si f € AutC*, il s’écrit 3 anz". Comme c’est injectif, la
somme est finie (Casorati-Weierstrass) donc f est une fraction rationnelle,
sans zéro ni pole hors de 0, donc f = az* (k € Z), et k = £1 par injectivité.

(iii)) T = w1 Z @ waZ et X est un tore | X ~ C/u1Z @wyZ | Clest une surface de

Riemann compacte de genre 1, donc de 7y =~ Z? (c’est bien ~ T').

On a vu au (ii) que toutes les bandes C/wZ sont isomorphes & C*. Que se passe-t-il

pour les tores ? '

Par homothétie, on voit que tout tore est, & isomorphisme pres, de la forme X, =

C/Z ®7Z ol 7 € H. Peut-on avoir un isomophisme f : X, = X, 7 Sioui,

il se releve aux revéiements universels en un isomorphisme F' : C — C, donc

F(z} = az + B ; de plus F doit passer au quotient, donc F(z 4+ 1) — F(2) et
ar=ar’ +5b

I
donc 7 = artb

F(z + 7) — F(z) sont dans Z @ 7'Z, c’est-a-dire = orid

a=cr + .
olt a,b,c,d € Z. Par symétrie entre 7 et 7' la matrice (¢ :) est inversible, et donc
ad — bc = 1 (c’est bien +1 car 7,7' € H).

Réciproquement si T = L,':"_‘—d'! ot (¢ 3) € SLy(Z), alors la multiplication par

cr' 4+ d) définit un isomorphisme X7 — X7'.

Il y a ainsi une bijection naturelle 7 — X, entre SLy(Z)\'H et les classes d’iso-
morphisme de tores : “I’espace des modules” des tores est SLQ(Z)\H On verra
(chap. XI) que ¢’ést-une surface de Riemann isomorphe 4 C.
On peut déterminer les automorphismes du tore :




