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Resumo H& muito tempo, planejamento tem sido um assunto de grande
interesse na drea de Inteligéncia Artificial. Na sua concepgao cléssica, a
suposicao epstemoldgica é de que o agente tem conhecimento completo
sobre o mundo, bem como sobre os efeitos de suas agbes. Entretanto, em-
bora essa suposigao faga sentido em varios contextos, na pratica, ela nem
sempre é possivel. Planejamento baseado em Processos de Decisao Mar-
kovianos visa, justamente, tratar os casos em que o agente deve planejar
levando em conta que os efeitos de suas agdes sdo incertos.

1 Introducgao

Planejamento baseado em Processos de Decisao Markovianos [1] é uma impor-
tante extensao de planejamento classico, que nos permite tratar problemas em
que as agoes do agente tém efeitos incertos. Conforme veremos, modelando esses
problemas de planejamento como processos de decisao markovianos, importantes
resultados da Pesquisa Operacional podem ser adaptados para resolvé-los.

Essencialmente, um problema de planejamento sob incerteza pode ser visto
como um processo de decisao em que, a cada passo, o agente observa o estado
corrente de seu ambiente e escolhe uma acao que maximize a probabilidade de
que, no futuro, um estado satisfazendo a meta de planejamento seja atingido.
Num processo de decisao markoviano, embora os efeitos das agoes possam ser
incertos, assumimos que o agente sempre tem percepcao completa e precisa de
seu ambiente.

2 Processos de Decisao Markovianos

Um processo estocdstico é uma seqiiéncia de varidveis aleatérias (S;)52, repre-
sentando estados, que induz uma funcao de transicao probabilistica da forma
Pr{Sty1 = st41 | So = so,...,5: = st]; ou seja, a probabilidade de transigao
para um estado futuro s;;+1 depende do passado do processo sy, ..., st.

Um processo estocastico é markoviano se seu estado corrente resume seu pas-
sado de forma compacta, sem descartar informagoes necessarias para prever seu
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estado futuro. Assim, um processo markoviano induz uma funcao de transicao
probabilistica da forma Pr[S;11 = st41 | St = s¢]. Em outras palavras, num pro-
cesso markoviano, a probabilidade de transicao para um estado futuro depende
apenas do estado corrente desse processo, sendo seu histérico irrelevante.

Um processo de decisao markoviano é um modelo formal para a interagao
sincrona entre um agente e seu ambiente: a cada instante, o agente observa o
estado corrente de seu ambiente s; e decide executar uma acao a¢; essa acao afeta
o estado corrente, produzindo um estado futuro s;1; e um ganho gry1 (figura
1). O objetivo do agente é maximizar seu ganho com o passar do tempo.
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Figura 1. Interacao sincrona entre agente e ambiente

2.1 O modelo formal

Um processo de decisao markoviano é definido por uma tupla M = (S, A, p, r, ¢),
onde:

— & é um conjunto finito de estados possiveis do ambiente;

A é um conjunto finito de agdes executdveis pelo agente;
p:SxAxS—[0,1] é uma funcao de transi¢do de estados probabilistica;
— r:S8+— R4 é uma fungdo que associa uma recompensa a cada estado;

’

— ¢: A~ R4 é uma fungdo que associa um custo a cada agao.

A fungao de transigao p define uma distribuigdo de probabilidades sobre S;
i€, Y yesP(s,a,8") = 1, onde p(s,a,s’) denota a probabilidade de transigao
para o estado s’, dado que a acao a foi executada no estado s.

Como as transicoes sao probabilisticas, o estado s’, resultante da execucgao
da agdo a no estado s, ndo é previsivel, mas apenas observdvel (figura 2). Assim,
diferentemente do que ocorre no planejamento classico, a solu¢do para um pro-
blema de planejamento modelado por um PDM nao é uma seqiiéncia de agoes,
mas sim uma fungdo 7 : S — A, que mapeia estados em agoes. Essa fungao ,
denominada politica, descreve o comportamento do agente; especificando, para
cada estado s do ambiente, que ac¢ao 7(s) deve ser executada por ele. Quando
as agoes especificadas pela politica sao sempre as mesmas, para cada estado,
independentemente do instante de tempo, dizemos que a politica é estaciondria;
do contrério, dizemos que é ndo-estaciondria.
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Figura 2. Diagrama de transi¢Ges de um PDM, onde a acdo a; tem custo ¢

2.2 Avaliagao de politicas

Para avaliarmos uma politica, precisamos antes especificar por quanto tempo ela
serd seguida pelo agente. H4 duas possibilidades:

Horizonte finito: o agente segue a politica por um nimero finito de passos.
Nesse caso, a maneira como o agente se comporta costuma mudar, a medida em
que ele se aproxima de seus ultimos passos. Assim, quando o tempo de vida do
agente é finito, geralmente, a politica é nao-estacionaria.

Sejam 7 uma politica ndo-estaciondria (que associa o estado s & agdo m,(s),
quando ainda restam n passos ao agente) e v (s) a soma esperada dos ganhos
obtidos, a partir do estado s, seguindo-se a politica ™ por n passos. Definimos
indutivamente o valor de w como:

r(s) sen=0

vn(8) =9 7(s) — c(mn(s)) + E:SP(S’ mn(s), s )r_1(s’) sen>0

Horizonte infinito: o agente segue a politica por um nimero infinito de passos.
Agora, como o agente tem sempre uma quantidade infinita de passos restantes,
nao hé porque mudar o seu seu modo de agir com o passar do tempo. Entao, no
caso de horizonte infinito, é mais razoavel considerar m uma politica estaciondria.
Além disso, para garantir que seu valor seja finito (apesar de ser dado por uma
soma de infinitos termos), usaremos uma taza de desconto 0 <y < 1.

v (8) = r(s) —e(m(s)) +7 V%p(s, m(s), 8" )07t (s)

2.3 Obtencao de uma politica 6tima

7L 7’ Yo 7L *
Uma politica 7* é dtima se, para toda politica 7 e todo estado s, temos v™ (s) >
v™(s); ou seja, uma politica é tima se maximiza a fungdo v.

Seja v* a fungao valor de uma politica 6tima. Um politica gulosa com relagao
a v*, denotada por 7*, é uma politica 6tima. Essa politica é definida por:

m*(s) = arg ma%{r(s) —cla)+7 > p(s,a,8)v(s)}
ac s’€S

H4 dois métodos bastante utilizados para obtencao de politicas étimas:
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Iteragao de valor: esse método calcula o valor v* de uma politica 6tima e,
simultaneamente, constréi uma politica 6tima 7*. Em cada iteracao n do pro-
cesso, consideramos que restam apenas n passos até o final da vida do agente e
escolhemos uma ac¢ao que maximiza seu ganho esperado nesse ponto. A medida
em que essas agoes vao sendo escolhidas, uma politica étima vai sendo cons-
truida. No caso de horizonte finito (y = 1), as acbes escolhidas em cada iteragdo
n formam uma politica 6tima nao-estaciondria 7). J4 no caso de horizonte in-
finito (0 < v < 1), apés um numero finito de iteragdes k, o processo converge
para a fungao v*. Entao, as agoes escolhidas na k-ésima etapa desse processo
constituem uma politica étima estaciondria.

Em cada iteracao n, o ganho esperado pela execugao de uma agdo a num
estado s, denotado por ¢, (s,a), é definido como

— ! /
an(s,a) = r(s) —c(a) + vsgsp(s, a, s )vn,—1(s"), paramn >0,

a fungdo valor v(s) é definida como

r(s) sen=0
vn(s) = max{q,(s,a)} sen >0
acA

e, finalmente, a agao m,(s), que maximiza v, (s), é
mn(s) = A8 MaX{dn(s,a)}, paran >0

O algoritmo ITERVAL, apresentado a seguir, recebe como entrada um PDM
M e devolve como saida uma politica estaciondria 6tima 7*.

ITERVAL(M)
1 para Vs € S faga
2 vo(s) — 7(s)
3n—0
4 repita
5 n«—n+1
para Vs € S faga
para Va € A faga
4n(5,0) — 7(5) — (@) +7 Syres (50,8 )on_1(5)
vn(8) < Maxeea qn(s,a)
10 Tn(8) < arg maxaca qn(s,a)
11 até |vn(s) —vn-1(s)| <€, Vse S
12 devolva my,

6
7
8
9

Exemplo 1. A tabela 3 mostra os calculos efetuados nas trés primeiras iteracoes do
algorimo ITERVAL, para encontrar uma politica étima para o PDM esquematizado na
figura 2, supondo v = 1. Os célculos sao apresentados com base nas seguintes equagoes
especializadas para esse PDM:
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qn(s0,a0) = r(s0) — c(ao) + p(so, a0, 50)vn-1(50) + p(s0, a0, $1)Un—-1(s1)
=1—-0+1x Un_1(80) +0x Un_1(81)
=1+ vn-1(s0)

qn(s0,a1) = r(s0) — c(a1) + p(so, a1, 50)vn—1(s0) + p(s0, a1, 51)vn_1(s1)
=1—-14+04x vn_1(80) + 0.6 x Un_1(81)
=04 x Un_1(80) + 0.6 x Un_1(81)

gn(s1,a0) = r(s1) — c(ao) + p(s1, a0, S0)vn—1(s0) + p(s1, ao, $1)vn-1(s1)
=2—-0+0x Un_1(80) +1x Un_1(81)
=2+ vp—1(s1)

gn(s1,a1) = r(s1) — c(a1) + p(s1, a1, 50)vn—1(50) + p(s1, a1, 51)vn—1(s1)
=2—-14+0.6 x vn_1(80) +0.4 x Un_1(81)
=140.6 x Un_1(80) + 0.4 x Un_1(81)

iteracdo|cdlculos efetuados

0 vo(s0) =7(s0) =1
s1) =r(s1) =2

(
1 (SO,GO)—1+UOSO)—1+1—2
(So,a1)—04><U0(80)+06><U0(S1)—0.4><1+O.6><2=1.6
q1(s1,a0) =2+ wo(s1)=2+2=4
1,a01) =14 0.6 x vo(s0) + 0.4 X vo(s1) =14+0.6x1+04x2=24

Ul(SO) = max{q1(s0, a0),q1(s0,a1)} = {2,1.6} =2
v1(s1) = max{q1(s1,a0),q1(s1,a1)} = {4,2.4} =4
m1(s0) = arg max{q1(so, ao), q1(s0,a1)} = ao
m1(s1) = argmax{qi(s1,a0),q1(s1,a1)} = ao

g2

2 So,ao)—1+1}180)—1+2—3
(So,a1) =0.4 % U1(So) + 0.6 x U1(S1) =04x24+06x%x4=32
g2(s1,a0) =2+ vi(s1) =2+4=6
g2(s1,a1) =14 0.6 X v1(s0) + 0.4 X v1(s1) =140.6 x 2+ 0.4 x 4 =3.8
1}2(80) = max{q2(s0, a0), q2(s0,a1)} = {3,3.2} = 3.2
va2(s1) = max{qz2(s1,a0),q2(s1,a1)} = {6,3.8} =6
m2(s0) = arg max{ga(so, a0), q1(s0,a1)} = a1
ma(s1) = arg max{ga(s1,a0), g2(s1,a1)} = ao
3 g3(s0,a0) =1+ v2(s0) =1+ 3.2 =4.2
Q3(So,a1) =0.4 % UQ(SQ) + 0.6 x U2(S1) =04x32+0.6x6=4.88
Q3(S1,ao) =2+ U2(S1) =24+6=28
q3(31,a1) —1+O6><U2(So)+04><1]2(81)—1+06X32+0.4X6=5.32
v3(so0) = max{qs(so,a0), g3(s0,a1)} = {4.2,4.88} = 4.88
v3(s1) = max{qs(s1,a0),q3(s1,a1)} = {8,5.32} = 8
m3(s0) = arg max{qs(so, ao),q3(s0,a1)} = a1
(s1) = ):

= arg max{qz(s1,a0),q3(s1,a1)} = ao

Figura 3. Trés primeiras iteragoes do algoritmo ITERVAL para o PDM da figura 2
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Iteracao de politica: esse método “chuta” uma politica aleatéria e, a cada
iteracao, tenta alterar essa politica de modo que seu valor seja aumentado. Apds
um numero finito de iteracoes, o valor da politica converge para o valor 6timo. A
politica obtida na ultima iteracao é, portanto, uma politica étima. Note que, ao
contrario do método de iteracao de valor, que pode ser usado para obtencao de
politicas 6timas nao-estaciondrias, o método de iteragao de politica sé permite
a obtengao de politicas 6timas estaciondrias.

ITERPOL(M)
1 para Vs € S faga

2 7(s) «—ELEMENTOALEATORIO(.A)
3 avalie 7 obtendo v(s), Vs € S
4 repetir
5  pontofixro «— verdade
6 paraVs:se€ S faga
7 paraVa:a € A faga
g a(s,0) — 1(5) — (@) + 7 Xyes pls,a,8)0(s")
9 se q(s,a) > v(s) ent&o
10 v(s) — q(s,a)
11 m(s) —a
12 pontofixo — falso

13 até pontofixo
14 devolva w

3 Um exemplo de planejamento baseado em PDM

Considere um cenario onde um robé vigilante deve permanecer num corredor
de um prédio, sem atrapalhar a passagem das pessoas. Como do lado esquerdo
desse corredor existem portas, o robd atrapalha menos quando fica do lado di-
reito. Ademais, quando o robd se desloca, a posicao desejada é alcancada com
probabilidade 0.7 (com probabilidade 0.3, ele continua na mesma posigao). Em
cada instante, o robd deve decidir qual a melhor forma de agir: permanecer onde
estd ou se deslocar até uma outra posigao (figura 4).

0.7 paraesq 0.7 paraesq
permanecer
esquerda s--203 .
1.0 \_\_y
1.0 permanecer

paradir 0.7 paradir 0.7

Figura 4. Diagrama de transi¢ao de estados para o robd vigilante
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3.1 Modelagem usando PDM

Esse problema pode ser modelado por meio de um MDP (S, A, p,r, c), em que o
conjunto S = {esquerda, meio, direita} especifica as possiveis posi¢oes do robd;
o conjunto A = {permanecer, paraesq, paradir} especifica as possiveis agoes do
robd; p é a funcao de transicao de estados probabilistica:

p(esquerda, permanecer, esquerda) = 1

p(esquerda, paradir, meio) = 0.7

p(esquerda, paradir, esquerda) = 0.3
(meio, paraesq, esquerda) = 0.7
(meio, paraesq, meio) = 0.3
(
(
(
(
(

S

p(meio, paradir, direita) = 0.7
p(meio, paradir, meio) = 0.3
p(direita, permanecer, direita) = 1
p(direita, paraesq, meio) = 0.7
p(direita, paraesq, direita) = 0.3

r é a fungdo que associa recompensas a estados (de modo que posi¢oes preferidas
sejam melhor recompensadas):

r(meio) =0
r(esquerda) =1
r(direita) =4

e, finalmente, ¢ é a fungao que atribui custos as agoes do robd (de modo que
acoes preferidas tenham custo menor):

c(permanecer) = 0

p(paraesq) =1
p(paradir) =1 ]

Para esse problema, obtemos a seguinte politica étima estaciondria (v = 0.9):

m(esquerda) = paradir
m(meio) = paradir
w(direita) = permanecer

3.2 Programa para resolver PDM’s

// Modificado em 31/08/2005 (por Silvio Lago)

import java.util.*;
import java.io.*;
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public class Mdp {

private String filename;

private int states = 0;

private int actions= 0;

private String stateName[] = null;
private String actionName[] = null;
private double gamma = 0.5;
private double transition[][1[];
private double reward[];

private double cost[];

private double valuel[];

private int policyl[];

private int lineNum = 1;
private double epsilon = le-3;

// programa principal
static public void main(String args[]) {

if( args.length < 2 ) {
System.out.println("\nUse: Mdp <description> <method> <debug>\n");

System.out.println("<method> := -v (value iteration) or");
System.out.println(" -p (policy iteration)");
System.out.println("<debug> := -d (optional)\n");
System.exit (1) ;

}

try {

Mdp mdp = new Mdp(args[0]);
if( args[1].equals("-v") ) mdp.valuelteration();
else if( args[1].equals("-p") ) mdp.policyIteration();
else { System.out.println("\nInvalid option\n"); System.exit(1); }
mdp.savePolicy();
} catch(IOException e) {
System.out.println("\nFile not found\n");
}

// cria a representacao do PDM descrito no arquivo de entrada
public Mdp(String filename) throws IOException {
this.filename = filename;

BufferedReader inBuffer= new BufferedReader (new FileReader(new File(filename)));
String line;

while( ((line=inBuffer.readLine())'!=null) && (states==0 || actions==0 || gamma==0) ) {
lineNum++;
if (line.length() == 0 || line.charAt(0) == ’J’) continue;
StringTokenizer stToken = new StringTokenizer(line,"(){},= ");

if ( !stToken.hasMoreTokens() ) continue;

String token = stToken.nextToken();

if( token.equals("p") || token.equals("p") || token.equals("p") ) {
System.out.println("Error (line "+lineNum+"): states and actions must be declared first");
System.exit(1);

}
if ( token.equals("states") ) {
states = stToken.countTokens();
stateName = new String[states];
for(int i=0; i<states; i++ )
stateName[i] = stToken.nextToken();
}

else if( token.equals("actions") ) {
actions = stToken.countTokens();
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actionName = new Stringlactions];
for(int i=0; i<actions; i++ )
actionName[i] = stToken.nextToken();
}
else if( token.equals("gamma") ) {
gamma = (new Double(stToken.nextToken())).doubleValue();
if ( gamma>=1 ) {
System.out.println("Error: invalid gamma'");
System.exit(1);

}

}
}
transition = new double[states] [actions] [states];
reward = new double[states];
cost = new double[actions];
value = new double[states];
policy = new int[states];

for(int i=0; i<states; i++)
for(int j=0; j<actions; j++)
for(int k=0; k<states; k++)
transition[i][j1[k] = 0;

for(int i=0; i<states; i++) reward[i] = 0;
for(int i=0; i<actions; i++) cost[i] = 0;

while( (line=inBuffer.readLine()) !'= null ) {
lineNum++;
if (line.length() == 0 || line.charAt(0) == ’J’) continue;
StringTokenizer stToken = new StringTokenizer(line,"(){},= ");

if ( !stToken.hasMoreTokens() ) continue;
String token = stToken.nextToken();
if ( token.equals("p") ) {
int sl = stateNum(stToken.nextToken());
int a = actionNum(stToken.nextToken());
int s2 = stateNum(stToken.nextToken());
double p = (new Double(stToken.nextToken())).doubleValue();
transition[s1] [a]l[s2] = p;

}

else if ( token.equals("r") ) {
int s = stateNum(stToken.nextToken());
double r = (new Double(stToken.nextToken())) .doubleValue();
reward[s] = r;

}

else if ( token.equals("c") ) {
int a = actionNum(stToken.nextToken());
double ¢ = (new Double(stToken.nextToken())) .doubleValue();
cost[a] = c;

}

}

inBuffer.close();

// converte nomes de estados em numeros correspondentes

private int stateNum(String stat) {
for(int i=0; i<states; i++)
if ( stateName[i].equals(stat) )
return i;

System.out.println("\nError (line "+lineNum+"): undeclared state name ("+stat+")\n");

System.exit (1);
return -1;

// converte nomes de acoes em numeros correspondentes
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private int actionNum(String act) {

for(int i=0; i<actions; i++)
if ( actionName[i].equals(act) )
return i;

System.out.println("\nError (line "+lineNum+"):

System.exit (1);
return -1;

// implementa o metodo de iteracao de valor

public void valueIteration() {
double maxError = -1;
double sum;

undeclared action name ("+act+")\n");

double w[] = new double[states];
long iter = 0;
for(int i=0; i<states; i++) valuel[i]l = reward[il;
do {
maxError = -1;
for(int s1=0; si<states; si++) {

double maxValue = Double.NEGATIVE_INFINITY;

int maxAction= -1;

for(int a=0; a<actions; a++) {
sum = 0;
for(int s2=0; s2<states;

s2++) sum += transition[s1][a][s2]*valuel[s2];

double Q = reward[s1]-cost[a] + gamma*sum;

if ( maxValue<Q ) {
maxValue = Q;
maxAction = a;

}

double currentError = Math.abs(maxValue - value[si1]);

if ( currentError>maxError ) maxError =
wls1l] = maxValue;
policy[sl] = maxAction;

}

for(int i=0; i<states; i++) value[i] = w[il;

iter++;
} while( maxError> epsilon);

// implementa o metodo de iteracao de politica

public void policyIteration() {

boolean fixedPoint = true;
int iter=0;
randomPolicy() ;
policyEvaluation() ;
do {
for(int s=0; s<states; s++) {
fixedPoint = true;

for(int a=0; a<actions; a++) {
double sum = 0;

for(int t=0; t<states; t++)

currentError;

sum += transition[s] [a] [t]*value[t];
double Q = reward[s]-cost[a] + gamma*sum;

if( Q>valuels] ) {
valuel[s] = Q;
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policyl[s] = a;
fixedPoint = false;

}
}
iter++;
} while( !fixedPoint );

// cria uma politica aleatoria

private void randomPolicy() {
for(int s=0; s<states; s++) {
policy[s] = (int) Math.round(Math.random()*(actions-1));

// avalia uma politica especifica

private void policyEvaluation() {
double maxError;
double w[] = new double[states];
int iter=0;

for(int s=0; s<states; s++) valuel[s] = reward[s];

do {
maxError = -1;

for(int s=0; s<states; s++) {
double sum = 0;
for(int t=0; t<states; t++) sum += transition[s] [policy[s]][t]*valuelt];
double Q = reward[s]-cost[policyl[s]] + gamma*sum;
if ( value[s]<Q ) {
wls] = Q;
double currentError = Math.abs(Q-valuel[s]);
if ( currentError>maxError ) maxError = currentError;

}

for(int s=0; s<states; s++) valuel[s] = w[s];
iter++;
} while( maxError>epsilon );

// salva politica otima em arquivo

public void savePolicy() throws IOException {
BufferedWriter outBuffer = new BufferedWriter (new FileWriter(new File(filename+".out")));
outBuffer.write("\nPolicy (gamma="+gamma+")\n\n");

for(int s=0; s<states; s++) {
String state = (stateName==null) ? s+" " : stateNamel[s];
String action = (actionName==null) ? policy[s]+" " : actionName[policyl[s]];
outBuffer.write("if "+state+" then "+action+"\n");

}

outBuffer.write("\n");

outBuffer.close();

System.out.println("\nOptimal policy written in "+filename+".out\n");
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