Légica Proposicional

Prof. Dr. Silvio do Lago Pereira

slago@ime.usp.br

1 Introducgao

A logica proposicional é um formalismo matematico através do qual podemos
abstrair a estrutura de um argumento, eliminado a ambigiiidade existente na
linguagem natural. Esse formalismo é composto por uma linguagem formal e por
um conjunto de regras de inferéncia que nos permitem analisar um argumento
de forma precisa e decidir a sua validade [1,2,3].

Informalmente, um argumento é uma sequéncia de premissas seguida de uma
conclusdo. Dizemos que um argumento é wvdlido quando sua conclusao é uma
conseqiiéncia necessaria de suas premissas. Por exemplo, o argumento

Sempre que chove, o transito fica congestionado.
Esta chovendo musito.
Logo, o transito deve estar congestionado.

é vélido; pois sua conclusao é uma conseqiiéncia necessaria de suas premissas.

1.1 Proposicoes

Uma proposicdo é uma declaragao afirmativa a qual se pode associar um valor
verdadeiro ou falso, mas nao ambos. Por exemplo, “O Brasil fica na América” é
uma proposicio verdadeira, enquanto “A lua é de queijo” é uma proposigao falsa.
A proposicao é o elemento bésico a partir do qual os argumentos sdo construidos,
sendo também o principal objeto de estudo na légica proposicional.

2 Sintaxe da légica proposicional

Os sfmbolos usados na légica proposicional sdo as constantes L (falso) e T
(verdade), os simbolos proposicionais (i.e., letras mindsculas do alfabeto latino,
possivelmente indexadas) e os conectivos ldgicos = (nao), A (e), V (ou) e —
(entdo). Sao férmulas bem-formadas na 1égica proposicional:

— as constantes L e T (valores-verdade);
— os simbolos proposicionais;
— e, se o e (3 forem férmulas bem-formadas!, ~«, a A5, aV B e a — .

! Usamos letras mintsculas do alfabeto grego para denotar férmulas genéricas.
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Uma férmula da forma -« é denominada negag¢do da férmula « e dizemos que
« e na sao férmulas complementares. Féormulas da forma aAB e aV 3 sao denomi-
nadas, respectivamente, conjuncdo e disjun¢do. Uma férmula da forma o — 3 é
denominada condicional, sendo « o seu antecedente e 3 o seu conseqiiente.

A ordem de precedéncia dos conectivos é (da maior para a menor): —, A,
V e —. Caso uma ordem diferente seja desejada, podemos usar parénteses. Por
exemplo, na férmula —p A ¢, a negagao afeta apenas o simbolo proposicional p;
para que ela afete a conjuncao de p e ¢, devemos escrever —(p A q).

2.1 Formalizacao de argumentos

Podemos usar a logica proposicional para formalizar um argumento. No processo
de formalizacao, devemos reconhecer as proposigoes e conectivos que compoem o
argumento, de modo que possamos expressa-lo usando férmulas bem-formadas.
Como exemplo, vamos formalizar o seguinte argumento:

(1) Se o time joga bem, ganha o campeonato.

(2) Se o time ndo joga bem, o técnico é culpado.

(3) Se o time ganha o campeonato, os torcedores ficam contentes.
(4) Os torcedores nao estio contentes.

(5) Logo, o técnico é culpado.

Primeiro, associamos a cada proposi¢ao um simbolo proposicional distinto:

“o time joga bem”

“o time ganha o campeonato”
“o técnico € culpado”

“os torcedores ficam contentes”

» 3R

Em seguida, usando esses simbolos proposicionais, escrevemos as férmulas cor-
respondentes as sentencgas do argumento:

Finalmente, podemos representar o argumento como:

p—q p—r qg—s —-stEr,

sendo que a notacdo A | ¢ estabelece que a férmula ¢ é uma conseqiiéncia
l16gica do conjunto de féormulas A.
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Exercicio 1 Usando légica proposicional, formalize as sentengas a sequir:

Se Ana € alta e magra, entdo ela é elegante.

Se Beto € rico, entdo ele nao precisa de empréstimos.

Se Caio ama a natureza, entao ele ama as plantas e os animais.

Se Denis jogar na loteria, entdo ele ficard rico ou desiludido.

Se faz frio ou chove, entao Fva fica em casa e vé tevé. O

Grds o o~

Exercicio 2 Usando a ldgica proposicional, formalize os argumentos a sequir:

— Quando o filme € bom, o cinema fica lotado. Como a critica diz que esse
filme € muito bom, podemos imaginar que ndo encontraremos lugares livres.

— Sempre que chove a tarde, a noite, o transito na marginal do rio Tieté fica
congestionado. Como agora a noite o transito na marginal estd fluindo bem,
concluimos que nao choveu a tarde.

— Se existissem ET s, eles jd nos teriam enviado algum sinal. Se nos tivessem
enviado um sinal, teriamos feito contato. Portanto, se existissem ET s, jd
tertamos feito contato com eles. (|

3 Semantica da légica proposicional

O significado de uma férmula bem-formada é derivado da intepretagao de seus
simbolos proposicionais e da tabela-verdade dos conectivos légicos (Tabela 1).
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Tabela 1. Tabela-verdade dos conectivos

Sejam ¢ uma férmula bem-formada e P, o conjunto dos simbolos proposi-
cionais que aparecem em ¢. Uma interpretacio I4 é uma funcdo Iy : Py —
{L, T}, que associa a cada sfmbolo proposicional de ¢ um valor-verdade. Por
exemplo, para ¢ = p A —¢, existem quatro interpretacoes distintas?:

-1, ={(p, 1), (¢, 1)}
- IZ={(p1),(¢,T)}
— I3 ={(,T), (¢, 1)}
15 ={(,T), (¢ T)}

2 Em geral, o nimero de interpretacdes distintas para uma férmula ¢ é 21Psl,



4 S. L. Pereira

Dizemos que uma interpretagao satisfaz uma férmula se essa férmula é ver-
dadeira sob essa interpretacao. Por exemplo, das quatro interpretagoes possiveis
para a féormula ¢ = p A =g, apenas [ g satisfaz ¢. Dizemos que uma férmula ¢ é
satisfativel se existe uma interpretagao I4 que satisfaz ¢. Se toda interpretacao
I satisfaz ¢, dizemos que ¢ é vdlida (tautologia); e, por outro lado, se nenhuma
interpretacao I, satisfaz ¢, dizemos que ¢ ¢ insatisfativel (contradi¢do) [1,3].

Exercicio 3 Usando tabela-verdade, mostre que a formula:

— pV —p é uma tautologia.
— p A —p € uma contradi¢ao. O

4 Validade de argumentos

Um argumento da forma {aq,...,a,} = 8 é vdlido se e somente se a férmula
(a1 A---Aay) — [ é uma tautologia. Se um argumento A = ¢ é valido, dizemos
que ¢ é uma conseqiiéncia logica de A. Como exemplo, vamos verificar a validade
do argumento a seguir:

(1) Se chove entao a pista fica escorregadia.
(2) Estd chovendo.
(3) Logo, a pista estd escorregadia.

Representando a proposicao “chove” pelo simbolo proposicional p e a proposigao
“pista escorregadia’ pelo simbolo ¢, podemos formalizar o argumento como:

{p—a ptEq

Entao, construindo a tabela-verdade para a férmula (p — ¢) Ap — g (Tabela 2),
podemos ver que o argumento é realmente valido (pois a férmula (p — ¢)Ap — ¢
é uma tautologia).

pla]lp—=a]—aArp[lp—=a)Ap—q]
T T T T
T T L T
TIL| L L T
TITI T T T

Tabela 2. Tabela-verdade para o argumento {p — q, p} Eq

Exercicio 4 Usando tabela-verdade, verifique a validade dos argumentos a sequir:

— Se chove, a rua fica molhada. A rua nao estd molhada. Logo, nao choveu.
— Se chove, a Tua fica molhada. A rua estd molhada. Logo, choveu. O
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Embora a tabela-verdade seja um mecanismo bastante simples para verificar
a validade de um argumento, dependendo do tamanho da férmula, sua cons-
trugao pode ser invidvel. De modo geral, se uma férmula contém n simbolos
proposicionais distintos, sua tabela-verdade terd 2" linhas (uma linha para cada
interpretacao possivel). Por exemplo, a tabela-verdade para o argumento {p —
¢,—p — 1,q — 8,78} = r tem 2* = 16 linhas. Assim, quando o nimero de
proposi¢ées num argumento é muito grande, um método mais eficiente para sua
validagao é necessario. A seguir, apresentamos dois métodos para validacao de
argumentos que sao mais eficientes que tabelas-verdades: prova e refutagao.

4.1 Prova

Uma prova de uma férmula ¢, a partir de um conjunto de férmulas A, consiste
numa seqiiéncia finita de férmulas v1,72,...,7,, onde v, = ¢ e cada y; é uma
féormula em A ou é derivada de férmulas em A U {v1,...,7,-1}, por meio de
uma regra de inferéncia. Usamos a notagdo A} ¢ para indicar que a férmula ¢
pode ser derivada a partir das férmulas em A (ou seja, que é possivel provar ¢
a partir de A).

Uma regra de inferéncia é um padrao que estabelece como uma nova férmula
pode ser gerada a partir de outras duas. As regras de inferéncia cldssicas (modus
ponens, modus tollens e silogismo hipotético) representam formas de raciocinio
dedutivo estudadas, desde a antiguidade, por Aristdteles (384-322 a.C.).

— Modus Ponens (MP): de a — ( e a, conclui-se (3.
— Modus Tollens (MT): de a — 3 e =3, conclui-se —a.
— Silogismo Hipotético (SH): de « — 8 e 8 — =, conclui-se o — 7.

Dado um conjunto de férmulas A, uma regra de inferéncia é correta se permite
derivar apenas férmulas que sao conseqiiéncias légicas de A e é completa se
permite derivar todas as férmulas que sdo conseqiiéncias logicas de A. As regras
de inferéncia classicas sao corretas e completas para todo conjunto consistente
de férmulas bem-formadas da légica proposicional [1].

Temos a seguir uma prova da validade do argumento {p — ¢,—p — r,q¢ —
8,78} b, usando as regras de inferéncia cldssicas. Nessa prova, em cada linha,
h& uma justificativa de como a féormula foi derivada. Por exemplo, a justificativa
A na linha (1) indica que a férmula p — ¢ é uma premissa do argumento e a
justificativa SH(1, 3), na linha (5), indica que a férmula p — s foi derivada das
férmulas nas linhas (1) e (3), pela aplicagao de silogismo hipotético.

1) p—yg A
2) p—or A
q— s A
-s A

p—S SH(1,3)
-p MT(4a )
r MP(2

—~ |~~~

~ O Ut = W
NN NN 2NN
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Exercicio 5 Prove usando regras de inferéncia classicas:

-{p—a¢.—~q,-p—r}lr
- {»——qqp— —r}l--r
- {p—aq,q—r,-r,p—s}s 0

4.2 Refutagao

Embora a prova seja um mecanismo mais eficiente que a tabela-verdade, ainda
é muito dificil obter algoritmos de prova baseados em derivagao que possam ser
implementados eficientemente em computadores. Nesse caso, podemos usar um
terceiro mecanismo para validagao de argumentos, denominado refutacao.

A refutagdo é um processo em que se demonstra que uma determinada
hipétese contradiz um conjunto de premissas consistente [1]. Dizemos que um
conjunto de férmulas é consistente se e s se existe uma interpretacao para seus
simbolos proposicionais que torna todas as suas férmulas verdadeiras. Caso nao
exista uma tal interpretagao, dizemos que o conjunto de férmulas é inconsistente.
Formalmente, dado um conjunto de férmulas consistente A, provar A |-~y cor-
responde a demonstrar que AU {—y} é inconsistente. Nesse contexto, a férmula
v é denominada tese e a férmula —y é denominada hipdtese.

Para ter uma idéia intuitiva de refutacao, considere o argumento a seguir:

Se o time joga bem, ganha o campeonato. (P1)
Se o time ndo joga bem, o técnico é culpado. (P2)
Se o time ganha o campeonato, os torcedores ficam contentes. (P3)
Os torcedores nao estao contentes. (P4)
Logo, o técnico € culpado.

Nesse argumento, a tese é que “o técnico € culpado”. Assim, vamos admitir como
hipétese que “o técnico nao seja culpado”. O nosso objetivo é demonstrar que
essa hipotese leva a uma contradicao. Se tal contradigao for encontrada, como
o conjunto de premissas é consistente, podemos concluir que ela foi derivada da
hipétese e que, portanto, a tese é uma conseqiiéncia légica das premissas.

a) O téenico nao é culpado. hipotese
b) O time joga bem. MT(a, P2)
¢) O time ganha o campeonato. MP(b, P1)
d) O torcedores ficam contentes. — M P(c, P3)
e) contradi¢do! confrontando (d) e P4

(
(
(
(
(

Exercicio 6 Usando refutacdo, mostre que o argumento a sequir € vdlido:

Se Ana sente dor estomago, ela fica irritada.

Se Ana toma remédio para dor de cabeca, ela sente dor de estémago.

Ana nao estd irritada.

Logo, ela nao tomou remédio para dor de cabega. O
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Exercicio 7 Prove usando refutagdo:

- {p—q,~q¢,-p—r}]-r
- {p——qq,p— —r}l--r
~{p—q.q—r,-r,-p—s}tls u

4.3 Inferéncia por resolucao

Podemos automatizar o processo de refutacao, descrevendo-o como um algoritmo
computacional. Para que esse algoritmo seja mais simples e eficiente, é necessario
que as férmulas manipuladas por ele sejam convertidas em uma forma conhecida
como forma normal conjuntiva (FNC).

Qualquer féormula bem-formada pode ser convertida para a forma normal
conjuntiva (ou seja, normalizada), através dos seguintes passos:

12 elimine todas as implicagoes: o — B=-aV 3

22 reduza o escopo das negagoes: —(aAf)=-aV -8 e ~(aVP) =-aA-3

32 reduza o escopo das disjungoes: aV (BAY) = (aV @) A(aVy)

Como exemplo, vamos normalizar a férmula p V¢ — r A s. Eliminando a
implicagao, obtemos —(pV ¢) V (r A s). Reduzindo o escopo da negagao, obtemos
(—=pA—q) V (r As). Finalmente, reduzindo o escopo da disjungao, obtemos ((—p A
—q) Vr)A((-p A —q) V s). Como o terceiro passo ainda néo foi concluido (veja
que ainda hd duas disjungoes cujos escopos podem ser reduzidos), continuamos a
conversao e obtemos (—pVr)A(=gVr)A(=pVs)A(—-qVs), que é a forma normal
conjuntiva. Eliminando as conjuncoes na forma normal conjuntiva, obtemos o
seguinte conjunto de férmulas normais ou cldusulas: {=pVr,—~qVr,—pVs,—~qVs}.

Exercicio 8 Formalize as sentencas a sequir e normalize as formulas obtidas:

— Se nao ¢ noite e nem hd lua cheia, entdo nao hd lobisomem.

— Se eu fosse rico ou famoso, nao precisaria trabalhar tanto.

— Se o programa estd correto, entdo o compilador nao exibe mensagens de erro
e gera um arquivo executdvel.

— Se o motorista € multado, entao ele passou um sinal vermelho ou excedeu o
limite de velocidade. O

A vantagem da FNC é que ela torna a forma das férmulas mais simples e
uniforme, permitindo o uso de resolugao. Resolucdo é uma regra de inferéncia
que generaliza as regras de inferéncia classicas. A idéia da resolugéo é a seguinte:
RES(aV B,-8V~y) = aV-y. Além disso, definimos RES(a, o)) = O. Note que
a resolucao é equivalente as trés regras de inferéncia clédssicas:

MP(a— B,a) = é equivalente a RES(—a V f,a) =
MT(a — 3,-8) = -« é equivalente a RES(—a V 3,-f) = ~«
SH(a — (3,8 — v) = a — 7 é equivalente a RES(—aV 3,0V ~y) =-aVy
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Como exemplo, vamos usar a forma normal conjuntiva, resolucgao e refutacao

para provar a validade do argumento {p — ¢,—p — r,q — s,—s} b :

(1) -pvg A

(2) pvr A

(3) —qvs A

(4) -s A

(5) - hipdtese
©6) p RES(2,5)
(7) q RES(1,6)
(8) s RES(3,7)
9 O RES(4,8)

Observe que, no processo de refutagao, comecamos resolvendo a hipdtese
com alguma cldusula em A. A partir dai, sempre usamos o resultado da tltima
resolucao efetuada, combinado com alguma clausula em A. Se num desses passos
nao houver em A uma cldusula que possa ser utilizada pela resolucdo, entao
significa que a hipdtese nao produz contradicao e que, portanto, a tese nao é

uma conseqiiéncia légica da base A.

Exercicio 9 Usando refutacao e resolugdo, prove os argumento a sequir:

— O participante vai ao paredao se o lider o indica ou 0s colegas o escolhem.
Se o participante vai ao pareddo e chora, entdo ele conquista o piublico. Se
o participante conquista o publico, ele nao é eliminado. O lider indicou um

participante e ele foi eliminado. Logo, o participante nao chorou.

— Se o programa € bom ou passa mo hordrio nobre, o publico assiste. Se o
publico assite e gosta, entdo a audiéncia € alta. Se a audiéncia € alta, a
propaganda € cara. O programa, passa no hordrio nobre, mas a propaganda

€ barata. Logo, o publico nao gosta do programa.
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