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Introducio

Solugdes Estatisticas
e descrevem a evolugao da distribuicdo de probabilidade de
condig¢des iniciais
e estdo relacionadas ao transporte de medidas via semigrupo

e sdo usadas na formalizacdo da teoria de turbuléncia
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Evolucao da distribuicao de probabilidade
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Créditos das figuras: Ricardo Rosa



Introducio

Figure 1.3 Instantancous and time-averaged views of a jet in cross flow. The jet exits
from the wall at left into a stream flowing from bottom to top (Su and Mungal 1999).

Quantidades médias

e médias tempordis e espaciais:

1
Uz, t) = M/Bm)u(yat) dy;

N
e médias amostrais: V (z,t) Z ), onde cada u®) é

uma solucdo individual das equag;es de Navier-Stokes.
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Figure 1.3 Instantancous and time-averaged views of a jet in cross flow. The jet exits
from the wall at left into a stream flowing from bottom to top (Su and Mungal 1999).

Quantidades médias

e médias tempordis e espaciais: Resultados rigorosos podem ser
obtidos a partir das solu¢des individuais das equacdes de
Navier-Stokes

e médias amostrais: Resultados rigorosos podem ser obtidos a
partir da nocdo de solucdo estatistica



Introducio

Considere as equagdes de Navier-Stokes em trés dimensdes

w —vAu+ (u-V)u+Vp="~f
V-u=0

onde u = (u1,uz2,u3) é o campo de velocidades, v > 0 é a
viscosidade, p é a pressdo e f é a forga externa.
Espacos de fungdes:

e H = {u campo vetorial periédico,u € L2,V -u =0, [u = 0};
e V = {u campo vetorial periédico,u € H!, V-u =0, [u=0};
e H,, = H munido da topologia fraca.

Formulacao funcional das equagcdes de Navier-Stokes

Cc%l:f—uAu—B(u,u)

onde A é o operador de Stokes e B(u,u) = P[(u-V)u,ue V.
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Solucoes fracas de Leray-Hopf

Sejaf € L? (0,00, V"). Um campo vetorial u é uma solucio fraca de
Leray-Hopf se,

(i) u € L2 (0,00; H) N L2 (0,005 V) N Cioe([0,00), Hy),
8tu € Llo/c (0,005, V");

(ii) %(u,v) +v(u,v)) — (B(u,u),v) = (f,v), paratodov € V
no sentido das distribui¢des em I

(iii) paratodot’ € I e paratodot € I comt > t/,

t

SO+ [ Il < S+ [ (66, us)ds:

tl
(iv) u(t) = u(0) em H quandot — 0*.

Existéncia global de solucdo fraca de Leray-Hopf: 2D and 3D
Unicidade de solucdo fraca de Leray-Hopf: 2D
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Seja S(t), t > 0, o operador solucdo das equagdes 2D NS em H, i.e.,
S(t):H — H
up = S(t)up = ul(t)

onde u € a unica solugdo das equagdes 2D NS tal que u(0) = wy.
Seja po uma distribuicdo de probabilidadede dados iniciais em H,

Probabilidade {ug € E} = po(E)
Evolugio de po: py = S(t)po, ie. pe(E) = uo(S(t)~'E)),VE C H

Créditos das figuras: Ricardo Rosa
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Momento generalizado: / O (u)dp(u

Note que: /@(u)dut( ) = / (S(t)u))dpo(u).

Formulagdo funcional das equacdes NS
we = F(t,u),ondeF(t,u) = f(t) — vAu — Bu, u).
Portanto,
G et = [ (@00, 5500 du)
_ / (®(S(t)u), F(t, S(t)u)) dpo(u)
/

(F(t,u), ® (v)) dpe(w).
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Equacao para os momentos generalizados

Momento generalizado: [ ®(u)du(u).
Note que: /@(u)dut(u) = /@(S(t)u))duo(u).
Formulacao funcional das equagdes NS
up = F(t,u),ondeF(t,u) = f(t) — vAu — B(u,u).
Portanto,
& [otaut = | ( s<t>u) dpolu)
dt dt
= [ @50, F(t.50)0) du(w)
/

(' (u), F(t,u)) dpe(u).
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Equacao para os momentos generalizados

Momento generalizado: [ ®(u)du(u).

Note que: /@(u)dut(u) = /@(S(t)u))dyo(u).
Formulacdo funcional das equacdes NS

ug = F(t,u),ondeF(t,u) = f(t) — vAu — B(u,u).
Portanto,

d
dt

B () dpag () = / (' (w), F(t, w)) dpa ()

Essa formula ndo depende de S(¢)!
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e Foias-Prodi (1972): Uma solugdo estatistica € uma familia de
medidas de probabilidade {1 }+>0 que satisfazem

% . O(v)duy(v) = /H(f —vAv — B(v,v),®'(v))du(v),

+ desigualde de energia + condi¢des de regularidade

daaaad

Em 2D, {p; = S(t)po}¢>0 € uma solugio estatistica.

e Vishik-Fursikov (1977): Uma solugdo estatistica ¢ uma medida
de probabilidade no espaco de trajetdrias
L},,(0,00; H) N Cioe([0, 00); D(A™5/2)).

loc
Créditos das figuras: Ricardo Rosa



Introducao Solucdes estatisticas Aplicacoes

Nocoes de solucao estatistica

e Foias-Rosa-Temam (2010):
e Medida de Vishik-Fursikov:medida de probabilidade no espago
de trajetdrias Cjoc([0, 00), H,,) carregada por U = {espago das
solugdes fracas de Leray-Hopf}, ou seja, p(U€) = 0.

e Solucao estatistica de Vishik-Fursikov: familia de medidas de
probabilidade no espago de fases que sao proje¢des no tempo de
uma medida de Vishik-Fursikov.

Toda solucgdo estatistica de Vishik-Fursikov € uma solug@o
estatistica de Foias-Prodi.

Créditos das figuras: Ricardo Rosa
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Formulacao abstrata da nogao de solugao estatistica

Espaco de fase
X = espago de Hasdorff.

Espaco de trajetdrias
X =C([0,00); X)

Um conjunto de solugdes U/ C X satisfazendo

(H1) IIgd = X

(H2) U N1l LK ¢ relativamente compacto em X para todo conjunto
compacto K C X;
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Formulacao abstrata da nogao de solugao estatistica

Espaco de fase
X = espago de Hasdorff.

Espaco de trajetdrias
X =C([0,00); X)

Um conjunto de solugdes U/ C X satisfazendo

(H1) IIgd = X

(H2) U N1l LK ¢ relativamente compacto em X para todo conjunto
compacto K C X;
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Uma medida de Borel p em X € tight se para todo boreliano A C X,
p(A) =sup{p(K): K C A, K compacto}.

Uma rede (p,) de medidas de Borel em X € uniformemente tight se
para todo € > 0 existe um compacto K C X tal que

pa(X \ K) < g,Va.

Seja P(X,t) o espago das medidas de probabilidade, de Borel e tight.
e “topologia fraca”: menor topologia para a qual y — [  fdué
s.c.s., para toda f limitada e s.c.s. em X.
e topologia fraca-estrela: menor topologia para a qual
p— [ fdp é continuo, para toda f limitada e continua em X
Topsoe (70’s):
e Se X é completamente regular as duas topologias coincidem.

e Toda rede em P(X,t) que é uniformemente tight ¢ compacta
com respeito a topologia fraca.
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Uma medida p € P(X) é uma solucio estatisticas de U/-trajetorias se

o pétightem A;

e pé carregada por um borelinao de U, i.e. p(X \ V) =0,V C U

Boreliano.
Obs: Seja u € U, entdo a medida de Dirac 6, é uma solugdo
estatistica de U-trajetorias.
Problema de valor inicial: Dada uma medida de Borel, probabilidade
e tight yigp em X, queremos encontrar uma solucao estatistica de
U-trajetdrias p tal que
Hop = po-

Theorem (B., Mondaini, Rosa’ 16)

Sejald C X um conjunto satisfazendo as hipoteses (H1) e (H2).
Entdo, para toda medida p € Py(X) existe uma solugdo estatistica
de U-trajetorias p em X such that llgp = .
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e Suponha que g é carregada por um compacto K C X;

e Aplique o Teorema Krein-Milman para obter a existéncia de
{1 }a C Pe(X) convergindo para p, e tais que

Ja
o = Zajéxj,a, onde 2% € K.
j=1

e Como IIpl/ = X entio para cada 2/°% € K existe
W € Iy 'K NU tal que u/*(0) = 27, Construa

Ja
pa: E aj(suj,a.
7j=1

o p“ ¢ tigh e é carregada por HalK NnU;
o (p%), é uniformemente tight.
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e Pelo Teorema de Topsoe, (p®) possui uma subrede que converge
a uma medida p € P(X') que é carregada por Ht_OlK nu,
e Temos que
o Tlpp™ = HG's .
o Tlpp* = Tlpp e ug — po-
e Por unicidade, IIgp = uyg.
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Equacgdes de evolugao (e.g., 3D Navier-Stokes, 3D MHD, 3D
Bérnard, 2D Euler):

T _F

Equacio regularizada (problema bem posto, e.g. Galerkin
approximation, a-models, 2D Navier-Stokes):

du,
dt

= Fa(ta u&)

onde F; = F parae = 0.

Seja po € Pi(X). Defina p. = S-pipem X, onde S: : X — X éo

operador solucdo.

)

2

E claro que p. € uma solucio estatistica de U-trajetorias onde U- € o

espaco de trajetdrias das solucdes de (2).

Pergunta natural: p, converge para alguma solugdo estatistica de

U-trajetodrias de (1)? Em qual sentido e sob quais hipdteses?
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Seja (S:)cce uma rede tal que, paratodoe € £, Sc : X — X' ¢
continuo. Sejald C A e suponha que ((S;)-ce,U) satisfaz as
seguintes hipéteses

(H1) TIpS:(ug) — ug uniformemente nos compactos de X;



Solucdes estatisticas

Seja (S:)-ce uma rede tal que, paratodoe € £, 5. : X — X' é
continuo. Sejald C X e suponha que ((S:)cce,U) satisfaz as
seguintes hipoteses

(H1) TpS=(up) — ug uniformemente nos compactos de X;
(H2) paratodo compacto K C X temos que

limsup S:(K) Cc U
eef
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Seja (S¢)cce uma rede tal que, paratodoe € £, S. : X — X' ¢
continuo. Sejald C X e suponha que ((S¢)cce,U) satisfaz as
seguintes hipéteses

(H1) T1pS:(ug) — up uniformemente nos compactos de X;

(H2) para todo compacto K C X temos que

limsup S.(K) CcU
ec&

(H3) VK C X existe um compacto K C X tal que

S:(K) C K, paratodoe € &;
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Teorema de Convergéncia

Theorem (B., Mondaini, Rosa)

Seja X um espaco de hausdorff, ((Se)eeg,U) como antes e
o € Pi(X). Entdo, a rede (p:)cce, definida por pe = Se 1o, possui
subrede que converge a uma solugdo estatistica de U- trajetorias.

Ideia da prova

o L tight=- p. tight para todo ¢;
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Theorem (B., Mondaini, Rosa)

Seja X um espaco de hausdorff, ((Se)eeg,U) como antes e
o € Pi(X). Entdo, a rede (p:)cce, definida por pe = Se 1o, possui
subrede que converge a uma solugdo estatistica de U- trajetorias.

Ideia da prova
o L tight=- p. tight para todo ¢;
e o tight + (H3) = (p-) uniformemente tight;
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Theorem (B., Mondaini, Rosa)

Seja X um espaco de hausdorff, ((Se)eeg,U) como antes e
o € Pi(X). Entdo, a rede (p:)cce, definida por pe = Se 1o, possui
subrede que converge a uma solugdo estatistica de U- trajetorias.

Ideia da prova
o L tight=- p. tight para todo ¢;
e o tight + (H3) = (p-) uniformemente tight;
e Teorema de Topsoe = p. converge para alguma p € Py(X);
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Theorem (B., Mondaini, Rosa)

Seja X um espaco de hausdorff, ((Se)eeg,U) como antes e
o € Pi(X). Entdo, a rede (p:)cce, definida por pe = Se 1o, possui
subrede que converge a uma solugdo estatistica de U- trajetorias.

Ideia da prova

Lo tight= p. tight para todo ¢;

to tight + (H3) = (p.) uniformemente tight;

Teorema de Topsoe = p. converge para alguma p € P(X);

(H3) = p é carregada por K;
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Theorem (B., Mondaini, Rosa)

Seja X um espaco de hausdorff, ((Se)eeg,U) como antes e
o € Pi(X). Entdo, a rede (p:)cce, definida por pe = Se 1o, possui
subrede que converge a uma solugdo estatistica de U- trajetorias.

Ideia da prova

Lo tight= p. tight para todo ¢;

to tight + (H3) = (p.) uniformemente tight;

Teorema de Topsoe = p. converge para alguma p € P(X);

(H3) = p é carregada por K;

e (H1) + convergéncia (p)-ce = Hop|kurok = ol kumek =
Hop = po-
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Aplicagoes

e Existéncia de solugdes estatisticas
e Equacdes de Navier-Stokes em 3D
e X =Hy, X = Cloc([0,00), Hy),
e U{ = {solugio fraca de Leray-Hopf [0, c0)},
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e Existéncia de solugdes estatisticas

e Equacdes de Navier-Stokes em 3D, Equacdes
Magnetohidrodindmicas em 3D (MHD), Problema de Bérnard
e Equacdo da onda ndo-linear
e Equacio de reacdo-difusao
e Convergéncia das solugdes estatisticasde U, -trajetdrias para as
solugdes estatisticas de U/-trajetorias
e Aproximacdo de Galerkin
e «-Navier-Stokes
e a-MHD
e Navier-Stokes em 2D (limite inviscido)
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Considere o seguinte sistemas de equacgdes de reacdo-difusao

{ Gt (@,1) = alu(z,t) — f(t,u(z,t)) + g(@,1), 3)
u(xvt”atéafl = 0) Vt S Ia

onde u € a incdgnita, a € uma constante positiva, f é a funcio de
reacdo e g € a forca externa. Além disso, I C R € um intervalo
arbitrario e {2 C R™ é um dominio limitado e suave.
Chepyzhov& Vishik’00: Existéncia global de solugio fraca em
L (I,H)N LY (I,LP)N LY .(I,V) para o sistema de
reacao-difusdao com dado inicial em H.

e X =H,X = Ciy([0,00), H),

e U = {u solugdo fraca da equagdo}.
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Considere a seguinte equacdo da onda ndo-linear

2
% — Au+[u|"u = f, 4)

onde u € a incdgnita, r € uma constante positiva e f é uma fungéo

dada.

Lions, J. L., Quelques Méthodes de Résolution des Problemes aux

Limites Non-Linéaires Existéncia global de solugdo fraca e

estimativas a priori
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Considere as equagdes a-Navier-Stokes em 3D

vi—VvAv+ux (Vxv)+Vp=f
v=u-—ao?Au 5)
V-u=0

onde u é o campo de velocidades (filtrado), v é uma variavel auxiliar,
p € a pressdo, f € a forca externa, e « > 0 € uma constante

Foias, Holm and Titi *02: Boa colocacgdo para f € Heug € V.
Vishik, Titi and Chepyzhov *07: Convergéncia das solucdes
individuais do modelo-« para as solucdes fracas de Leray-Hopf das
equagdes de Navier-Stokes em 3D.

B. and Rosa ’12: Convergéncia das solugdes estatisticas do modelo-«
para as solucdes estatisticas para as equagdes de Navier-Stokes em
3D.
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Considere as equagdes de v-Navier-Stokes em 2D

{Otu—yAu—l—(u-V)u+Vp:f ©)

V-u=0,,

onde u é o campo de velocidades, p é a pressio, f é a forga externa e
v > 0 € a viscosidade.

Lions: Mathematical Topics in Fluid Mechanics Boa colocacio
global paraug € H,rotug € L", 1 < r < oo. Convergéncia das
solugdes fracas de v-Navier-Stokes em 2D para as solucdes fracas da
equacdo de Euler em 2D.
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Projetos futuros

e Estudo das projecdes das solugdes estatisticas de trajetorias
e solugdes estatisticas estaciondrias
e aplicacdo a teoria de turbuléncia
e Relacdo com outras nogdes de solugdo estatistica (aplicacdo para
as equacoes de Euler em 3D)



Muito obrigada pela atencao!

«O>» «F>» «E>» «E>» = A
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