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Apresen tacao:

O estudo qualitativ o de algumas equaceesdiferenciais ordinarias
muitas vezesse reduz ao estudo de apliacaceesinduzidas em secees
transversais(aplicaceesde Poincare). Este e o caso,por exemplo da
dindmica em uma vizinhanca de uma orbita periodica.

Em seutrabalho pioneiro [16], sobretransformaceesem superf cies
e aplicaceesa dinamica, G.D. Birkho ressaltaa importanciada con-
dicao de "v orticidade" ("v ortical condition") no estudo das transfor-
maceesque presenam area e que possuemum ponto xo el ptico.

Uma condicao georretrica semelhare aparecetambem no chama-
do ultimo teorema geonetrico de Poincare, provado no caso geral
somerie por Birkho. Este teoremaarma que um homeomor smo
gue presene area que possuium anel invariante limitado por duas
curvas homotopicase que restrito as quais suastra jetorias movem-se
em direceesopostas (torcem), possuiin nitos pontos periodicos.

A condicao de torcao que aqui sera chamada de twist (nao ne-
cessariamete em direceesopostas, mas com velocidadesdiferentes)
aparececomfrequénciaem varias situaceesaparertemene nao relaci-
onadas. Por exemplo: o modelo de Frenkel-Kontorova, as geadesicas
no toro, as perturbacees periodicas de hamiltonianos em dimensao
dois, as aplicaceesdo tip o bilhar em curvas corvexas,os hamiltonia-
nos com dois ou tr&sgraus de lib erdade, em particular no problema
restrito dos tr&s corpos, a dinmica numa vizinhanca de um ponto
xo el ptico.

Portanto, a teoria da aplicaceesdo tip o twist pode serconsiderada
como um modelo teorico uni cador para varios fendmenos.

O objetivo dessamotas intro dutorias e apresenar algunsresulta-
dos e exemplosbasicossobre a dinamica de aplicasesdo tip o twist,
ilustrando o alcance da teoria e tentando motivar o leitor para as
guestese tecnicastratadas.

A partir dosresultadosfundamentais de Birkho, obtidosnoin cio
do seculo XX e apos o grande progressoalcancado nas decadasde 60
e de 80, e possvel, hoje, enfrertar o desa o de apresenar a teoria
de modo introdutorio e acessvel (assim esperamos) aos estudartes
brasileirosdo nal de graduacao.

Estas notas estao organizadasem quatro captulos. No primeiro,
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sa0 apresertados alguns exemplose sao desewolvidas as primeiras
ferramentas, em especial, a funcao geratriz. Estesinstrumentos sao
aplicadosno Cap tulo 2 quetrata da existénciade orbitas periodicas
(conforme Birkho ), de orbitas heterocl nicas e da teoria de Aubry-
Mather. Nesta teoria, sao obtidos conjuntos invariantes por uma
aplicacao do tip o twist que sao constitu dosde orbitas nao periodicas,
mas que satisfazempropriedadessemelhanes as orbitas de Birkho ,
isto e, sao "ordenados". Tambem e dada uma ideia de metodos pu-
ramente topologicospara a obtencao de tais conjuntos invariantes.

O Captulo 3 trata das curvas rotacionais invariantes, que sao
curvas homotopicamerte nao triviais invariantes pela aplicacao. Um
exemplo de existéncia de tais curvas ocorre nos bilhares que possu-
em causticas. Sao provados dois resultados: o Teoremada Curva
Invariante de Birkho e o Teoremado Twist de Moser (para o caso
anal tico).

Finalmente, o Captulo 4 trata das regiees (homeomorfasa um
anel) limitadas por duas curvas rotacionais invariantes e que nao
contem outra curva rotacional invariante - a regiao de instabilida-
de. Prova-sea existéncia de orbitas que se acumulam (no passado
e no futuro) nas duas curvas do bordo do anel. Sao apresenados
tambem algumas extenes dos resultados para aplicacees do tip o
twist de nidas no toro.
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Cap tulo 1

De ni cees e Exemplos

1.1 A dinamica da aplica cao \standard"

Nesta secao mostraremos de uma maneira informal diversostip os
de dinamica que ocorrem em uma fam lia a um parametro de apli-
caceesde tip 0 \t wist", que seratomada comomodelo (nestetrabalho
nao traduziremos a palavra inglesa\t wist", que signi ca torcao, pois
torcao e uma palavra que, em matematica, ja possuioutros signi ca-
dos). O modelo escolhidoe o chamado\Standard Map", ou aplicacao
\Standard", ou aplicacao de Chirik ov, ou ainda aplicacao standard
de Chirik ov, devido aos trabalhos pioneiros do f sico Chirikov com
repeito a mesma (veja [22] e referénciasali citadas). A aplicacao
standard esta de nida sob o cilindro f( ;y)g e e dada por:

0 + yO;

=y 2—sen(2 ) (1.2)
onde: e o angulo longitudinal no cilindro, com per odo igual a um,
y 2 IR e a altura no cilindro e e um parametro real. A aplicacao
standard esta ass@iada de maneiraimediata a uma aplicacao do pla-
no no plano, que tambem sera chamada aplicacao standard, atraves
daidentica cao = x(mod1), ondex 2 IR. Tal operacao que asscia
aretafxgaocrculof g, atravesdafuncaox! x(mod1l)= (deno-
minada de aplicacao de recobrimerto), e chamada de levantamento

0

y
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8 [CAP. 1: DEFINICOES E EXEMPLOS

do crculo na reta (diz-se tambem que a reta recobre o crculo, ver
[50]). Note que a aplicacaox ! x(mod1l) = e um difeomor smo
local nao injetor. Esta e uma das propriedade das aplicaceesde re-
cobrimento. A aplicacaof (x;y)g! f( ;y)gde ne um levantamento
do cilindro para o plano. A aplicacao standard levantada ao plano
f(x; y)g e dada por

XO

y

X+ Y5

0 y 2—sen(2 X) (1.2)

A primeira vista pode parecer preciosismoa distincao entre e X
apreseniada acima. No m, a formula para a aplicacao standard em
termosde ex ea mesma! Ao longo da leitura o leitor devera estar
atento ao numero de vezesgue transitaremos ertre asduas\in terpre-
tacees" da aplicacao standard, ora usando propriedadestopologicas
do plano, ora do cilindro. Isto sera feito tantas vezesque em muitas
nao se nem mencionadonem, provavelmerte, percebido. Espera-
mos que a &nfasedada neste in cio a diferenca entre e x, aguce
a atencao do leitor neste sertido. A importancia da duplicidade de
interpretacees car a eviderte.

A aplicacao standard apareceem diversoscontextos distintos em
f sica(ver[56]). Em patrticular, no contexto daf sicado estadosolido,
a aplicacao standard esta assaiada ao chamado\Mo delo de Frenkel-
Kontorova", que sera apresernado e discutido na proxima secao. No
contexto da matematica a aplicacao standard tornou-se o paradig-
ma de aplicacao do tip o twist que presena area. Espera-seque ela
represerte para a din@mica consenativa bi-dimensional o que a apli-
cacao quadratica represerta para a dinamica de aplicaceesunimodais
do intervalo, no sertido de exibir um espectro de comportamentos
dinamicosque sejat pico na classedas aplicaceesem que seinsere.

Fora a simplicidade, a aplicacao standard possui certas proprie-
dades notaveis. Uma delas, a de twist, sema tratada na secao 1.3.
Uma outra, muito interessarie, e a periodicidade por translaceesver-
ticais, quer dizer, na direcao y. De fato, da equacao (1.1) segueque
asimagensdos pontos ( ;y) e( ;y+ 1) sao( %y% e ( %y%+ 1), res-
pectivamerte. Entao conclumos que a aplicacao standard ca com-
pletamente caracterizada por seusvaloresno cilindro nito f( ;y)g
comy 2 [0;1). Mais ainda, de nindo a aplicacao de recobrimen-
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[SEC.1.1: A DINAMICA DA APLICACAO \ST ANDARD" 9

to(;y)! (;ymod 1), do cilindro no toro, segueque a aplicacao
standard induz um difeomor smo no toro f( ;y mod 1)g:
0 _ + 0

0 =y 2—sen(2 Y(mod 1)

y

Portanto, sem perda de generalidade,pode-serestringir o estudo da
dinamica da aplicacao standard a (x; y) 2 [0;1] [O;1], o que e feito
nas simulaceesnumericas mostradas abaixo.

A dinamicada aplicacao standard dependefortemente do parame-
tro . Veremosque conforme crescede zeroatein nito adinamica
complica-segradativamerte. Primeiramente, para = 0 temosuma
situacao muito simplesonde a aplicacao standard reduz-sea:

0

x? = x+y

y =y

Issoimplica que todos os c rculos paralelosy =constante sao invari-
antes pela aplicacao, ou seja, o cilindro e folheadopor c rculos invari-
antes. C rculos invariantes que dao a volta no cilindro (homotopica-
mente nao triviais), sao chamadosde c rculos rotacionais invariantes.
Uma aplicacao do tip o twist para a qual toda orbita esta cortida
em um crculo rotacional invariante e dita integravel. A Figura 1.1
( = 0) ilustra esta situacao. Note que a dinamica da aplicacao
standard restrita ao crculo y = y =constante pode assumir duas na-
turezas muito distintas. Sey e um numero racional m=n, entao apos
n iteradas o ponto (x; y) seratransformado em (x+ m;y), que quando
projetado no cilindro eigual aoponto de partida. Nestecasoo ponto
rodou m vezesem volta do cilindro aposn iteradas, dizemosque seu
numero de rotacao e m=n = y. Note que, sey e racional entao a
orbita de todo ponto do crculo y = y possui 0 mesmonumero de
rotacao e e periodica com o0 mesmoper odo (obsere que, para con-
tar o numero de voltas que o ponto da no cilindro f ;yg usamoso
levantamento da aplicacao standard ao plano f x; yg, enquarto que a
orbita do mesmoponto so e periodica quando projetada no cilindro).

Agora, sey e um numero irracional, entao a orbita de nenhum ponto
do crculo y = Yy e periodica (se alguma o fosse,chegaramosa uma
cortradi cao). De fato, neste casoa dindmica da aplicacao standard
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10 [CAP. 1: DEFINICOES E EXEMPLOS
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Figura 1.1: Orbitas da aplicacao standard para = 0, casointe-
gravel.

restrita ao crculo y = y e a de uma rotacao r gida irracional, e a
orbita de qualquer ponto e densano crculo. Dizemosque tal c rculo
invariante possuinumero de rotacao irracional.

O proximo grau de complexidadeocorre quando e pequenomas
nao e nulo. Nestecasoum teoremaimportante devido a Kolmogorov,
Arnold e Moser(KAM) garante queosc rculosrotacionaisinvariantes
do casointegravel = 0, assaiados a \maioria" dos numeros de
rotacao irracionais, sao perturbados em sua forma, mas continuam
invariantes e com a dindmica de uma rotacao r gida assaiada ao
mesmonumero de rotacao. O enunciado precisoe a demonstracao de
uma das verseesdo teorema KAM, serao dadosno captulo 3 destas
notas. A dindmica de uma aplicacao do tip o twist nestascondicees
e dita quase-irtegravel. A gura 1.2 ( = 0:1) ilustra tal situacao.
Note que quasetoda orbita mostradanesta gura pareceestar cortida
em uma curva invariante.

O teoremaKAM naodiz nadaquanto ao que ocorre com a dinami-
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[SEC.1.1: A DINAMICA DA APLICACAO \ST ANDARD" 11

Figura 1.2: Orbitas da aplicacao standard para = 0:1, caso\quase
integravel”.

cada aplicacao standard proxima aosc rculos rotacionais invariantes
com numero de rotacaoracional. Obsena-se,e em grande parte pode
se demonstrar, que tais crculos dao origem a um numero nito de
orbitas periodicas, todas com o mesmonumero de rotacao. A regiao
ertre dois c rculos rotacionais invariantes, onde situam-setais orbitas
periodicas, e chamada de regiao de ressorancia (0 nome esta ligado
a racionalidade do numero de rotacao). As regiees de ressorancia
para quasetodos numeros de rotacao racionais sa0 muito pequenas
guando e pequeno. Por exemplo,para = 0:1, gura 1.2, a unica
regiao obsenavel na escalada gura eaquelaassa@iadaaonumero de
rotacao zero. O c rculo invariante com numero de rotacao nulo, que
existia para = 0, foi substitu do por dois pontos xos. O primeiro,
no certro da gura, e detipo el ptico, o que signi ca que a derivada
de F no ponto xo esta ass@iada a autovalorescomplexos e 1,
comj j = 1. Tal ponto xo e circundado por crculos invariantes
gue nao enlacam o cilindro (sao homotopicamerte triviais). O ponto
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12 [CAP. 1: DEFINICOES E EXEMPLOS

el ptico mais seusassaiados c rculos invariantes sao chamados de
\ilha el ptica". O segundoponto xo, localizado proximo a (X;y) =
(0:5;0), e instavel e de tip o hiperbolico, ou seja, possui autovalores
reais e lcom 6 1.

As zonasde ressora@hcia crescemcom o0 aumerto de . Na Fi-
gura 1.3 ( = 0:8) sa0 mostradas algumas regiees de ressorancia
com suas respecticasilhas el pticas. Note que, agora, a grande re-

Figura 1.3: Orbitas da aplicacao standard para = 0:8.

giao de ressorancia do certro da gura, apreseria uma ilha el ptica
circundada por uma coroaespessade iteradas da aplicacao standard.
De fato, tais iteradas podem corresponder a uma unica orbita. A
dindmica nesta coroa, que contem o ponto xo hiperbolico, proximo
a (x;y) = (0:5;0), e bastante complexa. Assim como ocorre em uma
vizinhanca do ponto xo hiperbolico, pontos inicialmente proximos
nestacoroa\tipicamen te" (de acordo com obsenaceesnumericas) se
afastam exponencialmerie rapido. Por tal razao estaparte da regiao
de ressor@ncia e chamadade \zona estocastica”. Note que na gura

1.2 a zonaestocastica da regiao de ressor@hcia certral e inobservavel
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[SEC.1.1: A DINAMICA DA APLICACAO \ST ANDARD" 13

(apesarde existir). Nesta gura, ailha el ptica praticamente coinci-
de com a regiao de ressonancia.Ja na gura 1.3tanto ailha el ptica
guanto a zonaestocastica dividem o espaco da regiao de ressorancia.

Ao se ultrapassar o valor crtico de = — = 0:9716:, obtido
numericamerte [34], obsena-seque os c rculos rotacionais invarian-
tes deixam de existir. De fato, como veremosno captulo 4, apos
o rompimento do ultimo crculo invariante aparecemorbitas que so-
bem arbitrariamente alto no cilindro. Para < — a existéncia de
tais orbitas eraimpedida pela preserca dos c rculos rotacionais inva-
riantes. A gura 1.4ilustra comosao ast picas orbitas da aplicacao

standard para = 0:971. Note quecom o desaparecimelto dascurvas

Figura 1.4: Orbitas da aplicacao standard para = 0:971, proximo
a quebra do ultimo crculo rotacional invariante.

rotacionais invariantes ocorre uma fusao das regieesde ressorancia.
O elemero separadordesapareceu.Na gura 1.4 o espao ocupado
pelas zonasestocasticas e maior do que na gura 1.3, mas ainda se
obsena aquelarobusta ilha el ptica da zonade ressorancia do certro
da gura.
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14 [CAP. 1: DEFINICOES E EXEMPLOS

Conformeaumertamos a dinamicada aplicacao standard torna-
semais e mais complexa. O que senota humericamerte e que asilhas
el pticas perdem espao para as zonasde ressorahcia, ao ponto de se
tornarem praticamente inobservaveis. Por exemplo, na gura 1.5
( = 10) ja nao se pode obsenar ilhas el pticas. Nesta gura estao

Figura 1.5: Uma orbita da aplicacaostandard para = 10e condicao
inicial (xo;Yo) = (0;0), \caso aparertemerte estocastico".

mostrados os 10° primeiros pontos de uma unica orbita com in cio
em (x;y) = (0;0)!

Resumidamerte, podemosdizer que parametriza, na dindmica
da aplicacao standard, uma disputa ertre as curvas invariantes e as
regiees estocasticas. Em = 0 temos o triunfo absoluto das cur-
vas rotacionais invariantes. Conforme cresceas curvas rotacionais
invariantes vao sendosubstitu das por outras curvas invariantes, as
das ilhas el pticas, que sao entremeadaspor zonasestocasticas cada
vez mais expressias. Para > — as curvas rotacionais invariantes
deixam de existir, e para % ainda maiores a linhagem das curvas
invariantes, incluindo aquelasdas ilhas el pticas, parecetotalmente
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[SEC.1.1: A DINAMICA DA APLICACAO \ST ANDARD" 15

extinta. Ate que ponto tal cerario obtido numericamerte e verda-
deiro? A resposta a essapergunta ainda nao foi dada. A primeira
ideia, que brota da analise acima, de que existe um certo valor de

a partir do qual nao existem ilhas el pticas, como ocorre com 0s
c rculos rotacionais invariantes, e falsa. Foi provado por Duarte [28]
que, existe ¢ tal que, para > o, 0 conjunto de parametros
para os quais a aplicacao standard possuipontos periodicosel pticos
edensoem|[ ;1 )! Em que sertido, entao, pode-searmar que a
zona estocastica e dominante para % grandes?

No cerne desta questao esta a de ni cao matematica do que se
chama zona estocastica. A de ni cao mais aceita atualmente e que
a zona estocastica e 0 conjunto de pontos que possuem\exp oerte
de Liapunov" positivo. O expoente de Liapunov (z) de um ponto
z = (x;y) eigual ao seguirte limite, seele existir,

INjiDF(zn) :::DF (z1)DF (z0)jj
n'l n

onde: DF (z) e a derivada da aplicacao em z, z, e a n-esimaiterada
dezg= z,ejjDF(z,):::DF(z1)DF (z20)jj € 0 modulo do maior auto-
valor do produto dematrizesDF (z,) ::: DF(z1)DF (zp). O expoerte
de Liapunov (z) e positivo se a dinAmica linearizada da aplicacao
proxima a orbita de z e exponencialmere instavel. Note que se

(z) = 0 nao podemosdizer que esta dindmica linearizada e estavel.
Um ponto xo hiperbolico tem expoente de Liapunov positivo e um
ponto xo el ptico tem expoente de Liapunov zero(mostre isto). Sea
de ni cao acima de zonaestocastica e boa, deve seesperar que a mai-
oria dos pontos (no sertido de\ area", ou melhor dizendo, da medida
de Lebesgue)tenha expoernte de Liapunov positivo para  grande.
Apesarde ter sido provado que, paratodo > 0, a aplicacao stan-
dard possuium conjunto nao enumeravel de pontos com expoente de
Liapunov positivo, ainda e um problema em aberto provar que tal
conjunto possui medida de Lesbesguepositiva para algum valor de

Il De fato, pode-sedizer que estee um dos (talv ez 0) problemasem
aberto mais famososda dindmica consenativa.
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16 [CAP. 1: DEFINICOES E EXEMPLOS

1.2 O modelo de Frenk el-Kon toro va

Como dissemos,aplicaceesdo tip o twist aparecemem diversoscon-
textos, entre elesna f sica do estado solido. Em 1938,Y. Frenkel e
T. Kontorova, no intu to de entender certos fendmenosassaiadosa
redescristalinas, intro duziram o seguirte modelo. Considereuma ca-
deia unidimensional de part culas, cadauma das quais ligada a suas
vizinhas por uma mola linear com constarte elastica igual a um e
comprimento de repouso”. SeXxy e a posicao da k-esimapart cula
da cadeia, entao a energiade interacao entre part culas vizinhas e:

1 . 1 .
E(Xk+1 Xk )2+§(Xk Xk 1 )2

Suponha agora que a cadeiaencortra-se imersaem um cristal unidi-
mensionale que cadapart cula da cadeiainterage com cadaatomo do
cristal (gura 1.6). Isto implica que a particula k da cadeiaesta su-

/\/\/\‘/W\'/\/\/\./\/\/\‘/W\‘

X

Figura 1.6: Cadeiade part culas do modelo de Frenkel-Kontorova.

jeita a um potencial periodico, devido a periodicidade do cristal, e se
desprezarmododososharmonicosda serie de Fourier destepotencial,
excetoo primeiro, podemosescre-lo como:

V(xk) = 72 cos(2 Xk)
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[SEC.1.2: O MODELO DE FRENKEL-KONTOROVA 17

Sendoassima energiada cadeiacomo um todo e dada por:

X 1
W = E(Xk+l Xk \)2+ﬁ005(2 Xk)

= h(Xk; Xk+1) (1.3)

Cada seqncia:::;X 1;Xo;X1;::: que descree as posiceesdas in-
nitas part culas da cadeia, e chamada de con guracao do sistema.
Um problema interessarie no estudo da f sica deste sistema e o de
encortrar as con guracees:::;X 1;Xop;X1;::: que \minimizam" W.
Claramerte tal questao precisasermelhor de nida, uma vezque para
guasetodasas con guraceesa serie (1.3) que de ne W dewve ter valor
in nito. Isto motiva as seguirtes de ni coees:

WiXa;: i xpg & h(Xk; Xk+1)  WTXa; %as1 ;100 %0 15 Xpg
k=a

Deni cao 2 (Congura cao Minimal). Uma con guracao e dita
minimal, se qualquerum de seussegmentos nitos e minimal.

Note que, seuma con guracao e minimal entao cadaum de seus
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dewve satisfazero seguirte conjunto de equacees:

%fxa; 11 iXpg= 0=)

B (Xa; Xa+1 ) + - (Xas1 :Xas2) = O;
%fxa; 1t iXpg= 03)

%(xau P Xas2 ) + @(@;12 (Xasz :Yas3) = 01

Ou seja, de uma maneira mais sucinta, 0s Xx de uma con gura cao
minimal necessariamete satisfazemas equacees:

@h(Xk 1;Xk) + @h(Xk; Xk+1) = Xis1 + 2Xk Xk 1 2—sen(2 X)

=0 k=1,23;::: (1.4)

onde @h signi ca a derivadaparcial de h comrelacao ao seuprimeiro

argumerto e @h o equivalente para o segundoargumerto. Note queo
parametro ~ nao aparecena equacao (1.4). Como estaremosprimari-

amerte interessadosem con gura ceesque satisfazem(1.4) suporemos
a partir de agoraque ™ = 0.

Deni cao 3 (Congura cao estacion aria). Dizemosqueuma con-
guraceo :::;X 1;Xo;Xz1;::: € estacioraria, no sentido de seussey-
mentos serem pontos cr ticos de W, se seuselementossatisfazema
equacao (1.4).

Note que con gura ceesminimais sao necessariamete estaciorari-
as, mas con gura ceesestaciorarias podem nao ser con gura ceesmi-
nimais. E interessantie quedado qualquer par (Xo; X1), e possvel gerar
uma con gura cao estacioraria que contenha (Xo; X1). Para veristo e
cornvenierte reescreer (1.4) de uma outra maneira. Primeiramente
de nimos, a partir de uma con guracao qualquer:::;X 1;Xo;X1;:::,
aseqgncia:::;y 1;Yo;Y1;::: atravesde:

Vi = @h(Xi; Xkt ) = +Xkr1 Xk + 2—sen(2 Xk)

\impal"
2005/5/2
page 18

o



[SEC.1.2: O MODELO DE FRENKEL-KONTOROVA 19

onde usamosa de ni cao de h dadaem (1.3). Da equacao acimasegue
que

Xk+1 = Yk T Xk 2—sen(2 Xk):

Agora, se:::;X 1;Xp;Xz1;::: eestacioraria, entao vale (1.4) e da de-
ni cao de yx.; obtemos:

Yk+1 = @Nh(Xke1 3 Xks2 ) = @N(Xk; Xk+1) = Xks1 Xk

Em suma, para uma con gura cao estacioraria, vale:

Xk+1 = Xkt Y+

Ye+l = Yk 2—sen(2xk);

gue e exatamerte a recursao que de ne a dindmica da aplicacao stan-
dard, equacao (1.2). Querdizer, ascon gura ceesestaciorarias do mo-
delo de Frenkel-Kontorova sao exatamerte as projeceesdas orbitas
da aplicacao standard no eixo x! Tal caracterizacao das orbitas da
aplicacao standard e chamadade \princ pio variacional" da aplicacao
standard.

Do que foi dito na secao 1.1 pode-seimediatamerte concluir que
para certosvaloresde , comopor exemplo = 10(ver gura 1.5),as
con gura ceesestaciorarias do modelo de Frenkel-Kontorova podem
apresenar um padrao bastante irregular. Tal correspondénciaentre
as con gura ceesestaciorarias do modelo de Frenkel-Kontorova e as
orbitas da aplicacao standard sugerema seguirte de ni cao.

Deni cao 4 (Orbita minimizan te). Dizemos que uma orbita e
minimizante se a sua correspndente con gur acao e minimal.

Veremosa segulir que tais orbitas minimizantes possuemdiversas
propriedades notaveis. Na f sica do modelo de Frenkel-Kontorova
elas sao fundamertais, pois em certo sertido minimizam a energia.
No entendimento da dinamica da aplicacao standard elas nao sao
menosimportantes.
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1.3 Aplica ceesde tip o\t wist" e princ pios
variacionais

Antes de prosseguircom a analise das orbitas minimizantes, e im-
portante mostrar que os resultados da secao 1.2 nao estao restritos
a aplicacao standard e ao modelo de Frenkel-Kontorova. De fato to-
das aplicacees de tip o twist possuemprinc pios variacionais. Mais
precisamene, sejaC = IR=Z IR o cilindro recoberto pelo plano
f(x;y) 2 IR?g atravesde (x;y) ! (x (mod 1) = ;y). Considereago-
ra um difeomor smo f de C, cujo levantamento ao plano, denotado
por F, possuias seguirtes componertes

x° = Fix;y)
yO = Fa(xy) (1.5)

Suponha que F ef possuamas seguirtes propriedades:

a) Fi(x + 1;y) = 1+ Fi(x;y) e f presena os ns do cilindro
(portanto f e homotopico a identidade e portanto presena a
orientacao);

b) (QF1)(@F2) (@F1)(@F,) = 1, ou seja,f presena area;

c) existe uma costarte ¢ > 0 tal que

1
0<c @Fi(xy) P

ou seja, F satisfaz uma condicao de twist uniforme.

Note que a aplicacao standard e um t pico exemplo de aplicacao
gue satisfaz as condiceesacima. Para entender geometricamere a
condicao de twist consideremosuma reta vertical no plano fx; yg,
dadapor s! (x;y) = (X;s), ondeX esta xo es 2 IR, ver gu-

ra 1.7. A imagem de tal reta pela aplicacao, denotada por © e
s! [xX%y9 = [Fi(X:s);Fa(X;s)]. A condicao @Fi(x;y) > ¢ > 0
implica que o vetor tangerte a °tem sempreuma componerte X po-
sitiva maior que ¢, ou seja, a curva ° projeta-se difeomor camente
sobreo eixo real x, ver gura 1.7. Note que, somerie com a hipotese
@F1 > 0 nao e possvel gararntir quetal projecao e sobrejetiva.
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y
Vi .
T
9 :
ry'
Figura 1.7: Metodo geometrico para resoler a equacao x°= F1(X;y)
paray.
Da hipotesede twist uniforme segueque a equacao x°= F1(X;y)
semprepode serresolvida paray, comomostrado na gura 1.7. Seja
y = u(x; x9 tal solucao. A propriedade F1(x + 1;y) = 1+ F1(X;y),
implica quey = u(x+ 1;x% 1) = u(x; x9, eissoimplica que a funcao
u, a princ pio de nida em IR?, tambem de ne uma funcao no cilindro
C que e obtido do plano fx; x% atraves de identi ca cao de pontos
(x; X9 e (%9 que satisfacamx = x+ k ex%= x%+ k, parak 2 Z
(ver gura 1.8).
pontos equivalentes X!
", pontos equivalente
/’,
o .
. ¢
/ s
o
retas X - x:constante—/”/ ____— retas x + x=inteinpai
Figura 1.8: Periodicidade de h(x; x9.
—t
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Considereagora o campo de vetoresno plano f x; x°%g dado por

d:ef( u; v)

06X 0 yy9) = (oulx x9; Fa(x; ux; x9))

ou sua forma diferencial assaiada udx + vdx’. A presenacao de
area, (@F1)(@F2) (@F1)(@F;) = 1, implica quetal campo possui
rotacional nulo, ou seja, @ou + @v = 0 ou, equivalentemente, que a
forma diferencial udx + vdx° e fechada. Para veri car issousamos
que x°= F1(x; u(x; x9) implica

1
@F1(x; u(x; x9)

@F1(x; u(x; x9)

@ou(x; X% = @F1(x; u(x; x9)

e @Qu(x;x9 =
e entao:

@ou + @QV

@ou+ @F; + (@F2)@Qu

_ 1 @F,
= @ + @QF> (@FZ)@
1+ (@F)(@F2) (@F)(@F2) _

@F,

Sabemosdo calculo diferencial que um campo com rotacional nulo
no plano (ou uma forma diferencial fechada) e o gradiente (ou o
diferencial) de uma funcao no plano. Portanto existe uma funcao
h(x; x9 tal que:

u(x; X% = @h(x; x9
v(x; X% = Fa(x; u(x; x9) = @h(x; x9 (1.6)

Note que tal funcao h, a princ pio de nida no plano fx; x%, nao ne-
cessariamete satisfaza condicao h(x + 1;x%+ 1) = h(x; xY), satisfeita
pela funcao u, e portanto h nao necessariamete de ne uma funcao
no cilindro C. De fato, para que valha tal propriedade e necesario
e su ciente que a integral de linha do campo ( uj;v) sobrequalquer
curva fechada , que da a volta no cilindro C (ou qualquer curva no
plano f x; x% que comeceem (x; x° e termine em (x + 1;x%+ 1)), seja
igual a zero (isso e uma conseqédncia do teorema de Stokes). Seja
portanto acurvas! (x = s;x°= Fy(s;0)), coms 2 [0;1]. Note
gque comecaem(0;F1(0;0)) etermina em(1;F1(1;0) = F1(0;0)+ 1),

y
y0



[SEC. 1.3: APLICACOES DE TIPO \TWIST" E PRINCIPIOS VARIACIONAIS 23

devido a propriedadea). A de ni caodeu implica queu(s;F1(s;0)) =
0, ou seja,sobre valeu = 0. Portanto a integral de linha do campo
( u;v) sobre reduz-sea

z 1 z 1 z 1
v(s;F1(s;0))ds = F2(s;u(F1(s;0)))ds = F2(s;0)ds:
0 0 0

(1.7)
A interpretacao geonetrica destaintegral e imediata. Se e a curva
y = 0 que corresponde ao equadordo cilindro C e ° e suaimagem
pela aplicacao F, entao a integral acima represena a diferenca entre
a areaabaixo de °eacimade (areahachurada na gura 1.9) ea
areaacimade e abaixode (areapontihada na gura 1.9).

y

Figura 1.9: Condicao para F serexata.

A seguir, suporemosquef , ou seulevantamento F, alem de pos-
suir as propriedadesa), b), c¢) acima, tambem satisfaz:

d) F etal queaintegral (1.7) e nula. Uma F (ou sua projecao f
no cilindro) que possuital propriedade e dita exata.

Portanto a hipotesede F ser exata implica que
h(x + 1;x°+ 1) = h(x; x9

ou seja, h tambem de ne uma funcao no cilindro C. O que foi dito
acima esta sumarizadono seguirte lema.
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Lema 1 (Funcao Geratriz). SejaF, dadapor (1.5), o levantamen-
to de um difeomor smo f do cilindro C, quesatisfaz as propriedades
a), b), c), d). Entao existe uma funcao duas vezescontinuamente
diferenciavel h(x; x%, chamadafuncao gematriz de F, tal que:

h(x + 1;x°+ 1) = h(x; x9; (1.8)
% @h(x;x%)  ¢c<0; (1.9)

(esta ultima desigualdadee consajuéncia da propriedade (c) de twist
uniforme) e

@h(x; x9)
@h(x; x9) (1.10)

onde x; x%y; y° satisfazema equacao (1.5).

y
y0

Para dar um signi cado mais geonetrico a funcao h, e corvenierte
calcular a integral de caminho que a de ne usandoasvariaveis(X; y).
Considereuma curva cont nua” :s! (x;x9, coms 2 [0;1], ~(0) =
(X0;x8) e (1) = (x1;x9). Suponhaque, excetopor um numero nito
depontos, * e contin uamerte diferenciavel. Temosentao quea funcao
h satisfaz: Z

h(x1;x?)  h(xo;x9) = udx + vdx®
Para calcular estaintegral voltemosasvariaveis (x; y) = (x; u(x; x9).
Denotemos por  a represertacao de N nas novas variaveis e por
(0) = (Xo;¥0), (1) = (X1;y1), o valor de nos seus extremos.
Nestasnovas variaveis a integral de linha
z z

udx = ydx

coincide com a \area embaixo da curva® como aprendemosno
calculo. Note que esta integral de linha faz sertido mesmo quan-
do e vertical, casoem que a integral vale zero. A m de dar uma
interpretacao geonetrica para a integral

z z z

vdx® = Fz(@FldX+ @Fldy) = FodF,
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ecorvenierte fazerumanova mudancadevariaveis: (x;y) ! (x%y9 =
F (x;y). Nasnovasvariaveistemos FodF; = y%x%e (s)! F (s).

Portanto Z Z
vdx®= y%x°
A F
e agora tal integral pode ser interpretada como a area embaixo da
curva F . Com isso podemosdar a seguirte caracterizecao ge-

ometrica para h. Seja uma curva qualquer no plano (x;y) com as
propriedadesde contin uidade e diferenciabilidade acima, e tal que

(0) = (Xo; Yo); (1) = (X1;y1):
Sejaxd = F1(Xo;Yo) €x§ = F1(X1;y1). Entao
Z Z
h(x1;x9)  h(xo;x$) = y%x® ydx= A® A (1.12)

F

onde A e A° correspondem as areashachuradas na gura 1.10.

Figura 1.10: Interpretacao geonetrica de h, a saber: h(xy;x%)
h(xo;x3) = A® A.

Note que para determinar a funcao h a partir da integral (1.11)
e necesario impor o seu valor em algum ponto do plano fx; x%.
De fato, e sempre possvel fazer uma mudanca de coordenadasna
aplicacao F, sem alterar as propriedades a, b, c, d, de tal modo
gue h possuauma determinacao geonetrica razoavelmerte simples.
Faremosissoa seguir.
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Considerea funcao x | 'y = w(x) def u(x; x). Tal funcao assia
a cadax umy = w(x) tal que a imagem do ponto (x; w(x)) por F
permanecena mesmavertical, ou seja, F1(x; w(x)) = x. Considere
agoraa mudanca de variaveis que presena area:

X = X
y =y w(x)

A aplicacao F nasnovascoordenadassatisfazasmesmaspropriedades
a, b, ¢, d, que satisfazia nas antigas. Denotando as novas variaveis
tambem por (X;y), para nao carregar a notacao, temos que F nas,
novas variaveis, passaa possuir seguirte propriedade adicional:

e) x = F1(x; 0)

Geometricamente isto signi ca que todo ponto da curvay = 0 do
plano (x; y) move-severticalmente pelaaplicacao F (ver gura 1.11).
Mais ainda, os pontos da curva y = 0 que intersectam sua imagem

Yy

Figura 1.11: Curva de velocidade angular zero.

por F sao pontos xo0s, uma vez que nenhuma de suascoordenadas
varia pela acao de F. Ou seja, esta simples construcao mostra que
f, a projecao de F no cilindro, tem pelo menos dois pontos xos,

como ilustrado na gura 1.11 (lembre-se que no cilindro os pontos
xos correspondertesa x = 0 e x = 1 sao iderticos). Note que, com
uma mudanca de variaveis dada por uma simplestranslacao de x, e
possvel colocar um ponto xo qualquer de F em x = 0, como na
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gura 1.11. Suponha, portanto, que (x;y) = (0;0) e um ponto xo
de F e que h(0;0) = 0. Dado x, seja o um segmemo horizontal no
plano (x; y), comy = 0, queliga aorigemax. Aplicando aidentidade
(1.11) a ( obtem-seque

z

h(x;x) = h(x;x) h(0;0) = y%x®
F o

gue e a integral ilustrada na gura 1.12. Note que 0s pontos cr ticos

Y

Area=h(x,X)

y'=F, (x,0)

Figura 1.12: Interpretacao geonetrica de h(x; x).

de h(x; x) correspondem aos pontos xos de F, uma vez que pelo
teorema fundamertal do calculo a funcao y°= F(x; 0) e a derivada
de h(x; x), e as soluceesde F,(x; 0) = 0 corresppndem aos pontos
xos de F (isso tambem pode ser deduzido das equacees (1.10)).
No casoilustrado na gura 1.12, 0 ponto xo em x = 0 e aquele
gue corresponde ao m nimo da funcao h(x; x). E semprepossvel, e
isto ser suposto, que o ponto xo colocado em x = 0 atravesda
translacao de x, e aquele que corresponde a um m nimo da funcao
h(x; x). Com isso,assegura-s@ue h(x; x) 0 para qualquer x. Seja
agora (x; x% um ponto qualquer, e considereo segmero vertical 1
no plano (x;y) com extremos (x; 0) e (x;y), onde x® = f (x;y), ver
gura 1.13. Seja a curva no plano (x; y) obtida da concatenaao de
o € 1. Aplicando aidentidade (1.11) a obtem-se
z
h(x;x9 = h(x;x% h(0;0) = y%x®
F
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F(9)

. X

9—
F(%) ) H Area=h(x,X)
il

0 T X X

%

Figura 1.13: Interpretacao geometrica de h(x; x°).

gue e a integral ilustrada na gura 1.13. E facil ver, a partir desta
interpretacao geometrica e da propriedade de twist, que h(x; x9

0 para qualquer par (x; x% (note que um segmero vertical com y
negativo e orientado para baixo, sempreertorta para a esquerda,o
que garante a positividade da integral acima quando x° < x). Para
resumir o que foi dito acima enunciamosa seguirte proposicao.

Prop osicao 1. Existem coordenadas(x; y) ondea aplicacao F, alem
de possuir as propriedadesa, b, ¢, d , satisfazx = F;1(x;0) e 0 =
F»(0;0), o queimplica que(x; y) = (0;0) e um ponto xo deF. Alem
dissoF esta ass@iada a uma funcao h com as seguintes propriedades:
h(0;0)= 0eh(x;x% 0.

Ha duas propriedadesda funcao h que serao muito importantes
na proxima secao. Elas sao dadas pelas seguirtes proposicees.

Prop osicao 2. Se F satisfaz as propriedadesa, b, ¢, d entao para
qgualquerh asseiada a F vale a seguinte desigualdade

h(xp;x32) + h(Xa;xp)  h(xp;xg) h(xa;xq) c(xp Xa)(Xp X3)
onde ¢ > 0 e a constante de twist dadaem c).

Demonstracao. Para provar a proposicao basta integrar a funcao
@->h em um quadrado e usar que a desigualdade(1.9) implica:
4 x¢ Zy, Z X2 Z,,
@,hdxdx® ¢ dxdx®

X Xa X3 Xa
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Prop osicao 3. SejaF e h como na proposicao (1). Entao vale a
seguinte desigualdade

h(x; x9) g(x0 x)?
onde c > 0 e a constante de twist dadaem c).

Demonstracao. Para provar a proposicao basta integrar a funcao
@->h emum tri‘angulo, usar que a desigualdade(1.9) implica:

Z o2 o
h(x;x9) = h(x;x)+ @:h(s;t)dtds
$0Z yo Z X0 Zy,
h(x;x) + ¢ dtds dxdx®

X s X9 Xa

e nalmente usar que, da propoposicao 1, vale h(x; x) 0.

Vimos na seca0 1.2 que a aplicacao standard esta assaiada ao
modelo de Frenkel-Kontorova, que por suaveze caracterizadopor sua
funcao energiaW. De maneira analoga, a aplicacao F esta assaiada
a uma funcao h a partir da qual de nimos a funcao \energia" W ou,
como e mais comumerte chamada, a funcao \a cao" W, como

X
W = h(Xk;Xk+1)
k

Da mesmaforma que feito na secao 1.2, de nimos para o par (F; W):
segmemo minimal, con guracao minimal e con gura cao estacioraria.
As relacees(1.6) implicam que novamerte vale: se(Xk;Vk), k2 Z, e
uma orbita de F, entao xx, k 2 Z, e uma con guracao estacioraria
de W, ou seja, valem as relacees:

@h(xk 1;Xk) + @h(Xk;Xk+1) =0 k2 Z: (1.12)

Portanto, neste casovale a mesmade ni cao de orbita minimizante
gue demospara a aplicacao standard. Antes de usarmoso princ pio
variacional aqui obtido, para estudar o problema de exist&éncia de
orbitas minimizantes para a aplicacao F , veremosuma serie de exem-
plos e circunstancias onde aparecemaplicaceesdo tip o twist.
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1.4 Bilhares

Considereuma regiao U no plano IR? limitada por uma curva sim-
ples (sem auto-intersecao), regular, de classeCk , fechada.

Asscciadaa estaregiaotemosuma aplicacao bi-dimensional de ni-
da do seguirte modo:

Para cadaponto p2 tomemosa reta r(p; ) que passapor p e
fazangulo como vetortangente a emp. Ao par (p; ) ass@iamos
opar (p1; 1) formado peloponto p; 2 deintersecaodaretar(p; )
com eoéangulo ; erntre r(p; ) e o vetor tangente a em p;, de
acordocomaregradere exaoemum espelho: o Angulo deincidéncia
e igual ao angulo de re ex-ao.

Mais precisamerte, se (S) e uma parametrizacao por compri-
mento de arco de , orientada positivamerte, uma aplicacao do tipo
bilhar assa@iadoa e uma aplicacao T(s; ) = (s1; 1) tal que se

eo anguloentre Ys) e (s1) (s) , entao ; e o &Angulo entre
(s1) (s) e Ysp), nestaordem.

Obsene que 0 eque = 0e = saoinvariantes.
Podemos,portanto, considerara aplicacao de nida no cilindro aberto
A = [0;C] (0; ), onde C e o comprimento de (0 e C estao
identi cados).

Esta aplicacao possuiuma funcao geratriz:

h(t;s) = k (t) (s)k ondek:k denota a distancia euclidiana isto
e

hits)’=< (s) (1); (8 (1>

Cabe-nosressaltar que, usualmerte a funcao geratriz e de nida
comosendoigual a h, masisto nao afeta em nada a analise futura.
Usandoa regra da cadeia,

2h@h= 2< qt); (s) () >

2h@h=2< %s); (s) (t)>
Logo,

@h = %< wM; (s) (t)>= coy )
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e
1 0
@h= < (s (8 () >=cod 1)
Portanto, T(t; ) = (s; 1) seesomenesecoy )= @hecoy ;)=
@h.
Obserne que se for estritamente convexa (curvatura positiva,)
entao xado t, aaplicacao ! s(t; ) eestritamente crescette, o que
equivale a condicao de twist: & > 0
Provemosque @;h > 0:
!
@Qh(t, S) =< O(S); g p ( (S) (t)) > =
d “ (s W o)
< O(S); O(t) > @h Oy -
h(t;'s) he < e >
coganguloentre 9t) e qs)) + coq )cos( 1) _
. =
cof + 1)+ cog )cos(1) _ sen( )sen( 1) _
T (e O h '
poistanto como i estoentre O e
Alem disso, se usarmos as coordenadas(s;y) comy = coy ),
vemosque o elemeno de aready ” ds e presenado ou seja
d(y:ds; yds)=0
Defato coq 1)ds; coq )ds= @hds; + @hds = dh(s;s;). Portan-
to, bilhares assa@iadosa curvas regularesestritamente corvexas sao
exemplosde aplicaceesdo tip o twist que presenam area. A funcao
geratriz neste casoe o comprimento da corda (s;) (s) e orbitas
periodicas estao assaiadasa poligonais fechadasna regiao U.
Por exemplo,um didmetro da curva corresponde a uma orbita de
per odo dois.
:
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Consideremoso casosimplesdo bilhar no crculo. onde podemos
usargeometriaelemerar. Tomemosoangulo = 5  comanormal
(raio do crculo). Logo, F(s; )= (s+ 2;).

Como a segundacoordenadae presenada, vemosque 0 espao de
fase(s; ) ca totalmente decomposto (folheado) por curvas invari-
antesdotipo = .

Restrito a cada uma das folhas a aplicacao e uma translacao (
rotacao no cilindro) de &ngulo o.

E possvel obsenar tambem que para cadavalor de um angulo da
sada ¢ corresponde um crculo certrado na origem que e tangente
a todas as cordas que fazemangulo igual a o com a normal. Estes
c rculos sao chamadoscausticas do bilhar e corresppndemexatamerte
as curvasinvariantes.

Outra obsenacao de facil veri ca cao e que um ponto (s; ) eum
ponto periodico, de per odo g see somerie seexisteum numerointeiro
k tal que

2q 2

Um outro exemplo, mais interessare, com dinamica simplese o
do bilhar numa elipse, cujo espaco de fasee represernado na seguirte
gura.

Figura 1.14: aplicacao twist assa@iada ao bilhar na elipse
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E bastante facil encortrar na Internet paginasonde podemosvi-
sualizar as propriedadesdo bilhar na elipse, inclusive com animacao.

Destacamosalgumas propriedadesconhecidasdo bilhar el -ptico:

1)Existem dois pontos de per odo dois, que corresppndem aos ei-
xos da elipse. Apesar de ambos serempontos periodicos de mesmo
per odo obsena-sea grande diferenca na din@mica proxima a estes
pontos.

Para o diametro maior o ponto periodico assaiado e instavel (hi-
perbolico do tip o sela) existem condicees iniciais bem proximas ao
diametro, aposum certo tempo se afastam do didmetro. Alem disso,
existe uma curva de condiceesiniciais cujas orbitas tendem assirto-
ticamente a orbita periodica.

Ao passoque o diametro menor correspondea um ponto periodico
estavel, ou seja, pontos su cientemente proximos do didmetro menor
e com angulo de sada proximo a » permaneceae semprenuma vi-
zinhanca deste diametro.

2) Raios que passampor um dosfocosda elipsequando re etidos
passaio pelo outro foco e com o passardo tempo as cordas corres-
pondertes terao inclinaceescada vez menorestendendo (mas nunca
atingindo) ao eixo maior da elipse.

Isto segueda propriedade da elipse: os raios que partem de um
dos focosre etem em raios que passampelo outro foco.

Esta propriedade geometrica implica as seguirtes propriedades
cujas demonstraceessao exerccios de geometria elemenar:

3) Cordasque cruzam o eixo maior da elipseentre osfocosquando
re etidas, geram cordasque cruzam o eixo maior erntre os focos. As
cordas corespndertes evolvem hiperboles confocais com a elipse do
bilhar.

4) Cordas que cruzam o eixo maior em pontos fora do segmeno
ertre osfocosquandore etidas voltaraoa cruzar o eixo maior fora dos
focos. As cordas corespndertes evolvem elipses(cauticas) confocais
com a elipsedo bilhar.

As orbitas correspondertes a tais cordasestao cortidas em curvas
homotopicamerte nao triviais no cilindro. O bilhar na elipse guarda
alguma semelharta com o bilhar no crculo: existe um sub-anelque
esta totalmente folheado por curvas invariantes restrita as quais a
aplicacao de bilhar e uma rotacao.
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Figura 1.15: Bilhar na elipse

Uma gura totalmente distinta das que acabamosde ver e obtida
considerando-seo bilhar na imagem da seguirte curva:

(t) = (cos(t): y—c2)-

Figura 1.16: aplicacao do twist assa@iadaa (t)

Estesexemplosilustram algumasdas propriedadesque buscamos
descreer qguando estudamosa dindmica de aplicaceesdo tip o twist,

\impal"
2005/5/2
page 34

o



[SEC. 1.5: DINAMICA LOCAL EM TORNO DE UMA ORBITA PERIODICA 35

algumasdas quais estudaremosnos proximos cap tulos:

a) Existénciade pontos periodicos, orbitas de Birkho

b) Classi cacao dos pontos periodicos

c) Existeénciade curvasrotacionais invariantes - Teoria de
Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM)

d) Existénciade outros conjuntos invariantes que sao gra cos So-
bre subconjuntos compactosdo c rculo - Conjuntos de Aubry-Mather.

e) Existénciade orbitas que seaproximam, no futuro ou no passa-
do, de outras orbitas - conjunto estavel e instavel de orbitas periodicas

f) Ergodicidade de bilhares.

1.5 Dinamica local em torno de uma orbita
periodica

Considereuma funcao H : IR* | IR de classeCk, k 2, H(x;y)
comXx = (X1;X2) ey = (y1;Y¥2). O campo Hamiltoniano assaiado a
H e, o campo de nido por Xy (x;y) = J grad H(x;y) onde grad H
denota o campo gradiente de H e J(x;y) = (y; X)
Em coordenadas, Xy = &+ @ + @@ @i @ @ &
E claro que H e constarte ao longo das orbitas de X, isto e, se
t €0 uxo geradopor Xy, enao H + hao dependedet.

Seja(Xo; Yo) um ponto periodico de ¢ de modo queacurva =:

t(Xo; Yo) e fedhada.

Como se sabe, as propriedades dinamicasdo uxo ¢, em uma
vizinhancade podem serobtidas tomando-seuma secao transversal
local passandopor (Xo;Yo) € analisando-sea aplicacao de primeiro
retorno (aplicacao de Poincare).

De fato, pelaconsenacaode energia,bastaobsenar a aplicacao de
primeiro retorno de nida numa secao bi-dimensional  difeomorfa
a um disco, e cortida no nivel de energiaH *(e) que contem

Esta aplicacao e um difeomor smo local que presena area ( ou
uma forma de grau dois nao degenerada,multipla do elemerno de
area) e que possuium ponto xo em (Xo; Yo)-

Vejamosporque:

Obsene que (Xo; Yo) € um ponto regular do campo Xy, em parti-
cular, grad H (xo;yo) 6 0 eon vel deenergiaH (e) eregular numa
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vizinhanca da curva

Suponhamosque %(xo;yo) 60

Entao o mapa F(X1;X2;y1;Y2) = (X1;X2;H(Xy)  €jy2) eum
difeomor smo local que leva o nivel H %(e) no hiperplanoy; = 0.

Alem disso, usando o fato que d(’;—tl(xo;yo) 6 0, podemosrepara-
metrizar o tempo de modo que a obter um novo campo que seescree
da seguirte forma:

dx2 _ @,H
dx;  @,H
dy _ @H
Xm @1 H
dye . @H
Xm @1 H

De nindo K (x1;X2;€;y2) por F Y(x1;x2;€;y2) = (X1;%X2; K;y2)
de modo que H(x1;X2; K;y2) = e e usandoa derivacao impl cita,
podemosescreer o sistemaacima na forma:

dX2
__‘ = K
- @
dy,
2% = K
Xm @2
dE
— =0
dX]_

Ou seja,localmerte 0 uxo hamiltoniano restrito a uma superf cie
de nvel regular e 0 uxo  geradopor um novo Hamiltoniano, nao
autdbnomo (dependerte do tempo), assaiado a funcao K .

Segue-s@ue estenovo Uxo presena a areade seceestransversais
poisjdetd ,(X2;y2)j= 1.

Em particular, tomando-sea transformacao de Poincare ao longo
da orbita , obtemosuma aplicacao de nida em uma vizinhanca de
(Xo0;Yo) Na seca0 ¢, que presena area e gue possuium ponto xo
em (Xo; Yo)-

Seesteponto xo for el ptico, podemosusar a Forma Normal de
Birkho e obter condicees (genericas) para que esta aplicacao seja

—
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do tipo twist. Finalmente, usando o Teoremado Twist de Moser,
pode-seobter uma fam lia de toros invariantes em torno da orbita
periodica. Para uma discus&e mais profunda sobre a dindmica em
torno de uma orbita periodica, consulte [1].

1.6 Aplica cao de primeiro retorno do laco
sela-centro

Nesta parte, apreseriaremos um exemplo de aplicacao do tip o twist
gue provem de um problema mecnico, do estudo de sistemasHa-
miltonianos com 2 graus de liberdade com singularidades do tipo
sela-cerro e orbitas homaocl nicas a estas. Apesar desta analise ser
mais geral, para facilitar o entendimento o estudo sera feito a par-
tir de um exemplo. Seja a seguirte fam lia a um par&metro de sis-
temas Hamiltonianos em IR%; com a forma simpletica usual (! =
dx " dpyx + dy " dpy):
_1 2 2,2 2 y?
H—E(px+py+x+y)+bxy 3 (1.13)

Entao a dindmica destesistemae regida pelasseguirtes equacees:

8
pr: X  2bxy

X= Px
L ass
AN

Para todo valor de b  0; este sistematem o seguirte ponto de
equil brio:
= (X ¥:px;Py) = (0;1;0;0): E facil ver que e uma singulari-
dade do tip o sela-cetro, com unppar de autovaloresreais = 1
e um par de imaginarios ! = 1+ 2h:
Por outro lado, o plano (x = 0;y;px = 0;py) e claramerte invari-
ante e nele a dindmica e regida pela seguirte equacao:

:):/: y+ y2
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Assim nesseplano temos um cort nuo de orbitas periodicas com
energiamenor que % gue seacumulam em uma orbita homocl nica a
singularidade Ii,digamos ;comH() = %:

Sejaagora = f(x;y = 0;px;py > 0)g uma secao de Poincare
para . Neste caso,comg, nage orbita periodica, e claro que a
aplicacao de Poincare f : ! nerp sempre esta de nida, pois

uma tra jetoria que sai de um ponto de , proximo a pode, ao se
aproximar de , acompgnharo ramo nao homocl nicoa deWVY( ),
nao retornando maisa  (ver [2] e [36]).

Da consenacao da energia, e natural de r'gr umepfam lia agim
parametro (E) dgaplicaceesde Poincarefg : ¢! g, onde .
earestricaode  a gyperf cie de energiaH *(E) (para cada valor
deE, tomamospy =p 2E  pZ x?). Assim, (X;px) e um sistema
de coordef_l,adaspara ¢ ; desdeque 2E 9,2( x2 > 0

Como eseaotransversala emM, e3-dimensional,assim

¢ € 2-dimensional. Pode-semostrar que para uma classegrande e
interessarte de sistemasH@miltoniaqps (classeque inclui o exemplo
acima), a aplicacao f1-¢ : ;¢ ! 1=¢ €sta semprebem de nida
(ver [36] e [57)).

Com as escolhasacima, para 0 E % 0 ponto (Xx;px) =
(0;0) “ 0e xo parafg. SeE < % esseponto represena a orbita
periodica do plano (x = O;y;px = 0;py); de energiaE. A aplicacao
fe eclaramente diferenciavel no 0. SeE= %, o ponto O represena a
orbita homocl nica e fg nao e mais diferenciavel nesseponto.

Foi mostrado por Lerman [48] e Mielke et al. [57] (veja tambem
[35] e [36]), que num sistemade coordenadasconvenierte, para

i E j;kzk(z= (x;px)) sucientemenrte pequenos,fg e dada
aproximadamernte pela seguirte fam lia de aplicacees(ver [35]):

Fe(z) = AR[c logj %! kzk® (E %) ilz; (1.15)

q__
ondez = (x;px) 2 R* kzk> 2(E I)parakE > %, F1(0) o

ceumaconstantee = 1+ 2b, com
def  COS sin . def 0
R()= sin cos A= 0 1=
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1
vg)
=+

Para o exemplo em questao, pode ser mostrado que
B2+ 1; onde B e dado por:

cos(ip 1 48b ol cosl’(ip 480 1)
.49: N B r— .
sinh(2 * 1+ 2b) sinh(2 * 1+ 2b)

parab 4 eb 2 respectivamerte.

Mais geralmerte, 0 numero 1 e obtido a partir de um proble-
ma de espalhamemo (ver referéncias[35] e [36]), sendouma espeue
de "coe ciente de Floquet " para a orb|t§> homoclnicae = L :
A constarte c; no casoemque E = 1=6, ,_.\ 6 ;; naoafetaa
dinamica.

Para que

1
Fi-6(z) = AR[ log 5! kzk? ]z
possaser escrita de uma maneira mais familiar, vamos aplicar a se-
guinte mudanca de coordenadasdo tip o polar que remove a singulari-
dadelogaritimica queexiste na origem (vamossupor quez = (23; 2)):

< _P 2ep @ )cos(ﬁ )
Zo = p2e @ )sin(P €.

Nessasnovas coordenadasa aplicacao se escrexe como:

O= (9+P ; onde (1.16)

B e ogi(e+ e

J(€) = 2cos?(€)+ 2sin?(€)
() = arctan 202 : com (0)=0
Nessasoordenadas, ca facil identi car o planoz menosa origem,
comocilindro (; 1)2S' IRondeS'=IR= Z,ou = mod
Sejaf a aplicacao induzida por f€ (1.16) nessecilindro. Claramente

f e um difeomor smo do tip o twist e do fato de F;-5 presenar area
no plano, obtemosque f presena a seguirte medida no cilindro:
Z

(A)= €= d ~dl (1.17)
A
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A aplicacao f tem mais uma propriedade notavel, f (; | + ) =
f(; 1)+(0; ). Assimf induz um difeomor smo no toro, cujo estudo
elucida diversaspropriedades do sistema hamiltoniano original, ver
por exemplo[5] e [7].

1.7 A forma normal de Birkho

Um dos exemplosmais importantes de aplicaceesdo tip o twist ocor-
re numa vizinhanca de um ponto xo el ptico de uma aplicacao que
presena area. Neste caso,os autovaloresda derivada estao no c¢ rculo
unitario e sao nao reais e, diferentemente do casohiperbolico, a deri-
vada e insu ciente para descreer a dinamica local.

Usando coordenadaspolares, obtemos uma aplicacao no cilindro
aberto que presena area e a propriedade de twist depende das de-
rivadas de ordem superior, como pode ser visto a partir do seguirte
resultado:

Teorema 1. (Forma Normal de Birkho )
Seja f : (IR?;0)! (IR?;0) um germe de difeomor smo tal que

(@) f preservaarea (f (dx”~dy) dx” dy= 0)

(b) Df (0) possui autovalores complexos ; no crculo unitario,
=e?! talque "6 1para n2fl, ;qg
Entao existe um germe de difeomorsmo h 2 C! ; quepreserva
area, tal quese z= x+1iy; z=x iy sao coordenadascomplexas
em uma vizinhanca U de 0 em IR? entao
h f hXz)= e2P0@)z+ 0jzj% 1) onde P(X) = a, +
+ anX™ e um polindbmio real degrau m tal que 2m+ 1< q:

Corol ario 1. Seggue da Forma Normal de Birkho quese P 6 0O;
ou seja se algum coe ciente & 6 0 entao f satisfazlocalmente a
condicao de twist.

Demonstracao do Coralario. Basta escrever z = re' ; de modo que

g(;=h f hird)=re P+ ofrjdl
:(rei( +2 [+P(r2)]+0(jrjq 1):
=(+2 +2P@)+ (rif s (rj® )= (urn):
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% =2 PYr):2r+o(rjf 260 se r60;jrjpequeno

Estamosinteressadosas propriedadesdinamicasde f numa vizi-
nhanca arbitrariamente pequenade 0: Por isso,utilizamos o conceito
de germede uma aplicacao:

Deni cao 5. Dizemosqueduasaplicacees f e f; sao equivalentes
se existe uma vizinhanca V de 0 em IR? tal que fjy = fijyv:
Um germede uma aplicacao em 0 e uma classede equivakncia de
aplicaceesem 0: Portanto um representante de um germeem 0 e
uma aplicacao de nida em uma vizinhanca de O:

De ni cao 6. Dizemosqueduasaplicacees f e g possuemcontato
de ordem maior quek se di)f (0) = di)g(0) para 0 | k; ou
sejase os respectivos k - jatos em 0 (isto e, os polindmios de Taylor
degrau k ) coincidem: j*f (0) = j*g(0)):

Neste caso usamostambem a notacao f g mod (z") para

indicar que a diferencaf g e uma aplicacao que possuitodas as
suasderivadasate ordem k nulas.
Observacao 1: Se f e g sao germesde difeomor smo em O;
ertao j¥f (0) = j*g(0) seesomerie se jK(f g 1)(0) = id ou seja
f gmod(xk*t) seesomerese f g ! id mod(x**') ondeid
e 0 germeda identidade.

Demonstracao. Se j"f (0) = j"g(0) entao f(x) = Ph(x) + R(x) e
g(x) = Ph(x) + H(x) ondeP, e o polinbmio de Taylor def e g
no ponto 0 e H e R sao funceestais que d“H (0) = d“R(0) = 0 para
0 k n

Logo g g *=Pn(g *(x) + H(g '(x)) = x e f g (x) =
Pn(g *(x)) + R(g *(x)) = x H(g *(x)) + R(g *(x)): Portanto,

i"f g 1)0)=j"id(0) ouseja f g = id mod(x"):

A recproca e obtida escreendo f(x) = Pn(x) + H(x) com
dH(0) = 0 para 0 k n:Porhipotese,f g 1(x) = Pn(g *(x))+
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H(g 1(x)) = x mod(x"): Portanto, Pn(g (x)) = x mod(x"):
Fazendo y = g %(x); obtemos P,(y) = g(y) mod(y") ou seja
f(y) o(y) mody":
Observ acao 2: Vejamos como caracterizar a consenacao de area
nascoordenadas(z;z): Sez=x+iy entao z=x iy e dz"dz=
2idx N dy: Logo, se f(x;y) = (X;Y) e Z = X +iY; entao
dx~dy dX~dY =0 seesomenese dZ™dZ dz"dz=0:
Seja F(z;z) = Z(%%;%:*): Suponha que F(z;2) z +
Rq(z;z) + 0( z j9*Y) onde Rq(z;2) = k+i=q&:12¥Z' e um po-
lindmio homogeneode grau g;
EntaoseZ = F(z;2);Z = F(z;z) entaodZ " dZ =

[ + ag kz¥ Z'ldz+ [ aglzkz' Ydz
Al oaglzkZ Ydz+ [+ akzk 1z'ldz) = dz” dz mod(z9*)

see somerte se

(+ ag kZ“ 12 + aqg k¢ 12')
( agy 1Z2%2" D agglz*z' )= 1 mod(z9*1):

0 que implica
a kz¥ 1Z'+ & kzk Z'=0
ou seja a1 (K+ DZ2'Z%+  ag(k+ 1)zkz' =0
Trocandoos ndicesk ! | no primeiro somatorio obtemos:
a1 k(1 + 122"+ ag(k+ )22 = 0

Fixando o par (k;1) 2 IN IN; tal que k+ | = g obtemosas
condicees:
(I+ Dax + (k+ Dagery = O

Demonstracao. (do teoremal) A prova do Teorema,que esta base-
ada em [46)], e feita por inducao no grau g Paraq= 2; f(z;2) =
z + 0O(j zj); aformula e valida.

Para o passode inducao escrea

f(z;2)= f o(z;2)+ 0 zj% 2) onde fo(z;2z) = ze? QUz"

com Q um polindmio tal que 2grau(Q) + 1 < g 1 e fo(z;2)
presena area.
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Lema 2. Se f f, Yz;2) = z + R(z;z)mad (z9) onde R(z;z)=
k+j=q 1 ki z¥zl e um polindmio homayeneo degrau (q 1), entao
existe um polindbmio homaene S(z;z) degrau (q 1) quedene
um germede difeomor smo h(z;z) = z+ S(z;z) com
1 Tyonon z mod(z?%) seq for mpar
ht fom h (@)=, | a0 g mod(z9) seq= 2n+ 2
Demonstracao. Obsene que seh(z;z) = z+ S(z;z) mod(z?) entao
h 1(z;z)=z S(z;z) mod(z)?: De fato
h(z S(z;2);z S(z;2)) =z S(z;z)+ S(z S(z;2);z S(z;2))
=2z S(z;2) + S(z;z) mod(z% = z mod(z)%:
Como estamosresolvendo formalmente a equacao, basta escreer
S(z;2) = w+j=q 1 by Z¥Zl e resolver a equacao
f f, V' h Yz;2) = (z S(z;2)) + R(z;z) mod(z%);de modo que
h f fol h 1(_z;z) =z S(z2)+R(z;2)+ S(z; 2z) mod(z%)
=z byjz*z + ayz*d + by X 1z¢Z =
z+ ( by +ag+ *Ibg)zZ mod(z%):
Basta portanto, resoher ag + ( 1+ ¥ 1 )by = 0: Seqfor
mpar, isso e semprepossvel pois k+j =q 1 e ki 1=1
somerie se k j = 1 ousejag= 2k:
Portanto de nimos b = —— "%y para obter a forma dese-
jada.
Seq for par, a formula acimade ne by; paraos ndicestais que
g6 2k: O unicotermo que nao pode sereliminado e o termo ag.a q!
Portanto,
h f fo! hYzz)=z+Az"""z" com n+ 1= a.
Lema 3. Parah encnntrladgrzwo Lema 2 temos:
h f h Yz;2)= z€ ®P0dImad (z9 onde P(x) = Q(x); seq
for mpar e P(x) = Q(x) + s52-x";n=2 1 paraqpar.
—i
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Demonstracao. De acordocom o Lema 2, seq for mpar, entao h
f fo1 h 1(z;z) = z mod(z% com h(z;z) = z+ S(z;2):
Mas

fo h(z;z) = [z+ S(z;2)]e? RUz+S@2*) = 7z 2 RUZ®) + 5(z;2)
mod (z% ousejg fo h=h fo mod(z%:

Logo(fo h) t=h ' f,t=f,1 h Ymod (z%; oqueimplica
hffothli=hfh?lf,%z2)="fo(z;2)= z € P 04" mod(z%)
no casoem gque g e mpar.

Para q par,

h f h! f,%z2= z + Az"*' 2" mod(z9)

ouh f h?! f,%z;2)= z[1+ 2jzj?] mod(z%:

Logo, h f h Yz;2)= z € PGz 1+ A |zj?) mod(z%) ou
h f h Xz2)= z & PGA)*A%"] mod(z9); onde A= —A_:
Como quer amos demonstrar.

Lema 4. Se ge mpar, existe H; um germede difeomor smo em 0;
gue preservaarea, tal que H = h mad (z%: Se q for par entao
% e real e podemosesolher o coe ciente bh+1.n imaginario puro
para obter H um germede difeomor smo no 0 que preservaarea, tal
que H=h mod (z%):

Demonstracao. Estamosem condiceesde aplicar a Obsenacao 2 pois
f fo(z2) = z+R(z;2) mod(z9); comR(z;2) = +j=q 18k 22
Como f f, Y(z;z) presena area, vale

G+ Dayaax+ (k+ Dagsrj =0

Mas pela de nicao de h; b = aki'kjl) Substituindo na

. ¢ 1+
equacao acima temos

(+Dhaaw [ 1+ 1 K]+ (k+ 1) by ( 1+ *J)

=0
ou (j+ Dbaxl 1+ T K+ (k+ )by ( 1+ K I)=0
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Mas = 1 portanto, | K= K e (j+1)g.x+(kK+ 1oy =
0 o0 que e exatamerte a condicao de h presenar areano grau q 1:

No casoem que g e par, obtemos as mesmascondicees exceto
para j = n = k: Como f fol presena area, temos (n +
Dansan + (n+ 1l)agsn = 0. Logo, an+1:n € imaginario puro,
isto e, A0= a"z—lln e real e podemostomar bh+1.n UM numero
imaginario puro qualquer.

Em ambos os casos, obtivemos que h(z;z) presena area ate
ordem ¢; ou sejase h(z;z) = (Z;Z) entao dz"dz dz"dzZ =
0 mod (29):

Antes de obter H presenando areatal que H = h mod(z9%);
provemosum fato geral sobre aplicaceesque presenam area.
Observacao 3: Se f :IR%0! IR;0 e uma funcao de classe
C';r 2 tal que d (0;0) = (0;0);

) X =x+ @f (x;Y)
entao o sistemade equaceesE) y=Y+@i(xY) dene
implicitamente uma aplicacao F(x;y) = (X;Y) emuma vizinhanca
de (0;0) 2 IR?; que presena area.

Demonstracao. A existénciada aplicacao seguedo Teoremada Funcao
Impl cita. Para checarquedX " dY = dx " dy basta calcular

dX~dY dxMdy = [1+@-f (x; y)]dxrdY  dx™(1+ @1f (x; Y))dY = 0:

Podemosfazer um pouco mais: suponha que U(x;y) e V(X;y)
sejam funcees que se anulam em (0; 0) assim como 0s respectivos
gradientes r U(0;0) = r V(0;0) = (0;0): Alem disso, suponha que
QU+ @V =0

X =x+U(xY)

Entao as equacoes y=Y V(x;Y) denem localmene

uma aplicacao F (x;y) = (X;Y) que presena area.

Defato, aforma V(x;y)dx+ U(x;y)dy euma diferencial exata,
logo, existe uma funcao f (x;y) de nida numa vizinhaca de (0;0)
em IR? tal que @f(x;y) = V(xy) e @f(xy) = UXy):
Portanto o sistemade equaceesacima, localmerte seescree como o
sistema (E).
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Voltando a conclusao da prova da Forma Normal de Brikho,
vimos que o germe de difeomor smo h(z;z) = z+ S(z;z) que ob-
tivemosno Lema 2 presena area ate ordem q; isto e, S(z;z) eum
polindbmio homogeneode grau (q 1) tal quese(Z;Z) = h(z;2)
entao dZ~dZ = dz*dz mod (z%): Voltando ascoordenadas (x; y);
isto signica que h(x;y) = (x+ U(x;y);y+ V(X;y)) com U e V
polindmios homogeneosde grau (q 1) tais que

1+ @QU(XYy) @U(xY)

det @Vv(xy) 1+ @V(xy)

=1
ou
@QU+ @V + @U@V @V@U = 0 mod((x;y)9):
O queimplica @QU + @V = 0:
Estamos entao em condiceesde usar 0 argumerto da obsenacao
2, aplicando o Teoremada Funcao Impl cita para as equacees
X =x+ U(x;Y)
y=Y V(XY)
gue presena areatal que H = h mod ((x; y)9):
Com isso conclumos a prova do Lema 4 e da Forma Normal de
Birkho .

e obtendouma aplicacaoH (x; y) = (X;Y);

Na solucao formal da equacao do Lema 2, obtivemoscoe cientes
do tipo % Portanto, se " 6 1 para todo natural n;
sempre sera possvel resolver a equacao dos coe cientes da funcao
S(z;z) do Lema 1 e portanto obter que existe uma mudanca de
coordenadasformal tal que f (z;z) = z €2 P(Z"): agoracom P(x)
uma serie de poténcias.

Em outras palavras, usando coordenadas polares, vemos que f
e formalmente conjugada a uma aplicacao que presena todos os
crculos r = ro certrados na origem ("c rculos invariantes") e que
portanto possuiuma dinémica bastante simples.

Entretanto, a serie de pot&nciasquede ne h emgeral edivergerte
devido a preserta de pequenosdenominadoresonde " 6 1 mas

"1 pode serarbitrariamente pequeno. A obtencao de condicees

su cientes para a corvergénciade h (Teoria KAM) e um dos mais
beloscaptulos da historia da Matematica do seculo XX, sobreo qual
falaremosum poucono Cap tulo 111, sobre Curvas Invariantes.
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1.8 Hamiltonianos periodicos

As aplicaceesdo tip o twist ajudam a entender a dindmica do uxo
geradopor um campo hamiltoniano periodico.

Exemplo 1. Seja H : T S! IR! IR; H( ;p;t) uma funcao de
classeC? periodica, de per odo 1 na variavelt; tal que %‘;‘—( ipit)
> 0 paratodo ( ;p;t) 2 T S IR e supk d?H( ;p;t) k< M:

1
10

Entao o tempo 1 do uxo hamiltoniano ' ; gerado pelo campo
XH(:p;t)= JgradH = % e g g e a composta de apli-
cacees do tipo twist que preservamarea.

Ou sejaexisteuma partica0 0= tg < t; < tp < <ty,=1 tal
que'; ="' " ., ", ondecada' , e uma aplicacao do tipo
twist quepreservaa area ( ; = ti ti 1).

Denotemospor J a matriz

Demonstracao. Obsere que o elemenio aread ” dp seescree

Uy u
d "~ dp((ug;uz2); (vi;v2)) = Vl v2 = UV Upvp =< Jupv >
1 Vo

Portanto, para provar que ' ; presena areabasta provar
(d)TJd {=J pois ("¢) (d ~dp)(u;v) =< Jd' (u;d v>
=< (d' )TJId (u;v>=<Ju;v>=d * dp(u;v):

Logo, basta provar que ((d' ()TJd' ') =08t

Lembrando que se %1( pit) = XH( ( ;p;t)) entao sabe-
mos que a matriz d' {( ;p;t) satisfaz a equacao g[d' t(Cspit)] =
dX " o(sp)it)d o pst):

Como X" = JgradH entao dXM = Jd?H( ;p;t):

Logo Z[d" «( ;p;t)] = JA?H( «( ;p)it) d' ¢( ;pit):

Usandoissono calculo da derivadade d' [ Jd'; obtemos:

dJd?H( J3)Tad (+d [3( J)d°Hd (=0
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pois J'=Jeld?= |I:

Comod' o= Id entao provamoso que queramos,d' [ Jd' { = J:

Passemosgoraa condicao de twist. Obsene queo queesta sendo
armado eque' ; ea comp osta deaplicaceesdo tip o twist, podendo
ela mesmanao ser uma aplicacao twist. Precisamosobsenar o sinal
do elemerio [d' {]12 da matriz jacobianado uxo.

Tomemosuma trajetoria ¢( o;po;to), com0< ty < 1, que satis-
fazacondicaoinicial t,( o;Po;to) = ( o;Po;to). Logod ¢,( o;po;to) =
I d.

Queremosmostrar que existe t; > to tal quese ¢, = ( ,;Pt,)
s&0 as componertes espaciais,enao @ ¢, > O

Mas @@ t = @H( «;P;t). Portanto derivando em relacao a p
obtemos:

g@ (2 @@H( 1) @ (+ GH @P:

Logo, a expanszo em serie de Taylor de @ :, emtorno do ponto
to, seescrewe:

@ (=@ WP+ 2@ W(ipit)+ O o)
Ou seja,usandoqued ,( o;po;to) = Id:

@ (;pito) =0+ (t to)@H( ;pito) + Ot to)

Finalmente, usandoa hipotesede corvexidadeestrita @,H ( ; p;to)
> 0, obtemos,parat ty > 0 sucientemente pequeno:

@ «( ;pito) = (t to) +O(t to)*>0

2

Como quer amos demonstrar.
Seo Hamiltoniano for daforma H( ;p) = %pz + V( ), entao pela
consenacao da energia:
H( (PP 5p) = 3P+ V( o(ip) = 3PP+ V() = E
Derivando esta expresso em relacao a p, obtemos:

Pi(:pD@Pi+ VY )@ 1=p
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Ma.SVO( t): gPtePt(,p)=@@ t
Portanto, substituindo temos:

Py ;p)g[@ N gm @ =p

Ou seja,comovimos acimaanteriormente, @  satisfazuma equacao
diferencial linear.
Suponhamos aye E > maxV (). Escolhendoa raiz quadra-

da positiva, p =  2(E V()), vemosque p > 0 de modo que
P:( ;p) > O, 8t.
E, usando o metodo da variacao dos parametros, obtemos a so-
lucao expl cita z
p
@ t=P(;p ———ds
Ps( ;p)*

que e estritamente positiva.

Suponhamosque V( ) sejauma funcao de Morse, isto e, todos os
seuspontos cr ticos sao nao degeneradoscom valores cr ticos distin-
tos.

Nestas condicees, e facil fazer o retrato de fasedo uxo gerado
pelo campo hamiltoniano. Aos pontos de maximo deV correspondem
selashiperbolicas.

A condicao E > maxV( ) no nvel de energia signi ca que es-
tamos considerandoa regiao complemernar a regiao do cilindro cujo
bordo e formado pelosramos das selas. Esta regiao esta totalmente
folheada por n veis de energiaque sao curvas homotopicamerte nao
triviais no cilindro.

Um dos exemplos da situacao que estamostratando e quando
consideramosuma perturbacao periodica do casoautdbnomo, isto e,
para Hamiltonianos do tipo H( ;p;t) = % + V() g(t) com
j g(t) j sucientemente pequeno. Neste caso, a condicao de twist
segueimediatamente por tratar-se de uma condicao aberta no espao
de aplicaceesque presenam area.

De certa forma, um difeormor smo de nido pelotempo 1 de um
uxo Hamiltoniano em T S! IR periodico no tempo e o exemplo
mais geral de aplicacao do tip o twist exata. Isto e o que nos diz o
teorema de suspensao de Moser.
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Teorema 2. (Moser, 1986) Sejaf :S* IR! S' IR uma apli-
cacaado tipo twist exatade classeC", r 3.
Entao existeuma funcao H : T S! IR! IR deperodo 1 em
t; tal que f ="' ;1 tempo 1 do uxo gerado por H:
Alemdisso, existeuma constanted > Otal que d ! < %’}( ip;t) <
d; paratodo ( ;p;t)2 T S° IR:
A prova deste teorema que e baseadaem [52], esta descrita em
uma serie de lemas, o primeiro delesestabelececondiceessu cientes
para que um campo periodico seja Hamiltoniano.
Lema 5. Sumpnhaque X ( ;p;t) sejaum campo vetorial em T St
periodico em t; de per odo 1 que gera uma fam lia de difeomor smos
":T St T St tal que
D (P =" "a(p)
(2)' ; eexataistoe’ () = du;
onde e a forma de Liouville, = pd :
Entao existeumafuncaoH : T S IR! IR periodica emt tal
que ' ="' = uxo docampo Hamiltoniano X4 :
Em outras palavras, ! (Xt;Y) = dH¢:Y paratodo campo Y de-
nido emT St eix,! (X;Y) = dHy; onde ! = d eaforma
simpletica.
Demonstracao. Primeiramente prova-sequeal-forma Y ! ! (Xy;Y)
e fechada.
Obseneque ' ; = du implica ', (!)= "';(d)= d(; )=
d =1: Logo limg o%: 0 ouseja Lx,! =0
Mas Lx,(!) = d(ix,!)+ ex, (dl') = 0(veja[50). Como d! = 0;
temos ix, (! ) euma forma fechada.
Para provar que ix, (! ) e exatagbastaprovar que pgra qualquer
rva fechada em T S! temos ix, (!)=0 ou ix,(d )=
d(ix, )= 0:
Usandonovamerte o fato de que' ; e exata
' ' du du
= lim st = im s .
L ()= lim, s m, s '
R ) R
Logo Lx,()=limg o5 dus duy =0
— i
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Usando novamerte a formula .
LXt( ): d(iXt )+ iXt(d ) obtem-se d(iXt )+ iXt(d ): 0:
L , R
Como a primeira parcela e nula, conclui-se que Lxt(') =0
como queramos. Logo existe H( ;p;t) tal que ix¢(') = dH;
(Hi( ;p) = H( ;p;t)) oqueimplica Xy = X" = J grad H; com
H periodicaem t:
Lema 6. Sejaf : T S*! T S' um difeomor smo de classeC*? :
Entao existem um difeomor smo vertical S( ;p) = (; ( ;p) e
umatranslecao T¢( ;p) = ( ;p+ C) taisqueT, S f eexata.
Demonstracao. Primeiramente de nimos S demodoque S f pre-
1 0
senearea. dS f)=dS f :d e dS = @ a. logo
@ @
detd(S f)= % f :detd:
Oudseja,queremos% = ae%—d: Bastaentaode nir ( ;p) =
p .
deta ¢ -
E claro que para qualquer translacao Tc a composta Tc gS  f
presena area. Logo, basta encortrar um valor c parao qual  (T.
S f) = para uma curva homotopicamerte nao trivial.
Mas T.( )= (p+ c)d ; portanto
Z Z Z
(Te S f) = (S f)(pd)+c (S f)d:
Como S e um difeomor smo vertical, S (d )=d eentao
z z z
(T S f) = (S f) +c f d:
Ris) O "
Basta entao de nir c= @) para obter a condicao
z
(T s f) =
— i
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Demonstracao. (do teorema de Moser) Tomando um levantamento
f~= (f1;f2) : IR? ! IR?2 def provamos inicialmente que existem
difeomor smos verticais R e@ taisque = Q@ F R onde
F(x;y) = (x + y;y): De fato, se R(x;y) = (x;fi(x;y) x); como
% > 0 entao R e um difeomor smo. Alem disso,

F(R(x;y) = FOxfi(xy)  x) = (fi(xy); fi(xy) x):

Queremosencortrar Q(x;y) = (X; Q2(x;y)) tal queQ F R =T
isto e, Q2(f1(x; y); F1(x;y) Xx) = f2(x;y): E suciente de nir Q@ =
R F L

Obsenemos nalmente que
R(x+ Ly)= (x+ Lfi(x+ Ly) x 1)=(xfi(xy) x)+ (3,0)

F(x+ Ly) = F(xy) + (1,0
Q(x+ Ly) = (x+ L;Q2(x + 1;y)) = (x; Q2(x;¥)) + (1;0):

Logo @;F;R projetam-se em aplicacees Q;F e R tais que
f=Q F R:

Consideremosfam lias parametrizadas de difeomor smos Q¢; F;
e Ry; dependendo C! det; t2[0;1] tais que Q1 = Q; R; = R,
Qo=1d; Ro=IdeF( ;p)=( +tp;p):

Para > 0 su cientemerte pequeno,fazendouma reparametri-

zacao linear adequadaem t, obtemosuma fam lia H; de difeomor s-
mosdependendoC! det, tal queH; =Q F R=feH =F,.

Para 0 t 1 denimos = F;para0 t
1= F H; para t 1 e
t=F 1 f paral t 1
E estendemospara t 2 IR pelaformula = [ [1” onde
[t] = parte inteira det e [f] = 1 composicao [t] vezes.

Veri ca-se entao que

[t+1] [t]+1

t+1 = t+l [t+1] 1 =t 1 ouseja +1 = ¢ 1-
Obsene que X; = & * e um campo possiveimerte des-
cort nuo para osvalorest = et =1 . Usando-seuma funcao
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auxiliar, podemos modicar ; em uma vizinhanca dessesvalores
sem afetar a parte importante da interpolacao, isto e, proximo aos
valoresinteiros de t.

Este e um detalhe importante que pode ser visto no artigo de
Moser ([60]), onde se conseguediretamente obter a condicaode con-
vexidade.

Para podermos aplicar o Lema 5, e preciso obter uma fam lia
de difeomor smos exatos. Para isso, usando o Lema 6, de nimos
uma fam lia de difeomor smos verticais S; e de translacees T;;
dependendo C! det taisque'y =T S ¢ € exato, com
Si1=1d e T:=1d pois 1=f eexato,por hipotese.

Logo 't+1 = Trv1 Star t+1 -

Note que, de acordo com a de ni cao do difeomor smo vertical

R
St (0= (Ve (5P); COMVyy = —P =
t+l t+1

= R dp

det d ¢ " det 1 "
= R __d

det d '

PoiS  t+1 t 1 edetd ;=detf = 1L Portanto Vi1 = VW

e St+1 = St Si1; S1 = |d: Analogamerte obtemos T; = Id e
Ti+1 = Tt = T T1; usandoa de ni cao da constarte de translacao
C.

Portanto '{+1 = Tt S t 1=t Tt S1 1="¢ 'a

Conclu mosque o campo X = % ', ! quegeraafamlia '

e Hamiltoniano.
Resta provar que o Hamiltoniano H( ;p;t) satisfaza condicao

de convexidade estrita nas bras ou seja %*—( ip;t) > d:
Escrevendo ¢+ 1= Qs Fu R R R Qh
Como Fu (;p)=( +(t+ )pp); Qv ; QeRu R *

sao difeomor smos verticais, e facil ver que, calculandoa matriz jaco-
biana da composta, seescreeemos . t 1= (At+ ;Bi+ ) entao
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existe uma constarte C; tal que C, 1< % < C; (twist unifor-
me). Da mesmaforma,

e e tETe Se e P S TN Te e
translaceese Si+ e S;; verticais. Obtemos que existe uma constarte
d>0 talque d *< E& < d ondeGu = 1 'wta 'l
primeira coordenadade '+ ' ﬁ: i

@, — 1o 1 @us @, . T

Como & Oentaod * < @ & < d; oqueimplica,

. 1l @ @ 1 @G .
tomando-se ! 0O,que d * < 8 @ < d oud *< G < d:

n 9o

Isto e, a primeira coordenada X! do campo X % tt

1
satisfaz d ! < % < d: Masocampo X; e Hamiltoniano, logo

Xt= %( ;p;t): Conclumosentaoque d ! < %'Z'( pit) < d:

A cornvexidade estrita nas bras da funcao Hamiltoniana e uma
condicao bastante util e comum, que permite-nos utilizar metodos
variacionais para encortrar orbitas periodicasou subconjuntos inva-
riantes mais gerais. Esta e uma condicao importante para a genera-
lizacao desseganetodos em dimenseesmais altas.

1.9 Passando do cilindro para o anel

Os resultadossobreaplicaceesdo tip o twist sao validos para um anel
invariante limitado pelo gra co de duas funcees. Isto e interessare
ao estudarmos, por exemplo, as aplicaceesdo tip o bilhar.

Esta propriedade de extenao decorredo seguirte lema cuja prova
encortra-se em [55]

Lema 7. (Lema de Extens &o0)

Sejam ; .+ :IR! IR difeomorsmos declasseC" *, r 1
guesatisfazem < e (x+1)= (X)+1.

SejaW = f(x;x% (x) x° +(x)g

Seh:W ! IR euma funcao de classeC'*!, tal queh(x + 1;x%+
1) = h(x; x% e @2h < 0 (ou @:h > 0), entao h possui uma extensao
fi de classeC'*! em IR?, que satisfaz i(x + 1;x°+ 1) = fi(x; x9) ,
@.f < 0 (ou @h > 0)
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Demonstracao. A ideia e estendera funcao @.h a todo o plano e
integrar duas vezesa extensao, levando em conta as condicees de
fronteira.

Obsere inicialmente que o conjunto W e invariante pela trans-
lacao T(x;x9 = (x + 1;x°+ 1), portanto o cilindro quociente C =
IR?mod(T) contem a superf cie com fronteira W = Wmod(T) difeo-
morfa a um anel fechado.

Logo, existe um numero > O tal que @;h < emW.

Seja (x;x% uma extensao de classeC’ ! de @;h ao IR? satis-
fazendo (x + Lx°+ 1) = (x;x9, (x;x9 = no subconjunto
U=fxx9 ) 1 x° X +1g

De nimos @,A(u;u® = (u;u% de modo que

Z o
@h(u; x9 = (u; u9du®+  (u):
0
A condicao
Z W
@h(u;  (u) = (u;uYdu®+  (u) = @h(u;  (u))
0

dene a func&o de modo que

XO

@h(u;x) =" ) (U;uYdu’+ @nh(u;  (u)),

Obseneque jW = @himplica que@f(u; + (u)) = @h(u; - (u)).

Integrando em relacaoa u :

Z,Z o
A xy = [ (u;u9du®+ @h(u;  (u)ldu+  (x9
0 (u)
e usando novamerte a condicao de fronteira, juntamente com o
fato deque e um difeomor smo, obtemosa funcao (x9 e
Z X
h(x; x9 = [@A(u; xdu+ h(( ) *(x9:x9
()9

A condicaoﬁ(x; + (X)) = h(x; +(x)) esta tambem satisfeita.

Desta forma, usando ﬁ(x; x% como funcao geratriz, estendemos
gualquer aplicacao do tip o twist que presena area no anel A para
todo o cilindro C.

—i



Cap tulo 2

Orbitas periodicas e
conjun tos de
Aubry-Mather.

2.1 Orbitas periodicas minimizan tes

Nesta secao seguiremosa notacao e suporemosas hipotesesintro du-
zidasna secao 1.3. Ha trésrefer®ncias,entre muitas, na quais o leitor
pode encortrar os resultados provadosa seguir: [13] (Bangert), [55]
(Forni-Mather) e [56] (Meiss). A ultima e a mais elemenar e mais
indicada para uma primeira leitura. A referéncia[13] (Bangert) e,
do ponto de vista matematico, a padrao no assunio. E importante
mencionar que a exposicao abaixo e fortemente in uenciada por [13]
(principalmente) e [56], que por sua vez foram fortemente in uenci-
adas pela exposicao original de Aubry [12]. Os resultados principais
desta secao sao devidosa Aubry [12] e Mather [53].

Qualquer orbita periodica (Xk;Yx)k2z de uma aplicacao do tip o
twist F esta assaiada a um par de inteiros m e n, tais que Xg+n =
Xk + m para qualquer k 2 Z. Chamaremostal orbita de orbita
periodica tipo (m; n). O inteiro positivo n e o per odo da orbita e
m e o numero de voltas, positivo ou negativo, que a orbita da no

56
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cilindro C. O numero de rotacao de uma orbita periodica e de nido
como a razao m=n. Mais geralmerte, vale a seguirte:

Deni cao 7. O numero de rotacao de uma orbita (Xx;Yk)k2z qual-
guer de F e de nido, caso os limites alaixo existam e coincidam,
como:

. Xk Xo . Xk Xo
= lm ——= Ilim ——

ki1 k kil k
Casoo numero de rotacao de uma orbita exista, ele medea veloci-
dade angular media (angulo/itera cao) com que a orbita da voltas no
cilindro. Parauma con guracao(Xk)k2z, vale umade ni cao analoga.
O objetivo principal destasecao e provar 0 seguirte teorema.

Teorema 3. A aplicacao F admite orbitas periodicas minimizantes
com todos 0s possveis humeros de rotacao m=n.

A prova desteteoremasera conseqénciade uma serie de resulta-
dos interessartes, que evidenciam diversaspropriedades das orbitas
minimizantes.

SejaWmn :IR"! IR afuncao W restrita a con guracees nitas
do seguirte modo:

Whin (X052 25 Xn 1) = h(Xo; X1) + h(X1;X2) + 2:0+ h(Xy 15 X0 + m)

Note que a sequncia das componertes (Xx)k2z de uma orbita pe-
riodica tipo (m; n) e uma con guracao estacioraria de W, ou seja
(Xk)k2z satisfaz as equacees(1.12). Por suavez a periodicidade da
sequncia (Xk)kzz implica que esta e uma con gura cao estacioraria
de W se, e so0 se, (Xo;X1;:::;Xn 1) € ponto crtico de Wp.n . Por-
tanto, procurar orbitas periodicastipo (m;n) de F e equivalente a
procurar pontos cr ticos de Wp.n . Isto motiva o estudo da funcao
Wh.n . Para entender alguns aspectosde Wy, e corvenierte fazera

seguirte mudanca de variaveis (Xo;:::;Xn 1) ! (S; 1;::0 0 1
S = Xo
1 = X1 Xop
2 = X2 Xyl
n1 = Xn1 Xn 2
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ou

Xo = S
X1 = 1+ S
Xo = 1+ o+ Sl

Xn 1 = 1+t p 2+ n1ts

Wiin (S5 13555 n 1) = h(s; 1+ 8)+h(1+s; 1+ 2+595)+
h( 1+ 2+s; 1+ 2+ 3+59):::
+h( 1:::+ 5 1+sSm+5)

Destaexpressio e da propriedade, h(x+ 1;x% 1) = h(x; x9, ca evi-
dente que Wnn (S; ) e 1-periodica na variavel s, ou seja, Wmn (S +
1, ) = Wnn (s; ). Portanto, ses ! = s(modl), s 2 IR, 2
S!, e uma aplicacao de recobrimerto do crculo, entao a funcao

Winn ( ;) € Wi (s; ) esta de nida sobre o cilindro

Com Ef(;): 28h 2R g
Agora, aplicando a proposicao 3, na secao 1.3, a cada parcela da
funcao W, (S; ) obtem-sea seguirte desigualdade:

Wmn(;)zwm;n(S;) (_2:[%"' S+t p g+ (1t 2ttt 1)f

(2.1)
Isto implica que sobrecada bra  =constante, o gra co da funcao
Winn ( ;) esta acimado paraboloide de nido no lado direito da equa-
cao (2.1). Isso e a cortinuidade de W,,, implicam o seguirte lema
(faca a prova).

Lema 8. A funcao W, , ou equivalentementeW,,, , possuium ponto
de m nimo glotal, que sera denotadopor p.

A diferenciabilidade de Wy,, implica que p e um ponto cr tico
pondema uma orbita periodicatip o (m; n) deF. E possvelencortrar

um segundoponto cr tico de W, , ou de W, , usandoum argumerto
\mini-max", da seguirte forma.
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Lema 9 (Mini-Max). A funcao W, , ou equivalentementeW, ,
possui um segundo ponto cr tico distinto do ponto p do lema 8.

Demonstracao. SejaA o conjunto detodasascurvas :S'! Cpy:
diferenciaveis, homotopicasacurva ! ( = ; =10), 2Sl e
gue passampelo ponto de m nimo p. Seja 0 valor mini-max

=inf samax ,5:Wmn ()

Primeiro consideremo caso = W, (p). Seja” um valor qual-
querde , distinto daqueleque correspondea coordenada dep. Note
gue qualquer curva de A e homotopicamerte nao trivial, portanto
possuium ponto cuja coordenada vale . Entao, da de nicaode ,
existe uma sequenciade curvas ¥, k = 1;2;:::, e uma corresponden-
te seqenciade pontos (; ¥) 2 K tal quelims Wmn (7; %) =
Devido a desigualdade(2.1) a seqencia( ; ¥)ow € limitada e por-
tanto possuiuma subseqdncia corvergerte a um ponto ( ;7). Da
continuidade de Wy, conclu-se que Win (7;7) = = Win (), oU
seja, existe um segundoponto distinto de p que minimiza W, e, por-
tanto, um segundoponto cr tico. Como a escolhade e arbitr aria,
conclu-se que para todo 2 S!, a funcao Wy, possuium ponto
crtico ( ;7( )). Ou seja,no casoparticular emque coincidecomo
valor m nimo da funcao W, , a aplicacao F possuium cort nuo de
orbitas periodicasdo tip o (m; n).

Agora consideremoso caso > W, (p). Seja > 0 sucien-

temente pequenotal que > Womn (), e considereo conjunto

BEf(:)2Cm : Won (5 ) + g. Mostraremosque,

seW, nao possuinenhum ponto cr tico em B, entao  nao pode ser
o valor mini-max. Isso prova o lema. Portanto, suponha que Wy,

nao possuiponto crtico emB. Sez = ( ; ) denota um ponto de
Cmn , cOnsidereo campo de vetoresgradiente z= r  Wpn (2), onde
r = (@;@,;:::;@, ,) eogradiente usualdoR". Seja ((z),t O,
a curva integral destecampo de vetoresque, parat = 0, passapor z.
Sobreestacurva vale

d N .
gtV (@ = jir Wi (@i
Devido a desigualdade(2.1) o conjunto B e limitado e, uma vez que

e fechado, e compacto. Como Wy, nao possuipontos cr ticos emB,
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entao existe k > 0 tal que k = min,2gjir Wmn (2)jj2. Agora, sejaz
um ponto qualquer em B e T(z) > 0 o valor maximo de t tal que
t(z) 2 Bpara0 t T(z) (a princ pio T(z) pode serin nito).
Para0 t T(z) vale
d

awmn (@) = it W ( (@i k=)

Win () Wmn  (2)  kt

cComoWmn (z2) Wmn  (2) 2 paraze ((z) emB, tem-seque
2 kt o que implica T(z) 2=k. Ou seja, um ponto qualquer
em B, quando carregadopelo uxo , permaneceem B no maximo
pelotempo 2=k. A denicaode implica a existtnciade uma curva

2 Atal queWmj < + . Considerea famlia a um parametro
de curvas = , t 2 [0;3=k]. Qualquer curva nesta fam lia
pertencea A (lembre-seque p e um ponto cr tico de Wy, e portanto
nao se move sobrea acao de ). Mas Wmnj RS set > 2=k,
0 que contradiz a de nicao de . Logo B tem que corter um ponto
cr tico de W, . Comoovalor de > 0 utilizado na construcao acima
pode ser arbitrariamente pequeno,conclui-seque o valor de Wy,, no
novo ponto cr tico e

Nossoproximo lema (\lema de cruzamerio de Aubry") e um re-
sultado fundamenrtal no contexto das orbitas minimizantes (ver de -
niceesl e2nasecaol.2). Ele arma queduascon guraceesminimais
podem se\cruzar® no maximo uma vez. Antes de apresenia-lo, e pre-
cisode nir o termo cruzar. Sejama e b, a < b, dois inteiros, e seja

de ne-seuma funcaot ! x;, comt 2 [a;b], tal que x; = xx para
t=Kk,ex; elinearparak t k+ 1,k21. Ograco dafuncao
t! Xx; serachamadodegra co dosegmemo (Xx)k2| . Substituindo-se
| por Z de ne-se 0 gra co de uma con guracao (Xg)k2z do mesmo
modo. Dizemos que dois segmemos (Xk)k21 € (Zk)k21 Se cruzam
se seusgra cos se cruzam, ou Seja, se existem ty, ty, t3 e ty, com
a t;<t, tz3<ty btalquex; <z parat 2 [t1;t2), Xt = Z
parat 2 [t;t3], e xy > z parat 2 (t3;t4]. Dizemosque duas con-
gura cees se cruzam se elas contem segmernos que se cruzam. No
lado esquerdodas guras 2.1, 2.2 e 2.3 sa0 mostrados gra cos de
con guraceesque se cruzam.
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Lema 10. Duas con gur acees (ou dois segmentos) minimais (ver
de niceesl e 2 na secao 1.2) se cruzam no maximo uma vez.

Demonstracao. Para provar o lema basta considerar o casode cru-
zamerto de dois segmenos. Sejam (Xx)k21 € ( k)k21 dois segmeros

segmernos sao iguais, ou elesnao tem dois pontos consecutivosiguais.
De fato, se,por exemplo,X; = 3 €Xa+1 = a+1, €ntao da minimali-

dade dos segmemos decorre que as orbitas de F assa@iadas as estes
segmemos possuema mesmacoordenaday emk = a (ver gura 1.7),
e portanto coincidemparatodo k 2 |. Disso, seguegue 0s cruzamen-
tos dos segmetos podem ser de dois tip 0s, como ilustrados no lado
esquerdodas guras 2.1e2.2, respectivamerte. Suponhaque osdois

X X

a) -//
e

t |k k¥l k+2

|k Kk¥1 k+2 t

Figura 2.1: Eliminacao de cruzamerto.

segmemos minimais secruzemduas vezes,como no lado esquerdoda
gura 2.3. Nesta gura (Xk)x2 €represenada por crculose ( k)k2i

por quadrados. Suponha que pelo menosum dos cruzamertos sejado
tipo da gura 2.1, por exemploo que ocorreentre k=i ek =i+ 1,
e queo outro, emk = j, sejado tipo da gura 2.2. Os casosem que
ambososcruzamertos saodo tipoda gura 2.1, 0u emqueo primeiro
edotipo da gura 2.2 e o segundodo tipo da gura 2.1 podem ser
tratados da mesmamaneira. O casoem que 0s dois cruzamertos sao
do tipo da gura 2.2 sera tratado posteriormerte. Entao, alterando
os subsegmetos de (Xk)k21 €( k)k21 entre k=i ek = j, comoilus-
trado no lado direito da gura 2.3 (ou no lado direito das guras 2.1e
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|k k+lk+2 |t |k k+lk+2 |t

Figura 2.2: Eliminacao de cruzamerto.

i ceee J coee J

Figura 2.3: Eliminacao de cruzamertos.

2.2), obtem-sedois novos segmenos, denotadosrespectivamerte por
(Wi)k21 € ( k)kz21, dadospor:

Wik = Xk K= K se k i

Wk = ki k= Xk se i<k<]

Wk = Xk, kK = k se k i
Denotando a restricao de W ao segmeto fx;;:::;X; g por Wij—(x)
W (xi;:::;Xj), obtem-se,da de nicao de con guracao minimal, as
seguirtes desigualdades:

Wi(x)  Wi(w) We()  Wi():
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Usangp a desigualdade da proposicao 2, seao 1.3, e que
W = h(Xk;Xk+1 ), obtem-se:

Wi(x) + Wi(1)  [Wy(w) + Wi( )] = h(Xi;Xi+1) + h( i} iv1)
h(xi; i+1) h(Ci;Xisz) (X )i+ Xis1)

Mas o fato dos gra cos secruzaremertre i ei + 1 implica que (X;

i) i+1  Xj+1) > 0, 0 quecontradiz asdesigualdadeg2.2) e portanto
a minimalidade dos segmemos (Xk)k21 € ( k)k21- O ponto crucial
nesteargumerto foi, que ao mudarmosossegmetos do lado esquerdo
da gura 2.1, para as do lado direito, decrescemo® valor da soma
dassuasaceesW. Ou seja, eliminar cruzamertos diminui a somadas
aceesW.

Para concluir a prova do lema e precisoconsideraro casoem que
os dois cruzamertos sao do tipo da gura 2.2, ou sejaXj+1 = j+1
eXj 1= j 1. Nestecaso,constroi-se segmemnos minimais (Wi )2
e ( k)k21 de modo semelharte, mas ocorre que Wij—(x) = Wij—(w) e
Wij—( ) = Wij—( ), € 0 argumerto acima nao se aplica. No entanto,
nestecaso,tanto (X )kzi;j ; quanto (W )iz (i 1 S20 segmenos minimais
gue possuemdois elemerios consecutivosem comum, a saber X; = W;
e Xj+1 = W41 . Mas, como visto no comeco da prova, isto implica
que Xk = Wk =  paratodo k. Isto viola a hipotesede cruzamerto,
que requer que (Xk)k21 € ( k)k21 Ssejamdistintas.

O lema 10 possuiuma variante que sera necesaria futuramente.
Uma vez que suaprova e praticamente iderntica a do lema 10 ela sera
enunciada aqui.

racees minimais tais quex, 6 5 eXxp= p (0UXa = 4 €Xp 6 ).

Entao (Xk)kzfap 13 © ( kkzpap 11 (OU (Xk)k2a+1b) € ( k)k2[a+1;0])
nao se cruzam.

Demonstracao. Considereo casoxa 6 , €Xp, = p , O outro e
analogo. Suponha que ocorra um cruzamerto entre (Xk)k2pap 1] €
( k)k2[ap 17 cOmo no lado esquerdoda gura 2.1. Entao o mesmo
argumerto usado na prova do lema 10, e ilustrado no lado direito
da gura 2.1, mostra que tal cruzamerto nao pode ocorrer. Agora,
suponha que o cruzamerto e como no lado esquerdoda gura 2.2, ou
seja, existei, a< i < b 1, tal quex; = ;. Entao, os segmenos
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(Xk)k2gip] € ( k)k2[ip] POSsuemas mesmasaceesW . Issoimplica que

nimais, distintos e que possuemdois pontos consecutivos iguais. Mas
isto e impossvel.

O lema 10 possuiinumerasconsequnciasimportantes. Uma delas
e 0 segquirte.

Corol ario 2. Duas con gur aceesminimais periodicas de tipo (m; n)
nunca se cruzam.

De fato seelas se cruzassemuma vez, entao, devido a periodici-
dade, elassecruzariam in nitas vezes,0 que violaria o lema 10. Um
outro corolario, que de fato implica o corolario acima, e o seguirte.

Corol ario 3. Duas con gur acees periodicas tipo (m; n), que corres-
pondem a m nimos glokais da funcao Wp,, (ver lema 8), nunca se
cruzam.

De fato, seelassecruzassemuma vez, por exemploentre k= O e
k = 1, elasteriam que possuir um segundocruzamerto no intervalo
[1;n]. Mas isto violaria o lema 10, pois restrito a estesintervalos
as con guracees que minimizam Wy, sao segmenos minimais. O
corolario 3 possuia seguirte consequéncia.

Lema 12. Consider a funcao Wmono, ondem®= im, n°= in, comi
inteir o positivo e (m; n) primos entre si. Sejap um ponto de m nimo
glotal de Wnon0, que existe pelo lema (8). Entao, p correspnde a
uma con gur acao periodica tipo (m; n) que minimiza Wy, .

Demonstracao. Seja (Xkx)k2z uma con guracao que corresponde a
um m nimo global de Wy ono. Entao ( k)k2z, onde g = Xg+n M,
tambem corresponde a um m nimo global de Wpono. Se (Xk)k2z €
igual a( k)k2z, entao (xx)k2z corresppndea uma orbita periodicarti-
po (m; n) e a prova esta concluida. Se(xx)k2z e diferente de ( k)k2z
ertao considerea con guracaowy = Xk. Note que, Wi+ no = W
e que a media de wy e zero, pois

° X X0 X0

Wy = (Xk+n M) Xk = inm + (Xk+in  Xk) = O
k=1 k=1 k=1 k=1

X
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Portanto, wy muda de sinal pelo menos duas vezes,o que implica
que (Xk)k2z € ( k)k2z Secruzam, o que viola o corolario 3. Ou seja,
(Xk)k2z € do tipo (m;n). Agora, se( k)kzz € uma con guracao
qualquer do tipo (m;n), entao Wpono( ) = iWmn (). Portanto, se
(Xk)k2z minimiza W00 entao ela minimza Wy, .

Finalmente, usandooslemas8 e 12 mostraremoso teorema3. Do
lema 8 seguea existéncia de uma orbita periodica ass@iada a uma
con guracao (Xk)k2z queminimiza Wy, , cOmm e n primos ertre Si.
Vamosmostrar que estaorbita e de fato uma orbita minimizante. Su-
ponhao cortr ario. Entaoexisteminteirosaeb, b> a, e um segmeito

ja i o menor inteiro tal quei:n > b a, e considerea con guracao
periodica (Wy)k2z que satisfazwy = ¢ sea k b ewg = x¢ se
b< k atin. Note queWa+in = Xa+in = Xa+im = wy+im, ou seja
(Wk)k2z € uma conguracao tipo (im; in). Finalmente, a desigual-
dade Wi5(x) > Wgs( ) implica que Wimin (X) > Winin (W). ISso, no
erntanto, e impossvel, pois o lema 12 implica que as con guracees
minimais de Wimin S&0 precisamerte as con guraceesminimais de
Wmn , portanto (Xx)k2z € conguracao minimal de Wn.in ). Isso
conclui a prova do teorema 3.

2.2 Monotonicidade e orbita minimizan te

Nesta secao veremosa forca do corolario 2, que essencialmete im-
plica na existéncia de certas orbitas notaveis das aplicaceesdo tipo
twist. Antesde iniciar tal discusse precisamosapresenar a seguirte
de ni cao.

Deni cao 8 (Congura cao (Orbita) mon otona). Uma con gu-
racao (Xk)k2z € dita monotonasex; < X;+j +k implicax; < x4+ +K,
para quaisquerinteiros i; j; k;1. Outra maneira de expressaristo e
dizer que, duas\tr anslacees" inteir as do gra c o de uma con gur acao
monotona ou nunca se intersectam ou coincidem. Uma orbita e dita
monotona se sua con gur acao assaiada e monotona.

Abaixo, usaremosa seguirte caracterizacao alternativa de mono-
tonicidade. Uma con guracao (Xk)k2z € monotona se, e so se, para
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quaisquerinteiros i, j e k vale:
Xi < Xj+ K=) X+ < Xj+1 + K (2.3)
Uma generalizacao desta de ni cao e a seguirte.

De ni cao 9 (Conjun to invarian te mon otono). SejaF uma apli-
cacao de tipo twist como na secao 1.3. Um conjunto S, invarian-
te por F, e dito monotono, quando ele possui a seguinte proprie-
dade: se (x;y) e (X;y) sao dois pontos de S tal que x < X entao
F1(x;y) < F1(X;y). Ou seja, a ordem da coordenadax dos pontos de
S e mantida pela acao de F.

Note que se (Xk)k2z € uma con guracao minimal periodica tip o
(m; n), entao tambem o e ( k)k2z, onde g = Xk+a + b, comaeb
inteiros quaisquer. Logo os gra cos de (Xk)k2z € ( k)k2z nhunca se
cruzam, pelo corolario 2. Ou seja, vale a seguirte proposicao.

Prop osicao 4. Uma con gur acao (ou orbita) minimal periodica tipo
(m; n) e monotona.

Uma consequenciafundamertal do corolario 2 e o seguirte lema,
que diz que, uma orbita minimizante periodicatip o (m; n) possuiseu
gra co cortido em uma estreita faixa comoilustrado na gura 2.4.

1
rm It

x=x+{ (t-k )

k k#n

Figura 2.4: Regiao de con namento de uma con guracao periodica
minimal.
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Lema 13. Se (Xk)k2z € uma con gur acao minimal periodica tipo
(m; n), entao para todo k 2 Z vale

m
Xk Xo k— <1
k 0 n
Demonstracao. Primeiramente provaremosque,Sexy Xo = entao
paratodoi 2 Z vale
1< Xk Xi pe< +1 (2.4)

Dado i, existe um inteiro b tal que a conguracao ( j)j2z, dada
por j = Xj+i pk b eminimal e satisfazxo < o < Xo+ 1 ou,
equivalentemente,

1< Xp 0< O (2.5)

Logo, pelo corolario 2, o graco de ( j)j2z ca entre o graco de
(Xj)i2z € (Xj + 1)j2z, ver gura 2.5. Mas issoimplica que Xy <

Translacao deste segmentc

Xichm 7 — T

0 k

Figura 2.5: Construcao usadana prova do lema 13.

k < Xk + 1,oqueimplica Xk Xo< k Xp< Xk+ 1 Xg, OUSEja,
< k Xo < + 1. Somandoesta desigualdadea desigualdade
(2.5), obtem-se 1< ¢ o< +1,queeequivalene a (2.4).
Agora, contrariando atesedo lema, suponhaquexx Xo > kTH+1
(0o casoxk Xo < kTt 1 e analogo). Entao da desigualdade(2.4)
segueque para qualqueri vale km=n < Xj X 1. Portanto,

km=Xkn Xo = (Xkn X k) + X k. X 2)k) i

+( Xk Xp) > nkTm = km
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0 que e uma cortradi cao.
Agora, enunciaremoso principal resultado desta secao.

Teorema 4. Dado qualquernumero de rotacao irr acional , existe
uma con gur acao (Xy)k2z gue possui este numero de rotacao, que e
minimal e monotona.

Demonstracao. Primeiramente, dado ; > 0 qualquer, seja( i)i> o
uma sequncia de numeros racionais que corverge para , comj

i] < 1,paratodoi > 0. Paracada | seja(xL)kgz umacon guracao
minimal periodicacom numero derotacao ; etal quex} 2 [0;1]. Tal
con guracao existe pelo teorema 3. Da compacidadede [0; 1] segue
que existe uma subseq@ncia (x§ )p> o de (x})is o, tal que xg ! Xo
quandop! 1 . Portanto, dado , > 0 existe um inteiro J tal que
jx:)p Xoj < 2sep>J. Paraumj > Oqualquersejap= J+]j eseja
(x2? )k2z uma nova notacao para a seqncia (x,’)k2z. Note que
x)) 1 Xp2[0;1]quandoj ! 1 ejx)! Xoj< paratodoj > O.
Do lema 13 segueque para qualquer j > 0 a sequncia (xg” )2z
satisfaz

x¢d Xo ki j xed xgh k +x3 Xoj
! xg! K+ jxg' Xoj

< jxpbox§ ki+ik, kijt o2

< l+jkjait 2 (2.6)
Ou seja, todos os pontos das seqlﬁncias(x%j )k2z, paraj > 0, estao
cortidos na regiao ilustrada na gura 2.6. Portanto, para qualquer
k xo, asequ’encia(xﬁ;J )i >0 esta cortida em um intervalo compacto.
Em particular, isto vale para a seqncia (x(l);j )i>o0, 0 que implica
a existéncia de uma subseqéncia (x(l);j ")i> 0 gue corverge para um
X1. Denotemosa sequencia (Xg;ji)kzz por (x&;i)kzz. Aplicando o
mesmoracioc nio, a partir de (Xl;il)i> o obtem-seuma subsegéncia
(xl;ilj )i>0 que corvergeparaX ;. Denotemosa seqlﬁncia(xi;ii Y2z
por (x, L )k2z- Repetindo tal operacao constroi-se sucessiamerte
assequenciasde con guracees(xﬁ;i Y2z, (X Nz, (Xﬁ;i )2z, etc...
Finalmente, a seqncia\diagonal" de con guraceesminimais

0,0 olil Ly 12 (23 Sy 24
(X 2z (X ez (X ke zs (X ke zs (X 7Nk zy oooi
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reta tfr +€)

/ +Xot+1+e,
X

/ereta tr +X,

L

ez2 7(0—/ / \reta (- e)
/

+Xo-1- €

€ |

0 Kk t

Figura 2.6: Construcao usadana prova do teorema4.

e tal que para qualquer k dado vale:

X0 tix, FExE X B 1 X
A con guracao limite (Xx)k2z € aquela que estavamos procurando.
O metodo usado para a obtencao da mesmae o chamado \m etodo
diagonal" de Cantor, comumente usadoem analise,comopor exemplo
na prova do teorema de Arzela-Ascoli (ver [14]) ou do teorema de
Tikhonov (ver [41]). Um subproduto imediato desta construcao e
que, para qualquer k, vale a desigualdade(2.6) para o valor limite
Xk, OU seja,
Xk Xo kj jkji+ 1+

Como ; e , podem ser escolhidostao pequenosquanto o desejado,
segueque, para qualquerk, vale:

Xk Xo kj 1
Issoimplica que o numero de rotacao de (Xk)k2z (verdenicao 7) e

A prova que (Xk)k2z € minimal sera por absurdo. Suponha que
(Xk)k2z nao e minimal. Entao existem inteiros a e b e um segmeiio
( k)k2[ab], COMXa = a €Xp = p, tal queWg5(X) = Wg5( )+ 1, para
algum 1 > 0. Como (Xk)k2z € o limite de con guraceesminimais
e h e cont nua, para qualquer , > 0 dado, existe uma con guracao
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minimal (x} )k2z tal que:
W) Wgp(d)i < o

ih(Xa; as1) h(Xh as1)i < 2

(b 15%) h(b X < 2 2.7)
Considereagorao segmemo ( k)kz2[ap), qUE € UMa pequenavariacao
de ( k)_kZ[a;b]v dadopor: = ksea+1l k b 1, 5=x}, e
b = Xp. Entao, escolhendo , < ;=3 vale:

Wo(x') Wg( ) = Wgp(X')  Wegp(R) + Wp(X) Wap( )

h( a; a+1)+ h( a; a+1)
h(b 1 )+ h(b 15 b)
1 WX Wap(X)j
] h(Xia: a+1) h(Xa; a+1)]
i (o %) h( b 1;%)j
> 1 32> 0

\Y

0 que viola a minimalidade de (XL)kzz.

Finalmente, provemosa monotonicidade de (Xx)k2z. Dadosi ek
existe uma sequnciade con gura ceesminimais (xjp)pgz,j =0;1;:::,
tal quexy ! Xp,quandoj ! 1 ,parap= kik+ Lk+ 2ii+ 1;i+
2. Logo da monotonicidade de (x},)p2z, Vver equacao (2.3), segue

xt. <xl+a) xi,, <x, +ae, portanto, vale Xx < X; + a)
Xk+1  Xi+1 + a Queremosmostrar que na ultima desigualdadenao
pode valer Xx+1 = Xj+1 + a. De fato, se estaigualdade vale entao
e possvel mostrar que Xg+2 > Xj+2 + a. Mas issoimplica que para
valores de j su cientemerte grandesvale x},, > xl,, + a, o que
viola a monotonicidade de (xjp)pzz. Portanto para concluir a prova
da monotonicidade de (Xk)k2z, bastar mostrar que, seXx < X; + a
€Xk+1 = Xj+1 + a entaoXy+2 > Xj+2 + @ Provemosestaarma cao
de uma forma geonetrica. A conguracao (Xk)kzz € minimal, e
portanto esta assaiada a uma orbita de F. Entao, 0 que queremos
provar decorrefacilmente da propridade de twist como mostrado na
gura 2.7 (Sevoce nao secornvenceuescrewa a prova).

A con guracao minimal (Xx)k2z, garantida pelo teorema4, esta
assaiadaa uma orbita ( ;Y )k2z def nocilindro C (lembre-seque
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y

ta X Xiszt Xy %
I
Xjzpta

Figura 2.7: Argumento geormretrico usadona prova da monotonicida-
de de (Xk)k2z-

= x(mod1)). O fecho de tal orbita, que sera denotado por Ac, e
formado pela uniao da orbita mais seusconjuntos e! -limite. Logo
Ac einvariante por f. SejaA o levantamento de Ac para o plano.
Denotaremospor A; a projecao de A na reta fxg. O conjunto A;
tambem pode ser caracterizadocomo o fecho de todas as translacees
inteiras de (Xk)k2z, ou seja:

A = fecho fxp* % Xeept q:K2Z;p2 Z;q2 Zg
Lema 14. O conjunto A e monotono.

Demonstracao. Sejamxg € ¢ ascomponertes x de dois pontos quais-
querde A comxo < o €, (xp *)i> 0 @ (X]/*)i> 0, duas sequenciasde
aproximantesde xo e o, respectwamerte tais quexp' ¥ < xr IS para
todoi > 0. Uma vez que (x 9«2z € monotona para todo par (p; ),
ertao usandoasdesigualdadesia de ni cao 8 obtem-sext,% < X347,
0 que implica
I!lm XPh = X1 I|m X9 = i

ondex; e ; denotamascomponertesx daimagempor F dospontos
assaiadosa xog € o. Novamerte, para mostrar a monotonicidade de
A basta mostrar que nao ocorre a igualdade na desigualdadeacima.
De fato, seocorrer a igualdade entao, assimcomoilustrado na gura
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2.7 e na prova do teorema 4, vale que x, > ,. Novamerte, isto
contradiz o fato que xz = limjn  x5,% , 2 = limin x5, , e que
(Xk)x2z € monotona.

Os conjuntos monotonos invariantes por F possuema seguirte
interessarne propriedade geonetrica.

Teorema 5. SejaS um conjunto invariante e monotono de F. Su-
ponha queS esta contido entre os paralelosy = a ey = b. Entao nao
existemdois pontos de S sobre a mesmavertical (ou seja, a projecao
de S no eixo x e injetora) e se (X y), (X;y) sao dois pontos distintos
quaisquerde S entao vale:

onde L e uma constante que so depende dos valoresde a e b e de-
rivadas da aplicacao F. Uma maneira mais sintetica de expressara
tese, e dizer que: S e o gra co de uma funcao Lipshitz x ! 'y, cujo
domnio e a projecao de S no eixo X.

Demonstracao. Se'S e monotono entao nao pode conter dois pontos
(X1;y1) e (X1;¥1), na mesmavertical com x; = X1 ey; < Y, pois,
comoilustrado na gura 2.7, isto implicaria Xo < X, 0 que contradiz
a propriedade de monotonicidade de S.

A ideia para provar a desigualdadeda tesedo teorema e simples.
Semperda de generalidade,suponha que x < X. Entao como mostra
a gura 2.8, sey for muito maior quey, entao a propriedade de twist
implica que x; = F1(%¢;¥) > F1(X;y) = X1 0 que viola a propriedade
de monotonicidade. Para provar a desigualdadeacima suporemos,
primeiramente, que y > y. Note que paratodoy 2 [a;b ex 2 IR
existe uma constarte  tal que j@F1(X;y)j < , pois F; e corti-
nuamerte diferenciavel e F1(x + 1;y) = Fi(x;y) + 1. Issoimplica
que

IFi(xiy) Fi0ey)i< X %
Lembrando quey y< 0eusandoa hipotesec @F1(x;y) de twist
uniforme obtem-se:
Zy
Fi(xy) Filsy) = @Fi(xs)ds< c(y )
¥
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y

X

.
X

Figura 2.8: Argumento geometrico para mostrar o teorema5.

Portanto, usandoquex > %) F1(X;y) Fi(x;y) > 0, obtem-sedas
desigualdadesacima

0 < Fi(Xjy) Fi(6y) = Fu(X;y) Fi06Y) + F1(6Y)  Fi(y
< jFi(xy) Fi(ey)j+cy ¥< X x+cy ¥

gue e a desigualdadedesejadano casoy > y. O casoy < y e provado
de maneira analoga, trocandoF por F ! e usandodesigualdadesco-
mo asacima. Lembre queF ! tambem e uma aplicacao de tip o twist
gue desviaa vertical para a esquerda.A constarte L do enunciado e
a maior das constartes que aparecenos casosy > Y e ¢ < y (0 caso
y = y e trivial).

Aplicando o teorema 5 ao conjunto A de nido acima, e usando
gue A e fechado, obtem-seque sua projecao no eixo x, denotada por
A1, tambem e um conjunto fechado. Logo o complemerar de A; e
uma uniao de intervalos abertos. A m de entender a topologia de
A e a dindmica de F restrito a A, faremosa construcao auxiliar de
um homeomor smo do c rculo que, \essencialmerne"”, possuia mesma
dinamica que F quandorestrito a A. De acordocom o teoremab, tal
construcao comecacomade ncaodeumafuncaoY : A, ! IR, dada
por

x! y=Y(Xx) tal que (x;Y(x)) 2 A: (2.8)

A partir destafuncao e da invariancia de A por F, constroi-se uma
outra funcao v : A; | A; dada por x° = v(x) = Fi(x;Y(x)). O
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74 [CAP. 2. ORBITAS PERIODICAS E CONJUNTOS DE AUBRY-MATHER.

teorema5 garante que v tambem e uma funcao Lipscitz, a monoto-
nicidade de A garante que v e monotona e a periodicidade de A; e
F1 garantem que v(x + 1) = v(x) + 1. Agora a funcao v e estendida
a toda a reta da seguirte forma: sex nao pertencea A; entao v(x)
possuio valor linearmente interpolado entre aquelesque v possuinos
pontos de A; mais proximos a x, ver gura 2.9. Tal extensao de v,

X

Valor de v(x)

V(Xp)

T 'l T X

Xa X X,
Ponto de £
Intervalo fora de A '

Figura 2.9: Extensao da funcao v.

gue cortinuara a ser denotada por v, e um homeomor smo Lipshitz
dareta ev(x + 1) = v(x) + 1, o queimplica que v induz um homeo-
mor smo do crculo dadopor = x(mod1), 2 S!. Alemdisso,por
costrucao, v deixa invariante o conjunto A;. Note que o gra co da
funcao Lipshitz

x 1 y=u(xv(x) ¥ ¥(x):

ondeu ede nida por x°= F1(x; u(x; x%9), de ne uma curva que passa
pelos pontos de A. O homeomor smo v desempnhara um papel
fundamenrtal no entendimento da dinamica de F restrito a A, o que
sera feito na proxima secao. Concluimos esta secao com 0 seguirte
lema.

Lema 15. Toda orbita em A e minimizante.

Demonstracao. O argumerto usado nesta prova e muito semelharte
aqueleusadona parte da minimalidade na prova do teorema4. Seja
(Xo0;Yo) um ponto qualquer de A e (Xk)k2z a con guracao assciada
a sua orbita. Queremosmostrar que (Xx)k2z € uma con guracao

\impal"
2005/5/2
page74

o



\impal"
2005/5/2
page 75

o

[SEC. 2.3: HOMEOMORFISMOS DO CIRCULO E CONJUNTOS DE AUBRY-MATHER 75

minimal. Sexp e um ponto de (Xk)k2z, onde (Xk)k2z € a con gu-
racao do teorema4, entao hao ha o que provar. Suponha que issonao
ocorre ou seja, contrariamente ao que queremosprovar, (Xx)k2z hao
e minimal. Entao existem inteiros a e b, e um segmemo ( k)k2 [a;b]»
Com , = Xa € p = Xp, tal que Wg(x) Wg( ) > 2, para algum
2 > 0. Da cortinuidade de h e F, e do fato que A e o levantamento
de Ac (que e o fecho da orbita (Xk;¥y)k2z projetada no cilindro C),
segueque dado qualquer 1 > 0 existem inteiros p e q tais que, a
con guracao minimal (%x)k2z dadapor xx = Xk+p + 0, satisfaz:

W) Wg(x)) <1

jh(a; a+1) h(Xa; a+1)j < 1,

(o 15%) h(bp 15Xp)] < 1
Considereagora o segmemo ( k)k2[a;b], QUE € UMa pequenavariacao
de ( k)kz[ap), dadopor: = (sea+1l Kk b 1, 4= x,¢€

b = %p. Entao, escolhendo 1 < ,>=3 vale:

Wgp(x) Wgp( ) = Wgp(x)  Wgp(x) + Wap(x)  Wgp()

h( a; a+1)+ N( a; a+1)

h(b 15 )+ (b 15 b)

2 JWg(®)  Wip(X)j
j h(xa; a+1)  h(Xa; a+1)i
Jh(b ;%) h( b 1;Xp)]
> 2 31> 0

\Y

0 que viola a minimalidade de (%x)k2z-

2.3 Homeomor smos do crculo e conjun-
tos de Aubry-Mather

Antes de prosseguircom o estudo da dinamica de F restrita ao con-
junto A, e necesario apresertar alguns resultados sobre homeomor-
smos do crculo (ver [11], [38]). Sejav como na secao anterior, um
homeomorsmov : IR! IR com a propriedade v(x + 1) = v(x) + 1,
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que induz um homeomorsmo ¢ : S ! Sl docrculo ! ¢()
atravesde = x(mod1).

Sexi;Xp;::: denotam asiteradas de um ponto Xg entao o numero
de rotacao (Xp) de X, e de nido exatamerte como na de nicao 7.
Como v induz um homeomor smo do c rculo, tambem o faz sua k-
esimaiterada v¥. De fato, v¥(x + 1) = v¥(x) + 1. Issoimplica que
se x e X sao dois pontos quaisquer de IR com jx Xj < 1, entao
¥ Xkj < 1. Issopor suavezimplica:

Prop osicao 5. O numero derotacao (x) dev no ponto x independe
do valor de x. Ou seja, dependeapenasdo homemor smo V.

Demonstracao. De fato, sex e X sao dois pontos quaisquerde IR com
¥ Xj< 1l,enaojxx Xkj < l.Issopor suavezimplica:

N _ . X Xk (% Xo)
) x = kl!llm ”
lim X X * )% Xol 2_ 0
ki1 k kil Kk

Ou seja, e constarte em intervalos de comprimento um, e portanto
constarte em IR.

Da proposicao 5, segueimediatamente que sev possuiuma orbita
periodica tipo (m; n), ou sejav"(xg) = Xo + m, entao o numero de
rotacaodev e = m=n. A recprocade tal arma caotambem vale.

Prop osicao 6. O homemor smo v possui numero de rotacao raci-
onal = m=n, com m e n primos entre si, se, e SO se, vV possui uma
orbita periodica tipo (m;n).

Demonstracao. Sev possuiuma orbita periodica tipo (m; n), ertao
tal proposicao e imediata. Resta provar que, s€e = m=n entao v
possuiuma orbita periodica de tipo (m;n), ou equivalentemerte, se
V nao possuiorbita periodicadetip o (m; n) entao 6 m=n. Portanto,
supondo que v nao possuiorbita periodica de tipo (m; n), para todo
x 2 [0;1] vale, v (x) > x + m ou V" (X) < x + m. Considereo caso
v (x) > x + m, o outro e analogo. Neste casoexiste > 0 tal que,
devido a periodicidadedev, paratodox 2 IR vale,v"(x) x > +m+ .
Issoimplica que para qualqueri > 0 inteiro vale:

VT (x) x=vT(x) v Do+ v D) v(x) x> im +
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Portanto )
Vv (x) x
= _||m L
in n

> +

m
n n
ou seja, 6 m=n.

Provemosagorao resultado acercade homeomor smosdo c rculo
gue mais nos interessa. Lembramos que um conjunto de Cantor em
IR pode ser caracterizado como: um conjunto fechado, perfeito (ou
sejatodo ponto do conjunto esta arbitrariamente proximo de outros

pontos do conjunto) e que nao contem nenhum intervalo.

Teorema 6. Supnha que o numero de rotacao de v e irr acional.
Entao o conjunto ! -limite E de qualquerponto 2 S*, E ) (), e
0 mesmopara qualquer , e E, ou e todo o crculo, ou e um conjunto

de Cantor.

Demonstracao. Comecaremosprovando o seguirte resultado auxiliar.
Seja um ponto qualquer de S*, e a e b dois inteiros positivos quais-
quer. Entao a semi-orbita positiva de qualquer ponto 2 S?!, passa
dentro do intervalo fechado com extremos¥2(") e ¥°(") ( de fato, ha
dois destesintervalos em S! e o resultado vale para ambos). Para
mostrar isso basta provar que as pre-imagensde | = [¢2(");0°()]
pela aplicacao ¢ cobrem S!. A m de simplicar a prova e corve-
niente analisar nao as pre-imagensdeste intervalo por ¥, mas sim
porv = ¢ ondei = b a. Seas pre-imagensde | por v co-
brem S?!, entao o mesmovale para as pre-imagenspor ¢. Note pri-
meiramerte que | ;v 1(1);v 2(1);::: sao intervalos adjacertes, pois
v 1(0P( )) = 0&( ), etc. Portanto se estesintervalos nao preendiem
o crculo entaoexisteum ponto 1 tal quelimen v K()! 1
Da cortinuidade de ¢ seguequeV( 1 )= 1 , O que por suavez
implica que o numero de rotacao deV einteiro, o que viola a hipotese
de irracionalidade de (v).

Seja um ponto qualquer de S* e p um ponto qualquer no con-
junto ! ( ). Entao existe uma sequncia de inteiros (ki) o tal que
vk ()= & ! pquandoi! 1 . Sejaz um outro ponto qualquerde
S'. Pelo resultado acima, dado qualquer i > 0, existe um elemerio
da semi-orbita positiva de z que entra no intervalo [ ,; «,,, ]. Logo
0 ponto p tambemesta em! (z). Isto mostraqueE =1 () = ! (2),
ou sejao conjunto ! -limite de qualquer ponto de S* e E.
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Note que E e o unico conjunto fechado, nao vazio, invariante
por ¥ e minimal (aqui, por minimal entendemosque, E nao contem
estritamente nenhum outro conjunto fechado nao vazio invariante por
¢, ou equivalentemente, a orbita de todo ponto de E e densaem E).
De fato, sejaB um conjunto nao vazio, fechado e invariante por ¥.
Se 2BentacE="!() B, poisB efedadoeinvariante. Agora,
como a fronteira @ do conjunto E tambem e um conjunto fechado
invariante, conclu mos que @ ou e vazioou eigual a E. No primeiro
casotemos que E = S!. No segundocasotemos que E nao cortem
nenhum intervalo, pois casoissoacortecesseentao @ seriadiferente
de E. Comoa orbita de qualquerponto em E seacumula emtodos
ospontos deE, pois! () = E, e¥( ) 6 paratodok, pois de outro
modo seria, pela proposicao 6, racional, segueque E e perfeito. Ou
seja,se@ = E entao E e um conjunto de Cantor.

Voltemos agora a analisar o particular homeomor smo v cons-
tru dono m da secao anterior, com o objetiv o de estudar a dinamica
de F restrita a A. A notacao segueaquela anterior ao lema 15. A
con guracao minimal (Xx)k2z, obtida no teorema 4, esta cortida
em Ai e possui numero de rotacao irracional . Pela proposicao
6, como (Xk)k2z € uma orbita de v, entao o numero de rotacao de
todas as orbitas de v e . Seja¥ a aplicacao em S? induzida por
v. SeE denota o conjunto ! -limite de qualquer orbita de ¢, como
no teorema 6, sejaE; o levantamento de E para a reta fxg. Pelo
teorema 6 o conjunto Eeo conjunto ! -limite da orbita ( k)k2z-
Portanto, o conjunto A; e a uniao de E; mais o levantamento da
orbita ( k)k2z paraareta, ou seja, (Xx+i + j Y2z:i2z;j2z. Note que,
nao necessariamete A; e E; coincidem, pois a orbita ( x)x2z pode
ser errante, ou seja, nenhum ponto da orbita e ponto de acumulacao
da propria. SejaE A o levantamento de E; para o plano fx; yg
atravesde E = f(x;y) : x 2 E1;y = Y(x)g, onde Y e denida na
equéacao (2.8). Como o numero de rotacao de qualquer ponto em E 1
e , o mesmovale para E (e tambem para A). O conjunto E A e
invariante por F, monotono, pelo lema 14 e minimizante, pelo lema
15. Agora, do teorema 6 segueque E pode assumir duas naturezas
distintas. Primeiramente seE = S, o que implica A; = IR, entao
E eograco dafuncao Lipshitz x ! Y (x), x 2 IR, dada na equacao
(2.8). Ou seja, neste casof possuium crculo invariante que e o
graco de uma funcao Lipshitz ! y = Y( ), etoda orbita neste
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c rculo e minimizante e possuio mesmonumero de rotacaoirracional.

Finalmente, seE e um conjunto de Cantor, E tambemo e. Neste
casoE esta estritamente contido no gra co de uma funcao Lipshitz
x ! Y(x), x 2 E;. Ou seja, F (e consequetemente f) possui
um conjunto de Cantor invariante, chamado conjunto de \Aubry-
Mather", tal que toda orbita nesteconjunto e minimizante e possui
0 mesmo numero de rotacao irracional. Em suma, vale o seguirte
notavel teorema.

Teorema 7 (Aubry-Mather). Seja um numero irr acional qual-
quer e f uma aplicacao de tipo twist que satisfaz as hipotesesa, b, ¢
dasecao 1.3. Entaof possuium conjunto invariante E no qual toda
orbita e minimizante e possui numero de rotacao . Tal conjunto E
possui uma das duas seguintes caracterizacees:

ou E e uma curva rotacional invariante dada pelo graco de
uma funcao Lipshitz ! y=Y();

ou E e um conjunto de Cantor invariante que esta contido no
graco de uma funcao Lipshitz ! y= Y( ). NestecasoE e
chamadoum conjunto de Aubry-Mather.

2.4 Orbitas minimais hetero cl nicas

Nesta secao voltaremos a estudar orbitas minimizantes com numero
de rotacao racional. Na secao 2.1 foi provada a existéncia de orbitas
minimizantes periodicas com numero de rotacao racional = m=n.
Considere o conjunto de todas essasorbitas, para um dado par de
inteiros m en > 0 primos ertre si, e sejaPy, 0 conjunto de todasas
suascon guraceesminimais assaiadas. Pelo corolario 2 duas con -
guraceesde P, huncasecruzam. Issoimplica que,sew e z sao duas
con guraceesem P, e wy < zp, entao wy < zx para todo k 2 Z.
Neste casodiz-seque w e menorque z, w < z.

Deni cao 10 (Congura cees, ou orbitas, vizinhas). Duas con-
gur aceesw e z de P, sao ditas vizinhas se nao existe nenhuma
outra x 2 Py, tal quew < x < z. Duas orbitas minimizantes de tipo
(m; n) de F sao ditas vizinhas se suas resgctivas con gur acees sao
vizinhas.
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Note que, se os gra cos de todas as con guraceesde Py, Sao
represenados simultaneamerte, comoilustrado na gura 2.10, ertao
W e z sao vizinhas seerntre os gra cos de w e z nao passaro gra co
de nenhuma outra con guracao de P, . A princ pio, pode ocorrer

Z
W

Figura 2.10: Duas con guraceesvizinhas.

gue haja um cont nuo de orbitas minimizantes (ou con gura ceesmi-
nimais) de tip o (m,n) de modo que os gra cos das con guraceesem
Pmn preenciemo plano. Nestecaso,queocorre para a aplicacao stan-
dard com = 0 (ver gura 1.1), nao existem con guraceesvizinhas
emPnn .

Dizemos que uma con guracao X e heterocl nica erntre duas con-
guraceesw ez selimyi;  jxk Wikj! Oelimgn  jxk  zj! O.
Note que, sew, x e z sa0 todas con gura ceesminimais e x e hetero-
cl nica entre w e z, entao a orbita assaiada a x e heterocl nica entre
as orbitas assa@iadasa w e z, no sertido de ser assirtotica a orbita
dew parak! 1 eassirtotica aorbita dez parak! 1 . Nosso
objetiv 0 nesta secao e provar o seguirte teorema.

Teorema 8. SeW e Z sao duasorbitas periodicas minimizantes de
tipo (m; n) de F, entao existe uma orbita heterocl nica minimizante
entre W eZ eumaoutraentreZ eW.

Demonstracao. Sejam (Wx)k2z € (Zk)k2z ascon guraceesminimais
assaiadasa W e Z, respectivamerte. Iremos mostrar que existe uma
con guracao minimal, (Xk)k2z, que e heterocl nica erntre (Wy)k2z €
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[SEC. 2.4: ORBITAS MINIMAIS HETEROCLINICAS 81

(zx)x2z. A prova da existencia de uma outra, heterocl nica ertre
(zk)k2z © (Wk)k2z, € essencialmete a mesma. A prova ser feita
atravesda combinacao de diversosresultadosja apresertados e alguns
outros a seremapresenadosnestasecao. O primeiro destesresultados
e analogo ao teoremade Tonelli do calculo das variacees.

Prop osicao 7 (Exist éncia de segmentos minimais). Dadosum
par de inteiros a, b, e um par de numeros reais X, Xp, €xiste um

Da proposicao 3 decorrea desigualdade
c
Was(1) > 5l(ra Xa)?+ (2 r)?+:1:(Xp  1p)?]

SeW,;(0) = A entao existe R > 0, su cientemente grande, tal que
o lado direito da desigualdadeacima e maior do que A sejjrjj R.
Logo a funcao W possuium ponto de min mo global na bola jjrjj <
R.

Sejama; e b; um par deinteiros positivos. A proposicao 7 implica
que existe um segmemo minimal ! que conectaos pontos W pa, €
Znp, . Dado outros dois inteiros a, a3 elp b, existe um outro
segmemo minimal 2 que conectaw na, @ Znp,, € assim sucessia-
mente. Sejamx/, j = 1;2;:::, as seguirtes con gura cees: X = |
sena; k nb, x, = we sek < naj, ex} = z sek > nb
(ver gura 2.11). A ideia certral na prova do teorema 8, e mostrar
que a sequencia de con gura cees (x! )i >0 Possuiuma subseqdncia,
gue corverge para a desejadacon guracao heterocl nica. Essee o
cornteudo do seguirte lema.

Lema 16. Existem duas sgjuéncias de inteiros (a;)j>o, € (§)j> o,
tais quea seguéncia de con gur acees(x! );> o possuiuma subsguéncia
gue converge para uma con gur acao minimal (Xy)k2z. A con gu-
racao (Xy)k2z : e distinta de (Wk)k2z € (zk)k2z; seugraco esta
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config. z

°
v

b
config. W
I I I I I

-2n -n 0 n 2n k

Figura 2.11: Ideia da prova de existeéncia de uma con gura cao hete-
rocl nica.

contido entre os gra cos de (Wx)k2z € (zk)k2z; Satisfaza proprieda-
dexx n+ M Xg, para qualquerk 2 Z; e possui numero de rotacao
m=n.

Demonstracao. Suponha que as sequncias(a;)j>o € (b)j>o0 sejam

escolhidas,a priori, comoa =B = j,j = 1;2:::.. O lema 11,
secao 2.1, implica que o gra co do segmeno minimal | nao intesec-
ta osgracos de (Wx)k2z € (Zk)k2z, parajkj<j 1lej = 1;2;::.
Portanto, o graco de todas as con guraceesxi, j = 1;2;:::, esta

cortido entre os gra cos de (Wy)k2z € (Zk)k2z, € do mesmo argu-
mento de compacidadeusado na prova do teorema 4, ernvolvendo o
metodo diagonal de Cantor, segueque existe uma subseq#ncia de
con guracees(x!')i» ¢ quecorvergea uma con gura cao (X )2 z,para
i! 1. Tal conguracao possui,por construcao, numero de rotacao
m=n. A con guracao (Xx)k2z € minimal. O argumerto para provar
isto e 0 mesmousado na prova do teorema 4. Ou seja, se (Xk)k2z
nao e minimal, entao ela possuium segmeio nao minimal. Mas tal
segmeno pode ser arbitrariamente bem aproximado por segmeios
minimais, e issoleva a uma contradi cao (ver o argumerto ervolvendo
aequacao (2.7) na provado teorema4). O problemacom estanatural
escolhade sequnciade con guracees(x!)j> o € provar que a a con -
guraceao limite obtida, (Xx)k2z, nao coincide nem com (wg)k2z hem
(zk)k2z- Infelizmente, para demonstrar este fato precisamosmodi-
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car (e complicar) a escolhada sequncia de con gura cees (x! )i>o-
Neste ponto, deve-seenfatizar que a ideia certral na prova do teore-
ma 8 esta contida nesteparagrafoe na gura 2.11. O leitor nao deve
seesquecerdissodurante, e apos, a leitura do particular e intrincado
racioc nio que segueabaixo.

Seja ! o segmemo minimal que liga W 4,5 @ zp,n, onde a; =
bh = 1. Se § (20 + Wp)=2 entao de na os segmeros Al e B?
comoAl = L k2 [ anibyn]eBl = L +mk2][ (a
1)n; (b + 1)n]. Nestecasodena a, = a; eb, = by + 1, ver gura
2.12 (para simpli car, nasproximas guras m e sempreigual a zero).
Por outro lado, se ¢ < (zo + Wp)=2 entao de na os segmeros Al

X

config. Z X2

/7

Figura 2.12: Algoritmo para a construcao dos segmemtos 1.

eBlcomoAl = L, mk2[ (aa+ n;(by 1)njeBl= [
k 2 [ ain;bn]. Nestecasoa, = a; + 1 eb, = by, ver gura 2.13.
Agora, seja 2 o segmemo minimal queligaw a,n a zs,n. Note que:
Al < (zo+Wp)=2 m,B} > (zo+Wp)=2+ meA! eB?! saominimais e
nao secruzam (consequenciado lema10). O lema10tambemimplica
que o graco do segmemo 2 estaabaixodo graco deAl (2 A})

e acima do graco de B! (2  B}), ver guras 2.12e 2.13. Se

iSSO nao ocorresseestessegmenos teriam que se cruzar duas vezes.

Disso decorreque 2, < (Zo+ Wp)=2 me 2> (zo+ Wp)=2+ m.
Agora, repitamos o procedimerio feito com ! para obter ,. Se
3 (zo+ Wo)=2 entao de na ossegmenos A2 e B2 comoAZ = 2,
k2[ agn;en]eBZ= L ,+m,k2[ (a2 1)n;(b+ 1)n]. Neste
casodena az = a» ebz = b + 1. Note queA2n < (zo+Wp)=2 m
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config. Z X

Figura 2.13: Algoritmo para a construcao dos segmetos /.

e B2 > D1(zo + Wo)=2+ m. Se 3 < (zo + Wp)=2 entao de na 0s
segmeros A2 eB? comoAZ= L., mk2[ (ap+ 1)n;(by  1)n]
eBZ= [} k2[ ain;byn]. Nestecasoas = a; + 1 eby = by.
Agora, seja 3 o segmemo minimal que liga W a,n @ Z,n. Pode-se
repetir a construcao acima e obter a4, by € 4, etc. Ao nal obtem-se
uma sequenciain nita de segmemos minimais ( j)[a; o] = L2
tais que: ', < (z0+ wo)=2 m, L > (z0+ wo)=2+m, ' =
W na; € Lbj = Z,, paratodo j. Alemdisso,a ! 1 e ! 1,
paraj ! 1 . Destaspropriedadesas unicas que nao sao facilmente
obtidas da construcao acimasaoa ! 1 ely ! 1, paraj !

1 . Elas setao provadas abaixo. Sejaagora (x/ )i>o0 a sequenciade
conguraceesde nida por: x} = | sea k b, x} = w se
k < a, exl =z sek > bj. A minimalidade de dos segmertos
I e 0 lema 10 implicam que o gra co de ( {()kz[aj 1] €sta acima do
graco do seutransladado ( | , + M)k21a b 1> POIS EStESSEgMENOS

nao se cruzam. Logo vale x,  x} , + m. Para a seqncia de
con guracees(x! )j>o pode-serepetir o racioc nio feito no primeiro
paragrafo desta prova, e obter uma con guracao minimal (Xx)k2z,
com numero de rotacao m=n e tal quewy Xx zx. Alem disso,
por construca0 X , < (Zo+ Wg)=2 m eXp > (Zo+ Wo)=2+ m
ou seja(Xk)kzz n&o coincide, nem com (W )k2 z, Nem com (zx)k2 z -
Finalmente, a propriedadex} ~ x} ,+ m implica quea con guracao
(Xk)k2z satisfazxy Xk n+ m, k2 Z.
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Para concluir a prova do lemae necesario provar quevalea; ! 1
eb ! 1,paraj! 1. Da construcao dessassequenciassegueque
an an+ eby  bysr. Contrariando a tese, suponha que uma das
sequencias,por exemplo(y );> o, sejalimitada. Neste casoexiste um
valor J dej, tal quely = by ea+ = & + 1, paratodoj > J.
Mais ainda, do lema 11 segueque, para todo j > J, o graco de

11 esta acimado graco de !, umavezque | = L;'l , ver gu-

ra 2.14. Issoimplica que a seqnciadas con guracees(x{()[ 1 by

X

config. Z

[

Figura 2.14: Seqnciade con gura ceesconvergindopara (Xk) 1 b, -

covergira a uma con guracao minimal (Xk);1 ,]. Novamerte, o le-
ma 10 implica que o gra co de ( 1 )k2[a; b, €Sta acima do gra co do
seutransladado ( § , + M)k21a b, ], POIS EStESSEgMENOS N&O Secru-
zam. Disto decorreque a con guracaolimite satisfazxy Xy n+ m,
k2[1 ;by]. Paraterminar a prova do lema precisamosda seguin-
te proposicao, onde nalmente ser usadaa hipotese que (Wx)k2z
e (zx)k2z sa0 con guraceesvizinhas. Tal proposicao sera tambem
usadana naliza cao da prova do teorema 8.

Prop osicao 8. As con guracees (Xk)k2z € (Xk)[1 ,]» dadasna

provado lema 16, seexistirem, satisfazemas sgguintes desigualdades:

Xk < Xk n+tmM, k2 ZeXxk < Xkn+tmk2][1 ;by]. Alem
disso, existem inteiros a, b e ¢ tais que valem os sguintes limites:
limyi 1 Xk Wik+a = O, limgir Xk Zk+p = 0 elimy ¢ Xk
Wi+ ¢ = 0.
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Demonstracao. Vamos provar apenasque Xx < Xk n+ m, k2 Z, e

limag1 Xk Wk+a = 0. As outras a rma ceessao provadasusando-
se 0s mesmosargumertos. Da prova do lema 16 segueque Xy

Xk n + M. Suponha que exista k tal que xx = Xx n + m. Uma vez
gue (Xx)k2z €uma con guracao minimal, issoimplica que (Xx)k2z €
uma con guracaotipo (m; n). Comoo graco de (Xx)k2z €sta entre

osgra cos de (Wk)k2z € (zk)k2z, € hao coincide com nenhum desses,
obtem-seque (Wk)k2z € (Zk)k2z h&o sa0 con guraceesvizinhas, o

que e impossvel. Logo vale xx < Xk n + m, kK 2 Z. Considere
agoraa seqienciade con guraceesx}, = Xx jn +jm, k2 Zej =

1;2;:::. Note que, paratodoj > 0, o graco de ¥ esta acima
do graco de ¥ *', que esta acima do graco de (Wk)k2z, € vale
%) > 6™ =% | +m > wp. Isso,comoantes,implica quea seqiencia
de con guraceesminimais (¥ )j>o cornverge para uma con gura cao
minimal (Ry)k2z, quesatisfaz® o+ m= Ry Wwp. Ou seja,(Rk)k2z

€ uma con guracao minimal periodicado tipo (m; n), cujo ga co esta
ertre osgra cos de (Wk)k2z €(z«k)k2 z, podendocoincidir apenascom
(Wk)k2z, pois a sequncia (d )i>o € decrescete. Como (W)k2z €
(zk)k2 z sao con guraceesvizinhas, (Rx)k2z tem que coincidir com
(Wy)k2z- Issoimplica o limite enunciado na proposicao.

Voltemosa provado lemal6. Sejaxx = Xk n+m, k2 [1 ;by+
n]. A proposicao 8 implica que as conguracees (Xk)[1 ] €
(%)[1 b,+n) satisfazem: Xx > Xx o+ M = %, k 2 [1 ;by],
limas Xk Wik+c=0elimy: % W+ = 0. Considereagora
aconguracao (Rk)[1 b, +n],» dada pela colagemde (Xk);1 .b,] COM
um per odo da con guracao (zx)k2z, OU Seja, Rk = Xk, parak by e
R = z¢ paraby < k by + n, ver gura 2.15. Abaixo sera mostrado
que a con guracao (Rk)[1 b, +n] € Minimal. Mas isto e impossvel,
pois (Rk)[1 b, +n] POSSUIUM segmemo que coincide com (Zy)k2z, €
como ambas sao minimais deveriam coincidir, pois geram a mesma
orbita da aplicacao F. Issopor suavez mostra que (I )j > o0 n&o pode
car limitada quandoj ! 1.

Portanto, para concluir a prova do lema basta mostrar que se
a con guracao (Rk);1 b, +n] €xiste ela e minimal. Para simpli car
a notacao, facamosuma translacao nas con guraceeservolvidas de
modo que k = by sejalevado em k = 0. Sejaa < 0 um inteiro
qualquer e considereas funcees( ! Wa()e ' Wa(), =
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X
1periodo de

SN

X
[

‘ 1 pefiodo de w
T T T =

Figura 2.15: Construcao usadapara mostrar que (Xx) 1 o h&ao pode
existir.

a+1;.:5; 1), dadaspor:

Wa( ) h(Ra; as1)+ N( as1; ar2)+ :::h( 1520)
Wa( ) h(¢a; a+1) * h( a1 as2) + ::0h( 15 20)

Note que para qualquer dado:

j\f\\/a() Wa( )j = jh(Ra; a+1) h(C¢a; a+1)j! O, para a! 1 ;

(2.9)
umavezquelima 1 jRa %3 = 0, ver gura 2.15. Note tambem
que (ver gura 2.15):

iWa(®) Wa(9j = jh(z niz na)+ i1+ N(Z 1;20)
h(%a;%a+1) + 100 h(%asn 1;%a+n)
10 para a! 1 ; (2.10)
pois, limy1 % Wk+c = Oimplica que,paraa! 1, vale
h(%a;%a+1) + 110+ h(X%asen 1;%a+n) !
h(Wax+ c;Warct1) + 20+ N(Warcrn 1, Wascen)

N(Was c;Warce1 ) + 104+ N(Wascen 1;Wascen) =
h(z n;Z ner) + 220+ h(z 1;20)
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pois ambascon gura ceesperiodicasminimizam globalmerte amesma
funcao Wn,, , de nida na secao 2.1. Agora suponha, ao contr ario do
gue queremosprovar, que (%) 1 o hao e minimal. Entao existem
inteiros negativosp e g, um > 0, e uma variacao de (R¢)[1 o)
dada por, f:::Rp; p+1:ii0 g 1;Rq;:::R0Q, tal que para todo a < q
valeW( ) < W.(®) ,onde independedea. Dessadesigualdadee
da minimalidade de x segueque (ha desigualdadeabaixo\ " denota
as devidasrestriceesda con guracao ):

Wa( ) Wa()< Wa(k) Wa( ) < Wa(k) Wa (%)

Tomando o limite a! 1 dos dois lados desta desigualdade, e
usandooslimites (2.9) e (2.10), obtem-sea contradi cao desejada.Ou
seja,sea con guracao (Rx)[1 o) existe ela e minimal.

Finalmente, o teorema8 e uma conseqnciaimediata do lema 16
e da proposicao 8.

25 A Formula de MacKa y-Meiss

A classi cacao dos pontos periodicos (hiperbolico, el ptico ou pa-
rabolico) de uma aplicacao que presena areadependeapenasdo traco
da derivada. Isto ocorre porque o determinante da derivada e igual
al.

Nestasecao, apreseriamosuma formula, devidaa Mackay e Meiss,
gue relaciona o traco da derivada da aplicacao de twist nhum ponto
periodico com o determinante hessianoda funcao geratriz ao longo
da con gura cao assciada a orbita.

Suponha que uma aplicacao do tipo twist F que presena area
tenha funcao geratriz h(x; x9):

Sabemosque uma seqencia (X;)i2z estaassaiadaa uma orbita
F(Xi;Vi) = (Xj+1:;VYi+1) See somere se y; = @h(Xj;Xj+1) =
@h(xi 1;xi):

Ou seja,a seqencia (Xj)izz € um ponto crtico do funcional
W(x) = i2zh(Xi;Xi+1) 1 ou @h(Xi;Xij+1) + @h(Xi 1;xi) = O
Ui
v:

Escrevendo z; = (Xx;;Vi) e 2 T; (O); espaco tangente de

C emzyz,
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dF(z) N = Un entao
Vi Vi+1
Vi = @ih(Xi;Xisn )Ui - @20(Xi; Xiv1 )Uiv1 €
Vi = @ih(Xi 1;xi)ui 1+ @:2h(X 1;%i):ui
Isto signi ca que a sequncia de vetores \lj' e um campo
I
de vetoresao longo de uma orbita de F entao satisfaz a equacao de
Jacobi:
@2h(Xi 1;Xi)+ @ih(Xi; Xi+n )Jui+ @1h(Xi 1;Xi)ui 1+ @2h(Xi;Xi+1 )Uiva = 0
Em particular se (zj) e uma orbita periodica, de perdo q entao
F9z) = z + (p;0); ou seja, existe um inteiro p tal que Xj+q =
Xj + p, 8i 2 Z; e aequacao de Jacobi acima nos permite relacionar
a natureza de ponto cr tico (x) com o tip o de orbita periodica.
Teorema 9. (MacKa y-Meiss )
( 1)% Hess W(x)
tr dF9(z 2= :
(z0) @2N(xi;Xi+1)
Como detdF9zy) = 1 entaoaclassi cacaodasorbitas periodicas
(hiperbolica, el ptica ou parabolica) depende apenasdo sinal de
jtr dF9z0)j 2; pois a condicao de twist nos garante que
@-h(xj;Xij+1) < 0 e o sinal do produto no denominador e igual a
( D«
Corol ario 4. Se HessW(x) > 0 entao (zo; ;zg 1) € uma
orbita periodica el ptica ou hiperholica .
Se HessW(x) < 0 entao (zo; ;zq 1) e hiperbolica
Se Hess W(x) = 0 entao (zo; ;zq 1) e parabolica
Demonstracao. Se e um autovalor de dF9%(zp) e \ljo eo
0
autovetor assiado ertao dFd(zg) ° = to
Vo Vo
—t
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Usando a regra da cadeiae a periodicidade da orbita (zi; ;zg)

temos dF 9(z) 3' = \lji onde = dF(z) u_i
I

i i+1

Ui+1

Isto signica que U = Uj+q:
Substituindo esta igualdade na equacao de Jacobiparai = 1 e
i = q respectivamerte, obtemos:

@1h(xo;x1)  tug+ [@ih(X1;X2) + @2h(Xo;X1)]uy + @2 h(X1;X2)uz = 0

@1 h(Xq;Xg+1 ) U 1+ [@1N(Xq;Xqs1 ) + @2h(Xq 1;Xg)lUug + @2h(Xq 1;Xg)ug 1 =0
Ui
Escrevendona forma matricial M ( ):u= 0 com%) : X e amatriz
Uq
M ( ) tem as seguirtes ertradas M :
M11 = @1h(X1;X2) + @2h(X0;X1),
M1 = @h(X1;X2) € Mg = @ih(xo;x1) *
Parai = 2;::q 1:
Mii 1= @h(Xi 1:%i) e M = @2h(Xi;Xi+1)
Mii = @1h(Xi;Xij+1) + @2h(Xi 1;%)
Mg = @12h(Xg;Xg+1) € Mgq 1= @2h(Xq 1;Xq)
M gq@1h(Xq, ; Xg+1 ) + @2N(Xq 1;Xq) € asdemaisposiceessao to-
das nulas.
Portanto, eum autovalor dedF9%(z;) see somerie sedetM ( ) =

o Se D( )= detM( ); entao
D()=D@+ D D" Ly @hGiixisa ) 1 DO DT L @hxiixi 1)
Portanto D( ) = 0 sesomerne se

D)= ( DI+ * 2) L @h(xi;xia):

Lembrando que 1 tambem autovalor de dF9%(Z,); se o for,
podemosescreer

( 1)%D(1)
i, @2h(xi;Xi41)

Pela condicao de twist o denominador nao se anula, em particular
com as nossashipotesestemos @;h < 0: Obviamente z e ponto

tr(dF%zy)) 2=
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periodico simples ( 6 1) seesomene se D(1) 6 0: Escrevendo
W(x1;  Xq) = h(X1;%x2) + + N(Xq; X1+ p) (lembre-seque Xg+1 =
X1 + p) de modo que

grad W (x1; 1 Xq) =

(@h(x1; x2) + @h(Xq; X1+ p);:; @h(Xq 1;Xq) + @h(Xq; X1+ P))

e calculandoa derivada segundaconclui-seque d*W (X1; X; 13 Xq) =
M (1):

Portanto detM (1) = detd®W(x1;  ;Xq) = HessSW(X1;  ;Xq)
para uma sequnciagqueeo ponto cr tico deW e, quesatisfaz (xi+ q =
Xi + p):

Com isto ca provada a formula.

De acordo com o corolario 4, a formula de Mackay e Meiss nos
ajuda a classi car os pontos periodicos de aplicaceesdo tip o twist
gue presenam area usandoa funcao geratriz.

Por exemplo, sea con guracao e um ponto de m nimo nao dege-
nerado entao a orbita periodica O(p) corresponderte e hiperbolica e
o Teoremade Hartman e Grobman [24] nos garante que existe uma
vizinhanca U do ponto p tal que f "jU etopologicamerie conjugada
a suaparte linear Df "(p):

Por outro lado, sea orbita periodica for el ptica, ou sejaseosau-
tovalores e ! saocomplexoscomj j= 1; aderivada, cuja matriz
esemelharne a umarotacao, e insu ciente para dar informaceessobre
a dinamica local em torno do ponto periodico.

Para tratar desta questao, o0 primeiro passoe dado pela Forma
Normal de Birkho, cuja conseqg#nciafundamenrtal e dar condicees
su cientes para que a aplicacao restrita a uma vizinhanca de um
ponto xo el ptico sejado tipo twist. Este e um dos exemplosmais
importantes de aplicaceesdo tip o twist que presenam area.

2.6 M etodos top ologicos

2.6.1 Orbitas periodicas

Nesta subse&ao demonstraremosa existéncia de orbitas periodicas
para as aplicaceesdo tip o twist de uma maneira construtiva, atraves
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da analise da intersea@ao de certos conjuntos e de suaspropriedades.
Suporemosapenasquef : A! Aouf :C! C satisfaz,alemda
propriedadedetwist, a seguirte propriedade de interseaao de curvas:

PIC : Dada qualquer curva fechada simples int (A) ou C;
cujo complemenar nao contenha um disco (intuitiv amerte,
circunda o anel ou cilindro), entaof ( )\ 6 ;: E claro que se
f presena areano anel ou e exata no cilindro, entaof satisfaz
PIC.

No que se segue,denotaremoso anel A ou o cilindro C por M
e um levantamento F de f esta xado. No casodo anel, comof e
um homeomor smo que xa ascomponertes do bordo de A, emcada
componerte do bordo f age como um homeomor smo do crculo.
Assim podemosassaiar um numero de rotacao a cada uma destas
componertes. Denotando as componertes do bordo de A por @Q e @;
vamossupor que

a= (f restrita a@)< (f restritaa@)=

Sef presenar area, entao e possvel mostrar que a desigualdade
abaixo e conseqincia disso mais a propriedade de twist, ver cap. 3,
corolario 6.

Vamos agora considerar o seguirte conjunto

K(p;a) = f(x;y) 2 M : (F9), (e @) = B+ pg; (2.11)

onde (&;¢) 2 IR? e um levantamento qualquer de (x; y): Entao vale a
sequirte:

Prop osicao 9. Para todo racional 5 < p=q< 1 (se M for o
cilindro, vale para todo racional), K (p;g) contem um compacto co-
nexo C(p;d), cujo complementar possui pelo menos 2 componentes
conexas,uma contendoo m inferior de M e outra contendoo m

superior.

Demonstracao. Para q= 1, a prova e imediata a partir da condicao
de twist, pois para cadax 2 S!; existe um unico ponto de K (K e
conexoe e gra co sobreS?):
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Seq > 1, K pode nao ser mais um conjunto conexo, assim e
preciso procurar um compacto conexo, cortido em K; que separe
M como no enunciado da proposicao. Primeiramente, de namos o
seguirte conjunto aberto:
O1=f(xy)2M : (F9),(r ) < B+ pg;
onde (B; g) 2 IR? e um levantamento qualquer de (x; y):
Se M for o cilindro, vamos obsenar que para qualquer g 2 IR
xado, temos o seguirte:
thm (F9,(»;t) = tIIim (F9,(r;t)= 1 (2.12)
Onde (2.12) e conseqédnciada condicao de twist e do fato de que
as nossashipotesesimplicam
t!Iim Fo(r;t) = 1
Assim, existe Const > 0 su cientemente grande, tal que:
O; S'] 1; ConstfeO;\ St ]Const;+1 [= ;
No casode M sero anel efacil ver que O; contemuma vizinhanca
do @ e O; nao intersecta @:
Agora, sejaO, a componerte conexade Oy; que contem
S'' ] 1; Const[; ouno casodo anel, a que cortem @: E, seja
O3 a componerte conexade M nO;; quecortemo m superior de M :
Entaoeclaro que @03) eum compactoconexoC, comono enunciado
da proposicao. Alem disso, da de ni cao de O; temos que para todo
z pertencente a fronteira de Og:
(F9.(®=(@®1+p) C K(p:g):
Vamosagoralembrar a seguirte:
Prop osicao 10. Sez 2 f (C(p;qg) \ C(p;q) ) z e ponto (p;q) pe-
riodico para f
—
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Demonstracao. Para cada 2 2 IR?; seja Vp a reta vertical por e:
Como F edo tipo twist, F(Ve 1)\ Ve = B Agora suponha que
z2 f(C(p;a)) \ C(p;q) :

FA(8) = F(Vea 1))\ VFa(e) =
F(Ve L(e)+( D;O))\ VB+( p;0) = F (Ve L(e+( p;O)))\ Vte+( p;0) =
e+ (p;0)

Assim, z e ponto (p;q) periodico para f .

Finalmente estamosprontos para mostrar a existéncia de orbitas
periodicas com todos 0s numeros de rotacao possveis:

Teorema 10. Dadoumracional 5 < p=q< 1 (seM for ocilindro,
p=ge qualquer), f possuiao menosuma orbita g-periodica com esse
numero de rotacao.

Demonstracao. Pela proposicao 10, e su ciente mostrar que

fF(C(p:@)) \ C(p;a) 6 ;:

Assim, por absurdo,vamossupor quetal intersecao e vazia. Nes-
te caso,comoC(p; q) eo bordo de um aberto homeomorfoa M ; existe
uma curva fechada simples M ; que circunda M ; tal que C(p;Qq)
pertencea uma componerte conexade °©ef (C(p;q)) pertencea ou-
tra. Masissoimplica quef( )\ = ;; o quecontradiz a hipotesede
intersea@ao de curvas.

Tudo o que foi feito anteriormente pode serencortrado em [43] e
[47).

O teoremaacima nao nos da certas propriedadesimportantes que
as orbitas periodicas das aplicaceesdo tip o twist muitas vezestem.
Lembremosa de ni cao de orbita bem ordenada(ver sec. 2.2):

De ni cao: Dizemosqueumaorbita g-periodicafz;f (z);::;f 9 1(z)g
de uma aplicacao do tipo twist f e do tipo Birkho, ou bem
ordenadase:

-parae= (& ¢);E = (&%%) 2 1(fz;f(2);::f9 Y(z)g) com
g < % entao F1(B) < F1(2%; onde : M ! M ea aplicacao
de recobrimerto e {1 e o recobrimerto universalde M .
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Finalmente citaremos, semdemonstracao, 0 seguirte teoremade-
vido a G. R. Hall [42]. Este teorema diz que se uma aplicacao do
tip o twist tem uma orbita periodica com um determinado numero de
rotacao, entao ela tem uma orbita bem ordenada com essenumero
de rotacao.

Teorema 11. (Hall) Dada uma aplicacao do tipo twist f : M ! M
e um racional p=qg sef possuiao menosuma orbita g-periodica com
numero de rotacao p=¢ entao f possui uma orbita periodica do tipo
Birkho com essenumero de rotaceao.

Para uma demonstracao quaseelemenar desseresultado, ver [9].
Finalmente, se f satisfaz a propriedade de intersecao PIC acima
citada, elatem, pelosteoremas10 e 11, orbitas periodicasbem orde-
nadas com todos 0s humeros de rotacao possveis. Agora aplicando
os metodos de aproximacao vistos anteriormente, sec. 2.2, obtemosa
existéncia dos conjuntos de Aubry-Mather com numeros de rotacao
irracionais.

2.6.2 Teorema de Poincar e-Birkho

O teorema de Poincare-Birkho, ou "ultimo teorema geometrico de
Poincare" e um resultado muito importante, nao so porque foi moti-
vado por aplicaceesmednicas (problema restrito dos 3 corpos), mas
tambem porque deu nicio a uma importante areade pesquisadentro
dos sistemasdinamicos. Basicamerte, ele consiste numa generali-
zacao do teorema 10 sem a hipotese de twist. Vamos entao a um
enunciado.

Suponha que h : St [0;1] ! S! [0;1] seja um homeomor-
smo que presena area, homotopico a identidade, isto e, se f :
IR [0;1]' IR [0;1] e um levantamento de h; entao R(z+ (1;0)) =
fi(e) + (1;0) paratodoe2 IR [0;1]eh(S' fig)= S' fig, para
i = 0;1. Do fato de h serum homeomor smo, segueque h jsi; g €
um homeomor smo do crculo, parai = 0;1: No que se seguevamos
supor que os numerosde rotacao desseshomeosdo c rculo satisfazem
a seguirte condicao:

(hjsit og) <0< (hjsis 1)
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O teorema que sera demonstrado nessasecao nos diz que, dadas
as hipotesesacima, entao h tem pelo menos1 ponto xo. Na verda-
de e possvel provar a existeéncia de pelo menos2 pontos xos, mas
issonao sera feito aqui. Existem diversasversesdesseteorema, des-
de "correcees" das primeiras demonstraceesfeitas por Poincare, ate
provas modernas, que dao mais informacao sobre as orhitas.

Uma tendéncia muito importante que se iniciou com o trabalho
de Kerekjarto foi a ligacao entre essateoria e o estudo dos chamados
homeomor smos de Brouwer, que sao homeomor smos do plano que
presenam orientacao, sempontos xos, ver [40], [37], [65] e [32] por
exemplo.

Podemos citar como referéncias basicas as seguirtes: Poincare
[62] e os trabalhos de Birkho [15 e [17], no primeiro provando a
existeéncia de apenasum ponto Xo e no segundocom uma prova
mais topologica, garantindo os 2.

Para mais algumasverseesinteressarnes do teoremade Poincare-
Birkho, ver por exemplo[20], [21], [8], [3]] e [43].

A demonstracao apresernada aqui e a que apareceem [15].

Demonstracao. A prova sefa feita por absurdo. Assim, vamos supor
gue existe h satisfazendoas hipotesesacima, sempontos xos. Nesse
caso,comoA = St [0;1] e compacto, existe > O tal que

distancia(h(z);z) > ; paratodoz?2 A:

Sejaf: IR [0;1]' IR [0;1] um levantamento de h: E obvio que
podemosestenderf ao plano todo da seguirte maneira:

dado BT (®; @) 2 IR [0;1]; de nimos
< B(e;1)+ (O;e 1), seg>1
Aext (B) = e
- A(e0)+ (0;p); seg<0

E claro que fexe € um homeomor smo do plano, sempontos xos
tal que distancia(Bex (); ) > para todo 2 2 IR?: Vamos agora
chamar ey simplesmerte de B e consideremosa seguirte perturbaceao
defi: Para0< < ;sejafl ()= (e + (0; ):
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Daescolhade > 0;eclaroquef naotem pontos xos. Mais ain-
da, comof(IRf Og) =IRf Og; temosquef (IRf Og) =IRf g: Co-
mof presenaareanafaixalR [0;1]ef (IR [0; D\IR [O; [= ;, te-
mos que para algum inteiron > 0, 8"(IR [0; D\IRf 1g6 ;: Assim,
existek > 1tal queBK(g) = B; come 2 IRf Oger 2 IRf 1g:

Vamos agora considerar o segmemo de reta ro de extremos gy e
2 = f (m): Eclaroquery IR [0; Jero[ 8 (ro)[ =:[ 8% (ro) e
um arco simplescont nuo quecomeaemey 2 IRf Og e termina
empe 2 IRf 1g:

Agora e necesario apresenar a seguirte de ni cao:

Deni cao (Ind ce de uma curv a): Dada uma curva simples

[0;1] ! IR? de nimos o seu ndice com relacao a um homeo-
mor smo f da seguirte forma; sejaH :[0;1]! S* dada por

RC®) ®
RC@®)
Vamos agora tomar um levantamento de H; denominado 1§ :

[0;1]! IR. Entaoo ndice e de nido comoind( jg) = (1)

¥ (0): E claro que o ndice nao depende da particular escolha
do levantamento, pois 2 levantamentos distintos diferem por um
inteiro.

H(t) = ; parat 2 [0; 1]:

E facil ver quef () [ B%(ro): Assim, para ! 0; 0o ndice
da corresponderte  orientada comin cio emey; € m em B satisfaz
ind( Jg )! 1=2:

Sejaagora um arco simples,tal que IR ]0;1[ € um extremo
de pertencealRf Og e o outro pertencea IRf 1g: Tomando um
transladado de  podemossupor que \ = ;: Sejaagora a
curva fechadasimplesformadapor ; edoissegmeros horizontais,

o IRf Oge ; IRf 1g. Comof nao possuipontos Xos,

ind( jg )= 0:Como# (e+(1;0)) = R ()+ (1;0) paratodo & 2 IR?;
obtemosqueoind( jg )! 1=2; quando ! Oe e percorridade
baixo para cima, isto e,de IRf Og atelRf 1g:

Assim,ind( - jg) = 1=2:Sejaagora = f( ): Fazendoaanalise
anterior utilizando fi ! aoinvesdefi e aoinvesde obtemosque
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ind( » jg 1) = 1=2. Masisto cortradiz a seguirte propriedade sobre
ndices, de facil veri ca cao:
ind( - jg) = ind(R( ). jg 1)
O que garante a existeéncia de pelo menosum ponto xo para fi:
—t



Cap tulo 3

Curv as Invarian tes

Este Cap tulo trata da nocao de curva rotacional invariante por uma
aplicacao do tip o twist e de suaspropriedades.

Deni cao 11. Dizemos que e uma curva rotacional invariante
por uma aplicacao do tipo twist f se e a imagem de uma cur-
va parametrizada cont nua, fechadae simples (sem auto-intersecao),
homotopi@mente nao trivial, tal quef () =

Por exemplo, o cilindro esta completamerte folheado por cur-
vas rotacionais invariantes pela aplicacao que no recobrimerto, se
escreeF (x;y) = (x+y;y) erestrita acadauma dascurvas(y=const.)
temos uma rotacao.

Vale portanto, perguntar se aplicaceessu cientemente proximas
a f possuemcurvas rotacionais invariantes. Birkho [18] provou e
possvel destruir as curvas invariantes rotacionais com numero de
rotacao racional.

A existenciade curvas rotacionais invariantes com numero de ro-
tacao irracional e parte dos resultados obtidos por Kolmogorov, Ar-

99
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nold e Moser, num contexto m-dimensional, que fornecemcondicees
su cientes para a existénciade toros invariantes ( Teoria KAM).

O casobidimensional e particularmente interessarte, pois o com-
plemertar de uma curva rotacional invariante tem duas componertes
conexashomeomorfasao cilindro que sao invariantes por f e, portan-
to, asorbitas cam con nadas a essagegiees.

Em particular, seexistem curvasinvariantes contidas emtodasas
vizinhancasde um ponto xo el ptico, entao esteponto e estavel

De fato, este exemplo e uma das motivacees historicas para a
investigacao da existéncia de curvas invariantes, conforme pode ser
visto no livro de Moser, Stable and Random Motions in Dynamical
Systems|[60].

De acordo com Moser, esta motivacao vem da Mec#nica Celeste
e trata do problema da estabilidade do sistema solar. Este proble-
ma fundamertal dos sistemasdinamicosenvolveu matematicos como
Laplace, Lagrange, Poisson, Weierstrass, Poincare, Birkho, entre
outros e tema de intensa pesquisaate hoje.

3.1 O Teorema da Curv a Invariante de
Birkho

Iniciaremos com a prova do Teoremada Curva Invariante de Birkho ,

cuja conseqédnciamais importante e que toda curva rotacional inva-

riante projeta-seinjetivamerte sobre S* e portanto, e um gra co.
As referénciasque usamosaqui sao [29] e [38]

Teorema 12. Sejaf : S! IR! S' IR uma aplicacao do tipo twist
que preservaarea. SupnhaqueU S! IR seja um sulronjunto
akerto tal que

() U e homeomorfo ao cilindro S* IR

(ii) U e invariante por f

(iii) existemnumeros a < b tais que

S (1 ;a U S [b1)

(iv) int(U)=U

Entao @QJ, a fronteira de U, e o gra co de uma funcao Lipschitz
g:s'! R
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Corol ario 5. Se e uma curva invariante rotacional, isto e, nao
homotopi@mentetrivial, por uma aplicacao do tipo twist quepreserva
area entao e o gra co de uma funcao de Lipschitz.

Demonstracao. (do teorema12) Observemosinicialmente que:

(&) U e U sa0 conexos

(b) O complemenar U¢= S! IR U econexo

(c) @QJ e conexo(para a prova dissoveja Newman [61]) e seuma
curva simples fechada (de Jordan) cortida em U limita uma regiao
simplesmerte conexa,entao nao ha pontos de @J no interior da curva.

Provaremosinicialmente que a restricao da projecao canénica 1 :
S! IR! S! aosubconjunto @ einjetiva ( poisja e sobrejetiva).

Em seguida provamos que a funcao g( ) = supfy 2 IRjf g
(1 ;y]l] Ugeuma funcao de Lipschitz.

Vamostrabalhar no recobrimerto universal :IR*>! S! IR do
cilindro e xar um levantamento F : IR> ! IR? def .

Considereo subconjunto U; = 1(U), aberto conexoe simples-
mente conexo,invariante por F e invariante por translaceeshorizon-
tais (T(x;y) = (x;y) + (1;0).

SejaV = f(x;y)j(x;y1) 2 Uz;8y1 2 [a; y]g subconjunto de
pontos de U; acessveispor semi-retasverticais.

EntaoV e um aberto em IR? conexopor caminhos. Provaremos
gue U; = V usandouma sequenciade lemas.

Lema 17. Sejam| = [x1;X2] um intervalo ey 2 IR tais que (X1;Yy)
e (Xz;y) pertencemaV el fyg U;,entaol [a;y] Us.

Demonstracao. SeD'(x;y) denotaa semi-retavertical fxg (1 ;y).
Considerea curva U; simplese fechada, formada por |  fag[
| fyg e por segmetos verticais cortidos em[ D' (x1;y) [ D' (x2;y)
eacimadey = a. Entao  separao aberto U;.

Se contemum ponto da fronteira de U; no seuinterior, entao,
como @J; e conexa,toda a fronteira de U; esta cortida no interior
de , o queeum absurdo.

Mas seinterior de  contem um ponto do complemenar a U; no
entao contem tambem um ponto da fronteira, o que, comoacabamos
de ver, nao ocorre.
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Logo, todo ponto do interior de  esta em U;. Isto signi ca que
I [ajy] Ui

Denotemospor @,V a fronteira de V em U; ou seja, o subcon-
junto de pontos p de U; tais quetodo aberto que contem p, intersecta
V eoseucomplemernar emUy, U V.

Lema 18. @,V e a uniao disjunta (possivelmenteenumeravel) de
segmentosverticais S; com extremidadesem @J.

Alem disso, sep 2 S; entao toda bola centrada em p e suldividida
por S; em dois akertos U e U; um dois quais e disjunto de V.

Demonstracao. Paracadax 2 IR, considereaintersecaofxg [a;1 )\
U; da semi-reta vertical, denotada por D*(x), que passapor x com
o aberto U;.

SejaS uma componerte de D *(x) que contenha um ponto (x;y) 2
@,V. Podemosescreer S = fxg (y1;y2) com (X;y1) e (X;y2)
pertencertesa @J; eV \ S = ;. Note que qualquer ponto de @, V
esta cortido em um intervalo S

ProvemosqueS @),V . Paraisso,bastaprovar que S\ @,V e
aberto e fechadoem S

Tomemosuma vizinhanca aberta de (x; y) em U; da forma W =
I (y ;y+ )ondel eum intervalo aberto que contem x.

Obsenequese(x%y) 2 W\ V entaofx%y (y ;y+ ) V.

LogoV[ W = [f x% (y ;y+ ))eauniaodesegmeros verticais
efxg (y ;yt+ ) @,(V\ W). Portanto S\ @,V eaberto em
S. Como etambem fechadoem S, conclumosque S\ @,V = S, ou
sejaS @, V, comoquer amosdemonstrar.

Obseneagoraquese(u;y) e(v;y) pertencemaW\ V, comu < v,
ertao peloLemaanterior [u;v] (y ;y+ ) V. Isto signica que
seW contem pontos de V em ambos osladosde W S entaotoda
a faixa ( incluindo os pontos de S) estara cortida em V, o que e um
absurdo.

Portanto, existeum numero > 0 pequenotal que(x ;x+ )
(y ;y+ ) [fxg (y ;y+ )] possuiduascomponertes, uma
contida emV, outra emU; V.

Como existem no maximo uma quantidade enumeravel de inter-
valosdotipoS @,V acima, conclumos a prova do Lema 18.

Denotemospor S; os"p orteesverticais": sub-intervalos verticais
gue formam o conjunto @, V.
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Lema 19. Para todo i, U; S; e a uniao de duas componentes
conexas,uma das quais e disjunta de V e tem fronteira disjunta de
S;, paraj 6 i.

Sgyue entao que a componente de U;  Sj, disjunta de V, tem
fronteira formada por S; e um sulconjunto da fronteira de U; (uma
"bolsa" inacessvel por segmentosverticais contidos em U;)

Demonstracao. Vimos, no Lema 18, que todo ponto p de S; contem
uma vizinhanca Z, tal queZ, S = V°[ U%comV?® Vv eU?®
U V.

Seja A; a componerte cortida em U; V. A; e uma "bolsa"
inacessvel por verticais que situa-sea esquerdaou a direita de S;.

Suponha, por absurdo, que exista um caminhoem Uy iniciando em
algum ponto de A; e nalizando emum ponto no interior do segmero
S;, paraj 6 i sempassarpor nenhum portao Sx. Prolongando este
caminhoateo interior de S, constru mosum caminho emU; [ xSk
ligando S; com S;.

Prolongandoum poucomais para a esquerdaou para a direita,
de modo a entrar no subconjunto V e nalmente, usandoduas verti-
cais, obtemosuma curva fechada que liga dois pontos de S*  fag,
passapelos porteesverticais S; e S; e e disjunta de @J;.

Pelo Teoremade Jordan, estacurva separao plano em duascom-
ponertes conexas.

Mas as extremidadesdossegmeros S; e Sj, que cam em compo-
nentes distintas de IR? pertencema fronteira @J;, que e conexa.
Obtemos assim uma contradi cao.

Com isso conclumos que a fronteira de cada bolsa A; e a uniao
de S; com um pedaco da fronteira de U;.

Seguedo Lema 18 quecly,Ai = Ai[ Si eV \ cly,Ai = ;.
Designemospor R;, i 2 J, todas as componerte conexasde U;
cly, V quesituam-sea direita de S; e por E; aquelasque seencortram

a esquerdade S;.

ObservequeseR = [ R; eE = [ E; entao,U; = cly,R[ cly,E[ V.

Vamos agora obsenar como se comportam os subconjuntos V,R
e E em relacao a aplicacao F, que estamossupondo e do tip o twist
para a direita.
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Lema 20. Nas hipotesesdo Teorema de Birkho (Teorema 12), e
usandoa notacao de nida nos Lemas18 e 19 temos:

(1) F(V)\ cly,Ex =;

(F Y(V)\ cly,R¢ = ;

(3) F (cly,Ex)\ V = ;

(4) F 1(C|U1E)\ ClUlR =,

(5) F(cly,R)\ cly,E =

Demonstracao. (1) Se(x;y) 2 V entao, por de nicao (x;sy) 2 U,
paras 1, e segueda invariancia desteconjunto, que F (x; sy) 2 Uj.
Como F e do tipo twist para a direita, a curva F(x; sy) intersecta
cadareta vertical no sertido da esquerdapara a direita.

Mas, por de nicao as bolsasE; estao sempre a esquerdade S;
e portanto, se houvesseum ponto de F(x; sy) em E; entao, usando
uma construcao semelhare a feita no Lema 4, isto e, conectandoum
ponto de E; a um ponto de V, obter amos uma curva que separa
pontos da fronteira de U;, o que e um absurdo.

O mesmoe valido para a intersecao daimagemde V comcly, Ex

A prova de (2) seguede modo analogo aplicandoa F !, queedo
tip o twist para a esquerda.

A prova de (3) eimediata a partir de (1), umavezquese(x;y) 2
F (cly,Ex)\ V entaoF(x;y) 2 F(V)\ cly,Ex = ;.

(4) SeF *(cly,E)\ cly,R 8 ; etaoF *(cly,Ex)\ cly,R;i 6 ;
para algum par i; k.

Como as bolsascly, A; sao disjuntas duas a duas e conexas,em
vista do item (3) do Lemaacima, devemoster F (cly, Ex) cly,R;.

Porem, F 1(Sy) intersecta S; transversalmerte, no sertido da
direita para a esquerda.Portanto,F 1(Sx)\ R; 6 ; eF 1(S)\V 6

Pela monotonicidade de F ! restrita a cada segmemo vertical,
vemosissoimplica que F 1(V)\ R; 6 ;. O que e um absurdo.

LogoF I(cly,E)\ cly,R=; istoe, F I(cly,E) E

Analogamerte obtem-seque F ((cly,R)\ cly, E = ;, concluindo a
prova do Lema 20.

Usandoa invarianciade U; e a decomposicaoU; = cly, R[ cly, E[
V, obtemos, em particular que

F (cly,E) E eF(cly,R) R
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Mas se isso ocorresse,entao o aberto F (R F(cly,R)) seria
um subconjunto errante, contradizendo o Teoremade Recorrénciade
Poincare (veja [10)).

Defato, sep2 F (R F(cly,)R) entao, comoF presenaarea,o
Teoremade Poincare nos diz que para toda bola aberta B, contendo
p, existe um inteiro n tal que F"(Bp)\ Bp 6 ;.

TomemosB, F (R F(cly,R)) de modo queF(B,) (R
F(cly,R), F?2(Bp) (F(cly,R) F?(cly,R)), eassimpor diante, ate
n para chegaraconclusasodequeF"(By) F"(cly,R) F(cly,R)

R

Logoseq?2 F"[Bp]\ Bp, entao, F(q) 2 F(cly,R) R aomesmo
tempoqueF(q) 2 R F(cly,R). Uma cortradi cao.

Podemosdestaforma concluir que R = ; e analogamerte E = ;.

Segue-sgque U = V, ou seja, todo ponto de U e acessvel por
retas verticais.

Para concluir a prova do Teoremade da Curva Invariante de
Birkho, basta provar que @J; nao contem segmero vertical.

Mas isto segueda condicao de twist poisseS @J; e um seg-
mento vertical, entao pontos de U; a direita (ou a esquerda)de U,
seriam levados por F em pontos de U nao acessveis por verticais.
Um absurdo.

Conclu mos assim que @J; e graco de uma funcao cont nua

1(x) = supfyj(1 ;y) Uig, tal que 1(x+ 1)= 1(x).

Lema 21. 1(x) e uma funcao de Lipschitz.

Demonstracao. Suponhamosque F sejado tip o twist para a direita,
de modo queexisteum numero tal que @F; > emumavizinhanca
de @, = graf ( 1).
Tomemosum par de pontos (Xo; 1(Xo)) € (x3; 1(x3)) com xq <
0
XO-
Se 1(xo) > 1(x§), entao

Fi(xg; 1(xo0))  Fu(xd; 1(x@) > [ 1(x0)  1(x{I:

Mas pela continuidade da derivada e da funcao 1, existe uma
constarte positiva L tal que
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Fi(xd; 1(x0)) Fi(xo; 1(X0)) < L[X§ X0l

Usando a monotonicidade da funcao x ! Fi(x; 1(x)) temos
Fi(xg; 1(x9)) > Fi(xo; 1(x0))-
Juntando todas essasdesigualdadesobtemos:

Fu(x3; 1(x0)) LIX§ Xol< Fi(Xo; 1(X0)) < F1(x$; 1(x3))
< F1(x3; 1(x0)) [ 1(xo) 1(xQ1:

Isto e:
[ 1(x0) 2(xI<L *x§ X

Se 1(Xo) < 1(x9), procedemosanalogamerie usandoF ! para
obter

[1(x})  1(xo)] < L°O *[x3  xol:

para outras constartes L%e 9, concluindo assima prova do Lema.

Usando a periodicidade de ; obtemosque @J tambem coincide
como gra co de uma funcao de Lipschitz, , de nida em S?.
Com isso, ca concluda a prova do teorema 12

3.2 Propriedade variacional das curvas
invarian tes

No Cap tulo 2, utilizamos a funcao geratriz (ou princ pio variacional)

para obter orbitas periodicase os conjuntos de Aubry-Mather.
Provaremosnesta secao que as orbitas contidas em curvas rotaci-

onais invariantes estao assa@iadasa con gura ceesminimizantes.

Prop osicao 11. Seja uma curva invariante rotacional por uma
aplicacao do tipo twist quepreservaareaf : S IR! St IR.
Entao toda orbita em e minimizante glokal, isto e, se(X;;Vyi) =
f(Xi 1;¥i 1), i 2 Z e uma orbita contida em e h e a funcao
gematriz de f, entao dados quaisquer dois numeros inteiros n < m
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e uma sequencia qualquer zn; Zn+1 ;15 Zm COM Zy = Xp € Zm = Xm
vale:
X 1 X 1
Whim (zn; 55 2Zm) = h(zi;zi ) h(xi;Xi+1) = Wam (Xn; 225 Xm)
i=n i=n
Demonstracao. Pelo Teoremada Curva Invariante de Birkho, exis-
te uma funcao de Lipschitz : S'! IR tal que = graf( ) =
f(x; (x))g R.o
Sejah (x;x9 = h(x;x9  (t)dt, onde h e a funcao geratriz
da aplicacao f .
Obsene que pela invariancia de  obtemos uma funcao g(x) =
1 f(x; (X)) ( 1 eaprojecao no primeiro fator) que e um homeo-
mor smo de Lipschitz.
Portanto f (x; (x)) = (9(x); (g(fg)).
Logo, h (x; g(x)) = h(x; g(x)) Xg(x) (t)dt. Mas o Teoremade
Rademader nos diz que , e portanto g e diferenciavel exceto num
conjunto de medida de Lebesguezero.
Portanto, tomando a derivada total na expresse acima temos:
d
a6 g0)) = @nh(x; ge))+ @n(x; g0 g%x) (g g+ (x)(11)
Mas pelade ni caodefuncaogeratriz, f (x; (x)) = (g(x); (9(x)))
see somerte se (g(x)) = @h(x; g(x)) e (x) = @h(x; g(x)).
Susbstituindo estasexpresgesem (11) temos
d
o ey = )+ (@) gAx)  (gxNgx) + (x) =0
Ou sejah (x; g(x)) e uma funcao de Lipschitz com derivada nula
(onde existir).
Logo, h (x; g(x)) = constante = c.
Usemosagoraa condicao de twist que, nasnossashipoteses,impli-
ca @:h < 0, para obter que xado x 2 IR a aplicacao x°! h (x;x9
tem valor m nimo igual a h (x; g(x)).
Defato, g(x) eum ponto cr tico pois@h (x; g(x)) = @h(x; g(x))
(9(x)) = 0.
— i
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Alem disso, como @:h (x;x% = @h(x;x% < 0, a funcao x°!
@h (x; x9 e decrescete.

Portanto, x° > g(x) implica @h (x;x% < @h (x;g(x)) = O e
x%< g(x) implica @h (x;x% > @h (x; g(x)) = 0.

Ou seja, para (x; x% acima (abaixo) do gra co deg, @h (x; x% <
0 (respectivamerte @h (x; x% > 0). Isso claramerte implica que o
mnimo de x ! h (x;x% ocorre exatamerte quando x = g (x9.
Analogamerte, a funcao x ! @h (x;x% e decrescete. ou seja,
x? > g(x) implica @h (x;x9 < @h (x;g(x)) e x° < g(x) implica
@h (x;x9 > @h (x; g(x)).

Geometricamerie isto signi ca que o vetor gradiente r h (x; x%)
aponta para fora do gra co de g.

Portanto c= h (x;g(x)) h (x;x% paratodo par (x; x.

Dadosdois numerosinteiros n < m considereuma sequnciaqual-
QUEr Zn; Zn+1 ;i Zm COMZ, = X, €2Zm = Xm, Onde, comono enunci-
ado da proposicao, a seqencia(x;; (Xj)) corresponde a uma orbita
em .

Entao

X 1
Wom (Zn; 555 Zm) = h(zi;ziv) =

X 1 X 1Z 7,
h (z;z)+ [ (t)dt] =
i=n i=n
X 1 Z Zm
= h (zi;zi+1)+ (t)dt
i=n Xn
A segundaparcela so depende das extremidades.
Mash (x;x9 h (x;9(x)) = ¢= h (xi;Xi+ ), donde conclumos
que Z,
Wom (Zn; Zn+1 ;55 2Zm) (M n)c+ (t)ydt =
Xn
1 VAN
h (Xi;Xi+1) + (t)dt = Wnm (Xn; Xn+1 ;555 Xm)

Xn

R

i=n

como quer amos demonstrar.
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3.3 Inexist encia de Curv as Invarian tes

Vejamosalgumasaplicaceesdo Teoremada Curva Invariante de Birkho .
A referénciapara estasecao e [39).

Prop osicao 12. Sumnha que F seja uma aplicacao do tipo twist e
z um ponto tal que

1(F@) _ |

lim sup K

1(F*(2))
k
Entao nao existe curva invariante  cujo numero de rotacao ()
satisfaz
a< () <b

lim inf = acoma<b

Demonstracao. Escreva z = (Xp;Yp) € S€ja uma curva invariante
gue e o gra co de uma funcao periodica de Lipschitz,
Suponha que z estejaabaixo da curva isto e,yg < (Xg). Seja
Co = (Xo; (Xo)).
Usandoa condicao de twist -uniforme em um compacto (@( 1
F) > ) e o TeoremaFundamertal do Calculo aplicado a funcao
1(F(Xo;(1  )yo+  (Xo)) obtemos

Z,
1 F(Co) 1 F(2)= ; @ 1(F(Xo;(1 )yo+ (Xo))( o(x0) Yo)d

1 F(C) 1 F(@)> ( (X0) VYo)
Dena x; = 1 F(2), Ci = (X1; (X1)) e, por inducao xx =
1 FX(2), Ck = (Xx; (xk)) demodo que ospontos Cy e FK(z) estao
sobrea mesmareta vertical.
Aplicando o0 mesmoracioc nio acima obtemos

1 F(C) 1 FX@ >0

Mas o homeomorsmo g(x) = 1 F(X; (X)) denido pelares-
tricaode F acurva , ecrescete. Logo, g(xo) > X1 implica g?(xo) >
9(X1).
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E X» < g(x1) < g?(xo) e assimpor diante, provamospor inducao
que Xk < g(xo):

Xier = 1 F¥'(z) < 1 F(Cre1) = 9(xk) < g€** (Xo)

Conclu mos assimque

k
Xk _ 9(xo0)
k k

O queimplica

lim supw 0

Analogamerte se 0 ponto z estiver acima da curva invariante
obteremos )
L F*(z
() lim inf %

Corol ario 6. Supnhaque 1 < ; sejamduasfunceesde nidas no
crculo cujos gracos 1 € 2 Sejam curvas invariantes rotacionais
por um aplicacao F do tipo twist que preservaarea.

Se ( 1) e ( 2) denotam os respectivos numeros de rotaceo,
entao ( 1)< ( 2)

Demonstracao. Segueimediatamente da Proposicao 12 que ( 1)
( 2). Vejamoscomo usar a condicao de presenar areapara obter a
desigualdadeestrita.

Caso A: Numero de rotacao irr acional

Se ( 1) ou ( ) eirracional, entao ( 1) < ( 2).

Suponha que ( 1) sejairracional. Sejamg; e g 0s homeomor-
smos crescenes de nidos pelarestricsode F a ; e , respectiva-
mente. E claro que (gi) = ( i), parai = 1;2. Alem disso, como
estamossupondo que F e do tipo twist, a hipotese 1(x) < 2(x)
implica a desigualdadeg; (x) < g2(x).

Sejam > Otal queparatodox 2 IR, gz2(x) gi(x)+ m. Tomemos
um corvergerte mpar por fraceescont nuasde (0:1), p=gq2 Q tal
gue 1=q< m. Entao,% T < (o) < %

Obsene que existe um ponto xo tal que gd(xg) X0 > p m.
Casocortrario, paratodo x 2 IR ter amosgl(x) x p m, oque
implicaria, usandoinducao e uma somatelesmpica,
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gi’(x) x np nm

Dividindo tudo por n e tomando o limite quandon ! 1 ter amos

uma corntradi cao
p m
(01) q 9

Portanto, seguepor inducao e da de ni cao do numero m, que

ga(Xo) > gj(xo) + m > p+ m pois, para todo k temos que g (x) >
K PR, k+1 k K+1

ok (x) implica g5™ (x) > ga(g5(x)) + m > g™ (x) + m.

Logo, gd(x0) > Gu(g§ "(Xo)) + m > gi(xo) + m> p+ m

Usando o mesmo argumerto anterior, issoimplica que (gz)
p=q > (g1) como queramos demonstrar. Se (g.) for irracional,
procedemosanalogamerne. Observe que ate agora apenasusamosa
condicao de twist.

Restaprovar o casoonde osdois humerosde rotacao saoracionais.
Aqui, usa-seque F presena area.

Caso B: Numero de rotacao racional

Suponhaque ( 1) = ( 2) = p=geque ;1 6 ,. A ideiae
cortruir um quadrilatero Q de area nao nula, limitado por curvas
cort nuas, que contem estritamente a suaimagem por uma aplicacao
gue presena area. Isso e obviamente impossvel.

Escreva, comoacima, ; = graf ( ), com ;< ,. Nessecaso,
existe um ponto (X1; 1(X1)) tal que F9(x1; 1(X1)) = (X1; 1(X1)) +
(p; 0).

Ou melhor, z; = (X1; 1(X1)) eum ponto xo da aplicacao
Tp F9ondeT p(x;y) = (X;y) (p;0) eatranslacao.

Sejaz, = (X2; 1(x2)) o primeiro ponto xo deT , F9 situado
em , a direita de z;. Nao esta descartadaa priori a coincidéncia
X1 = Xo.

O quadrilatero Q e limitado pelasseguirtes curvas:

os segmettos verticais V1 =: [(X1; 1(X1)); (X1; 2(X1))] e

Va2 =0 [(X2; 1(X2)); (X2 2(X2))]

oarcoem j entre (X1; 1(X1)) e (X2; 1(x2))

oarcoem ; ertre (X1; 2(X1)) € (X2; 2(x2)).

Provemosentao que aimagemde Q por T , F9 esta cortida em
Q. Paraverisso,bastaveri car asimagensdossegmeros verticais V;
sao0 curvasinteiramente cortidas no interior de Q. De fato, aimagem
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de Vi e um caminho negativo (veja Cap. 4), portanto, esta sempre
a direita de Vi, mais precisamerte, se (t) e uma parametrizacao de
T p F9Vi) com (0)= z; etao 1( (t)) > X1, paratodot & 0.

Alemdisso,x; < 1 T p Fq(Xl; 2(X1)) < Xo.

Analogamerte, a imagem de V, e tambem um caminho negativo
gue termina no ponto X0 Z, e que esta inteiramente a esquerdade
Vo einiciaemT p F9(X2; 1(x2)):

Pela de ni cao de numero de rotacao, e pela invariancia por F,
conclui-seque osarcosem ;; i = 1;2 sao invariantespor T , F9.
Dessaforma, conclui-seque imagemde Q esta inteiramente cortida
em Q, absurdo. No casoem que x; = Xz, tambem chegamosa um
absurdo, pois a imagemde uma vertical por T , F9 e um caminho
negativo, portanto um arco vertical nao pode serinvariante.

3.4 Causticas e curv as invarian tes em bi-
Ihares convexos

No Captulo 1, vimos o exemplo do bilhar el ptico, cujo espao de
faseetotalmente folheadopor curvasinvariantes, algumasrotacionais
outras homotopicamerte triviais. Como vimos, as curvas invariantes
rotacionais estao assaiadas aos raios gque intersectam o eixo maior
da elipseem pontos fora do segmemo entre osfocos.

As curvashomotopicamerte triviais estao ass@iadasaosraios que
intersectam o segmetto entre os focos.

Separandoestesdois subconjuntos de curvas, temos os raios que
passam pelos focos, e que correspondem a duas curvas invariantes
rotacionais que se intersectam na orbita periodica de per odo dois
corresponderte ao diametro (eixo maior).

As curvasinvariantesrotacionais de nem umafam lia deraios que
tangenciam uma elipse confocal com a elipse bordo do bilhar. Esta
bela propriedade, e valida em geral para os bilhares corvexos. Em
outras palavras, cada curva rotacional invariante de ne uma famla
deraios que tangenciamuma curva, denominadacaustica, no interior
do bilhar. Esta secao, que e baseadaem [27] e [64], descrewe algumas
propriedadesdas causticas nos bilhares.

Deni cao 12. Uma caustica no bilhar de nido por uma curva e
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uma curva situada no interior de tal quetodo raio tangentea
sere ete em emum raio tangente a

Prop osicao 13. A cada curva rotacional invariante e diferenciavel,
contida no anel S*  (0;5) ouem S* (5; ), esta asseiada uma
caustica no interior do bilhar.

Demonstracao. Seja uma curvarotacional invariante queeo gra co
deuma funcaodiferenciavel’ de nida nobordodobilhar . Se (s)e
a parametrizacaode por comprimento de arco,ertao = (s;' (9)).
Vamossupor 0< ' (s) < 5 de classeC!.

Sejav: (s) = co' (s)) Us) + sen(' (s)) (s), onde (s) e o vetor
normala noponto (s). v (S) eum campo de vetoresunitario que
faz angulo' (s) com atangente a .

Considerea fam la deraios de nida porr(s; )= (s)+ v (S).
Queremoscalcular a envoltoria desta fam lia ou seja queremosen-
cortrar uma funcao (s) tal queacurva (s) = (s)+ (S)v (s) e
tangente aoraio r(s; ) no ponto (S).

Mas, usando as formulas de Frenet, %s) = k(s) (s) e Ys) =

k(s) Ys) temos:

B = A+ A (9+ (Ik(s)+ " AV ° (s);

ondev ?(s) = sen(' (s)) Us)+ cog’ (s)) (S).
A condicao de tangé&nciaimplica

< Ys)iv7(s)>=0
ou seja:

sen(’ (s)) + (S)[k(s) + " AN = 0

Esta e a chamada condicao de focalizacao de fam lia de raios.

Se[k(s) + ' Us)] 6 0, entao obtemos uma caustica assa@iada a
curva invariante (s) = (s) + %ﬁgl—nv (s):

Se[k(so) + ' Aso)] = 0, entao a condicao de focalizacao implica
qgue sen(’ (so)) = 0, ou seja(so;' (Sp)) € um ponto da fronteira do
anel,' (sp) = Oou , contradizendo a hipotese.
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Assim como as ewolutas das curvas planas, em geral as causticas
de bilhares podem nao ser curvas regulares. Entretanto, e facil des-
crever condiceespara quesea curva invariante estiver su cientemerte
proxima do bordo do anel entao a caustica e uma curva regular.

Obserne tambem que a aplicacao do bilhar e invariante pela re-
ex-aoemtorno dareta = 5. Isto implica que seuma curva invari-
ante cruza estareta entao a cautica pode nao ser regular.

Vejamos novamerte o casodo casodo bilhar na elipse: seja O
a orbita periodica, de per odo dois, corresponderte as extremidades
do eixo maior. Esta orbita e hiperbolica e as variedadesestavel e
instavel, W3(O) e WY (0), respectivamerte, sao duas curvas invari-
antes que contem O. A caustica ass@iada a essascurvas coincide
com os dois focosda elipse.

A proxima proposicaotrata de uma daspropriedadesinteressares
das causticas. Ela nos ensinaa desenhara fronteira  de um bilhar
a partir de uma curva corvexa C dada, de modo que C sejauma
caustica. Para isso,faca um laco, com folga, em torno de C, estique-
0 com um lapis e faca-o deslizar, bem esticado, em torno da curva.
A curvatracada e o bordo deum bilhar com caustica C.

Prop osicao 14. (O parametro de Lazutkin) SejaC uma caustica
de um bilhar convexocom fronteira amlas orientadas positivamente
(sentido anti-horario).

Dado um ponto y 2 C, considere o raio positivo ry tangentea C
emy. Sejamx 2 ry\ ez 2 C o ponto da caustica tangenteao raio
re etido emx.

Sem(y;z) = comprimento dearcoem C entrey ez, jy X j=
dist(y;x), j x zj= dist(x; z) entao:

jy xj+jx zj m(y;z)= constante
Chama-separametro de Lazutkin a constante assaiada a caustica.

Demonstracao. Utilizando a notacaoda proposicao anterior, seja (S)
a parametrizacao do bordo . Uma parametrizacao de C e dada por
+(s) = (s)+ (s)v(s), ondev(s) eum vetor unitario.
Portanto, como . {s) e paralelo ao vetor unitario v(s) e ses; <
Sz, temos
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Z,
m( +(s1); +(s2)) = j +%s)jds=
S1
Z,
(s2)  (s1)+ < Ys)v(s) > ds

S1

Por outro lado, a caustica pode ser parametrizada no sertido con-
trario, (s)= (8)+ (8)¥(s), usando-seo raio re etido ¥(s) tal que
< qs)v(s)>= < qs):¥(s)> e
< (s);v(s) >=< (s);%(s) >.

Portanto,

m( (s1); «(s1)) m( (s2); +(s2)) =

m(  (s1); (s2)) + m( (s2); +(s1))
m(  (s2); +(s1)) m( +(s1); +(s2))

Mas
z,,

m( +(s1); +(s2)) = (s2) (s1)+ < %s);v(s) > ds
z.,

m( (s2); (s1) = (s1) (s2)+ < %s);%(s) > ds

Ecomo,m( (sz); (s1))=m( (s1); (s2)) e
< Ys);v(s) >= < qs);¥(s) >, obtemos:
m(  (s1); +(s1)) m( (s2); +(s2)) =
(s1)  (s2)+ (s1) (s2)

Isto e:
(s2)+ (s2) m( (sz; +(s2)) = (s1)+ (s1) m( (s1); +(s1))

Para concluir a prova da proposicao, basta usar o fato de que
(s)=1j«+(s) (s)ie (s)=] (si) (s

O proximo teorema e conseai®nciado Teoremada Curva Invari-

ante de Moser. De acordo com R. Douady, este teorema foi provado
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inicialmente exigindo-seum alto grau de diferenciabilidade para a
curva do bordo do bilhar, estaversao encortra-se em [27]. Na secao
3.6, provaremosuma versao mais simpli cada do teoremade Lazut-
kin.

Teorema 13. (Lazutkin) Sea curva do bilhar for estritamente con-
vexa (curvatura positiva) e su cientemente diferenciavel ( de classe
CKk 6), entao existe uma fam lia de causticas numa vizinhanca
do bordo do bilhar, cuja uniao tem area positiva.

3.5 Bilhares sem curv as invarian tes

Nesta secao, mostraremosque para um bilhar em uma regiao corvexa
limitada do plano, cujo bordo e uma curva C? com pelo menosum
ponto de curvatura zero, nao existem causticas. Ou seja, 0 twist
mapping ass@iado nao possui curvas rotacionais invariantes. Essa
analise esta baseadano trabalho [54].

Considerandoagoraesseresultado juntamente com o teorema 19,
obtemos:

Teorema 14. Seja uma curva C? com pelo menosum ponto de
curvatura zero, tal quea componente conexalimitada do seucomple-
mentar e convexa. Entao o bilhar a ela ass@iado possui a seguinte
propriedade:
Existe (po; o) 2 10; [ tal quese (pn; n) denota a orbita de
]

(po; o);entao , "t O0e , "'t

Como ja foi dito, e natural de nir a aplicacao do bilhar no anel
(s;r=cog ))2S! [ L1];ondep= (s): O queo teoremadiz,
e que existe uma orbita cujo ! -limite esta contido no bordo superior
e o -limite esta contido no bordo inferior. Geometricamene, do
ponto de vista da bolinha quicandona curva, estacondicao e bastante
surpreenderte. Convidamos o leitor a fazer alguns desenhospara
ertendé-la corretamerte.

A prova do teoremaconsisteem veri car que a existénciade pelo
menosum ponto de curvatura zeroimplica na nao existénciade curvas
rotacionais invariantes. Isto sem feito exibindo uma condicao geral
sobre as funceesgeratrizes de aplicaceesdo tip o twist.
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Lema 22. Sejaf : S [ L;1]! S' [ 1;1] um difeomor s-
mo C! do tipo twist, com funcao geratriz h: Se para algum x real,
@2h(x ;x) + @1h(x;x*) > 0 para quaisquerx ;x*; entao f nao
possui curvas rotacionais invariantes.

Demonstracao. Para que esseresultado possaser mais facilmente
aplicado ao problema do bilhar, faremosas seguirtes convencees:

@-h > 0 emtodo ponto
se(X1;y1) = f (X y); entaoy =  @h(x; x1) ey1 = @h(x; X1)

Por absurdo, vamossupor que existe uma curva rotacional invari-
ante contida emS? ( 1;1). Entao, peloteoremada curva invariante
de Birkho, temosqueelacoincidecomo gra co de uma certa funcao
Lipschitz :S*! ( 1;1): Assim, f(x; (x)) = (s(x); (s(x))); on-
de s(x) e um homeomor smo do crculo. Comof e pelo menosC?,
presena orientacao (conseqncia trivial de detlDf] 1> 0) e
e Lipschitz, segueque s tambem e Lipschitz e s(x + 1) = s(x) + 1.
Fixado x; vamosde nir x; = s(x) ex 1 = s *(x): Do fato do gra co
de serinvariante, segueque

@h(x 1;x) + @h(x; x1) = 0; paratodo x 2 S:

Vamos agora lembrar que apesar de uma funcao Lipschitz nao
ser necessariamete diferenciavel em todo ponto, ela e diferenciavel
em quasetodo ponto (g.t.p.), com respeito a medida de Lebesgue.
Assim, podemosescreer, para quasetodo x:

ds 1(x)
dx

ds(x)
dx

@:h(x 1;x%) + @2h(x 1;x)+ @2h(x; x1)

+@1h(x; x1) = 0;
0 que nos da

ds 1(x)
dx

Agora note que:

ds(x) _
dx

@:h(x 1;x) +@2h(x; x1) (@2h(x 1;x)+ @1h(x; x1)):

para todo ponto (x; x%; @-h(x; x% > 0
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asfunceess(x) es 1(x) sao ambas estritamente crescetes (le-
vantamentos de homeomor smosdo c rculo) e Lipschitz, assim

. . 1
comoelassaoderivaveisq.t.p., segueque% > Oe% >0
para quasetodo x

Assim, @;h(x 1;x) + @1h(X; x1) < 0 para quasetodo x. O que
implica que @:h(x 1;x) + @:h(x; x1) 0 para todo x: Mas isto
cortradiz a hipotesedo lema e portanto termina a prova.

Vamos agora voltar ao problema do bilhar. Para que possamos
aplicar o lema 22, codi caremos o problema da seguirte maneira, ja
explicadaanteriormente: Seja ( t) uma parametrizacao do bordo por
comprimento de arco. Dado um ponto W pertencerte a curva e
um angulo de sada ; sejaW; o ponto de encortro da semi-retaque
tem W como origem e forma &ngulo com a tangente a em W:
Seja 1 0 a&ngulo que a semi-reta anterior forma com a tangente a
em Wy : Entao a nossaaplicacao do bilhar ca:

(tLu) ! f(tu) = (s;w); (3.1)

onde (t) = W;u=coq ); (s)= W;ew= cos( 1): Jafoi mostrado
quef tem a seguirte funcao geratriz;

p
hts)= ((s) ():((s) (1)

Isto decorrede

WU (D . oy v @2

h(t;s) = p =
@S = P S (o) (D)

Ys):((s) (1)
h(t;s) = p
S = Py (s (D)

Assim, como e suposta C?, f e C!. Tambem ja vimos que
@>h > 0:

Portanto, para concluir a prova, vamosmostrar que se ( S) e um
ponto de curvatura zero, entao podemos aplicar o lema 22. Como
estamostomando uma parametrizacao da curva por comprimento de

=cos(1)=w (3.3)
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arco, a hipotesede ( s) ser um ponto de curvatura zero se reduz
a %s) = (0;0): Portanto, derivando as expres®es (3.2) e (3.3),
obtemos:

k A9’k (s) (wk® k As):((s) (w)K’
k(s) (wk®

@:h(s;w) =

k Xs)k’k(s) (K> k As):((s) (YK
k(s) (tk

Como asexpres®esacima sao iguais, nosconcerraremos em ape-
nasuma delas. Pela desigualdadede Cauchy-Schwarz, @;h(t;s) 0:
A unica maneira de @:h(t;s) = 0ese 4s)e (s) (t) forem ve-
tores paralelos( 1 = 0 ou ). Mas como estamosconsiderandoum
bilhar corvexo, issoso ocorre seo angulo entre Yt) e (s) (t)
for 0 ou : Assim, o ponto de sada (t;cog )) 2 S f 1oulg
Como estamosbuscandocurvas invariantes em St ( 1;1); pois os
bordos do anel ja sao invariantes, este casonao interessa.

Caso a aplicacao do bilhar f (3.1) possuauma curva rotacional
invariante em S (' 1;1); que pelo teoremada curva invariante de
Birkho coincide com o graco de uma funcao Lipschitz : St !

( 1;1); temoscomoantes, quef (s; (s)) = (g(s); (g(s))); ondeg(s)
e um homeomor smo do crculo que presena orientacao. Como o
graco de estacorntido emS! ( 1;1); nalmente obtemosque

@:2h(g (s0);S0) + @1h(s0;9(S0)) > O;

onde sy e 0 pardmetro onde a curvatura vale 0: Assim o lema 22 se
aplica e a demonstracao esta completa.

@:h(t; s) =

3.6 Exist éncia de Curv as Invarian tes

Apresertamos, nestasecao, uma versao do Teoremada Curva Invari-
ante de Mosertambem conhecidocomo o Teoremado Twist [59], que
seguede um resultado sobre perturbaceesde aplicaceesintegraveis.
A versao aqui exposta vale para o casoanal tico e esta baseadana
referéncia[49] de Levi e Moser.
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O objetivo e provar a existeéncia de curvas rotacionais invariantes
numa vizinhancade um ponto xo el ptico genrerico, isto e, que possui
algum invariante de Birkho nao nulo.

Teorema 15. Sumpnhaque f : U (IR%0)! (IR?0), U akerto
de IR? sejauma aplicacao anal tica real que preservaarea com ponto
X0 elptico na origem. Se a Forma Normal de Birkho def; numa
vizinhanca de 0O; se escieve em coordenadascomplexas(z;z);"' (z) =
eP (7"):z+ 0(j zj% ondeP eum polindmio real degrau 4 1 e
n&o constante, enteo 0 e um ponto xo estavel.

Mais precisamente,paratodo > 0 su cientemente pequenoexiste
uma curva (anal tica) , contida num anel em torno de 0, homoto-
picamente nao trivial e invariante por f; f( ) =

Demonstracao. Este teorema e conseqddnciade um resultado de
existéncia de curvas invariantes para pequenasperturbaceesde
aplicaceesdo tip o twist su cientemente proximas de aplicaceesinte-
graveis. A formulacao do problema dessamaneira e conseguidaapos
uma mudanca de coordenadasnuma vizinhanca da origem.

EscrewendoP(x) = + x™ + P1(x) comgrau P; > m; onde,
e 0 primeiro invariante de Birkho n&ao nulo, obtemos

"(2)= €0+ @) z4 ' (z:2) onde' 1(z;2) 2 O(j z j*™*?); isto
ej'1(z;2)jizj @™ elimitado.

Obsene que ' ‘(w) = ( * WiMw+ Ojwj2™2 demodo
quetrocando ' por 1. senecesario , podemossupor > O:

Provaremosa existencia de curva invariante cortida no anel

= 21 )<jzj< A+ )

para > 0 sucientemernte pequenoe = % (por exemplo).
Escreﬁ as"coordenadaspolares” com mudancade escalano anel
,z= I+ ye? ™ demodoque jzj?= 2(1+ vy), assimo

anel transforma-seno anel jyj< 1
E facil Meri car, usandoa equacao de conjugacao, que a aplicacao

(xy) 7 1+ y(coq2 x);sen(2 x)) tem determinante jacobia-
no constarte, portanto a aplicacao '~ igual a ' restrita ao anel
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escrita nas coordenadas(x; y) e exata, isto e, existe uma funcao S
periodica na variavel x, tal que '~ (ydx) ydx = dS(x;y):

Ama cao: Se = S > 0 a()= £( + M) enao
podemosescreer:

"Xy = (xet+al )+ oyt f(Xayn )iyt 9(Xasyas )

comf e ganalticasem jy; j< 1ejlim(xy)j< r;f;g2 O( &AM+ )y,
onde = % r euma constarte positivaej I m(xy) j signi ca o modulo
do argumerto do complexi cado da coordenadax.
Isto e, arestricaode’ ao anel e uma aplicacao do tip o twist.
~(X1;¥1) = (Xp+ a+ yp+ 0(AM* ));yy + 0( AM*)):

Demonstracao. Escreva '~(X1;y1) = (X2;y2) de modo que

P Tyzez X2 = ol( * jszm)Z+ o(j Zj2m+2)

tomando o quadrado do modulo desta expres&e obtemos:
2(1+ yp)= 21+ y1)+ 0@ Zj>™*) o queimplica

y2 = yi+ 0(2M* )

Por outro lado,

2 Xp= +2xp+ ML+ y)™+0(zj™*?)
U Xp= X1+ A2( + 2M)+ >m 2™ y; + O(2m*2 )+

+O(2™1 ) Como =1 temosl1l =2 istoe

Xp = X1 + Zi( + 2m)+ >m 2m+ y1 + 0( 2m+1 ):

Fazendo a = ;~( + 2M)e = ;2™ > (O; obtemosa
expresao de '~(X1;VY1):

Portanto o Teoremal5 da Curva Invariante de Moser para o caso
anal tico seguedo seguirte:
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Teorema 16. Seja F(x;y) = (x+a( )+ y+f(xy; );y+a(xy; ))
ondef ;g sao funceesanalticasemjyj< 1,jIm(x)j r, tal queF
preservaareae 0< < 1L

Existe uma constante > 0; independentede ; tal que sej
f i1+ jgjr< entao F possui uma curva invariante analtica
x=u()y=v() com jviji< 1l euq)>00()=u() e
v( ) periodicas de per odo 1.

Aquijf jrs=supjf j parajyj< s;jIm(xq) j< r: (Vejao 2°
passona demonstracao alaixo).

A prova desteteoremasera apreseriada no nal destasecao. Ire-
mos mostrar a existeéncia de curvas invariantes dentro do contexto
Lagrangiano, tal como apresertado no artigo de Levi e Moser [49)].

Apesardashipotesesaqui utilizadas serembem mais fortes do que
as usuais da Teoria KAM, varios aspectosinteressarnes desta teoria
podem ser ressaltados.

O primeiro deles,e o usode um "m etodo variacional "para achar
a curva invariante, isto e, usando a funcao geratriz da aplicacao do
tip o twist, o problema de achar uma curva invariante traduz-se em
encortrar uma solucao para uma equacao de diferencas (equacao ho-
mologica).

O segundoaspecto e a modi ca cao do Metodo de Newton para
encortrar aproximaceespara a solucao. Isto signi ca que em cada
etapado processdterativ 0 ao invesde resolver a equacao linearizada,
como no metodo de Newton usual, resolve-sea mesmaa menosde
um erro quadratico.

Finalmente, mostra-secomoassaiar a um problema de existéncia
de curva invariante numa vizinhanca de um ponto xo el ptico um
problema perturbativ o.

Estestr &saspectospor si so justi cam, senao por razeesesteticas,
a escolhada exposicao que zemos.

Para outras abordagense para uma ampla discusse sobrea teoria
KAM referimosao artigo [25) de R. de La LLave.

Passos preparat orios para a prova do teorema 16: Apos
reformular a questao da existéncia de curvas invariantes em termos
da funcao geratriz, a ideia e usar um metodo de aproximacees su-
cessiwas para resolver uma equacao de diferencas nao linear. Para
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isso, usa-seum metdodo de Newton modi cado em que ao invesde
resolver a equacao linearizada usual, esta e resolvida a menosde um
erro quadratico. Alem do corntrole deste erro em cada etapa do pro-
cessoha necessidadale acompanharuma diminuicao do dom nio de
analiticidade da solucao em relacao aosdados iniciais. Este e o con-
teudo do Lema de Aproximacao (Lemma 23). Finalmente prova-se
o resultado principal, Teoremal7, que prova a existéncia de solucao
unica, desdeque iniciemos com uma "quase solucao".

1° Passo: Reformulacao do problema da existeénciada curva invari-
ante usandoa funcao geratriz h (princ pio variacional ).

Sejah(x1;X2) uma funcao geratriz da aplicacao, isto e, h e uma
funcaoanal tica quesatisfazh(x1+1;x2+1) = h(Xq;X2), @2h(X1;X2) <
Oef (x1;y1) = (X2;y2) sesomere se@h(x1;X2) = Y1 € @h(xy;X2) =
Yyo!

Suponhaque 7! (u( );v( )) sejauma curva , de classeC?, tal
queu ecrescete eu( + 1)=u( )+ 1.

Podemosusar a funcao geratriz h para descreer a condicao de
invarianciade de modo quef j e conjugadaa uma rotacao de
angulo! ;isto e

FuC)v()) = (uC +1)v( +1)):

Em termos da funceao h isto signi ca:

v()= @h(u( );u( +1)
v( +1)=@h(u( );u( +1!))

ou

@h(u( );u( +1!))
@h(u( !)su())

v()

v()

Portanto, estamosprocurando uma funcao 7! u( ) tal que
@h(u( );uC +1)+@h(uC  !)u() =0

Seusarmosa seguirte notacaou* ( )= u( +!);u ()=u( !)
podemosescreer a equacao acima como E(u( )) = 0; onde
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E(u( )) = @h(u( );u" () + @h(u ( );u( )):
Observ acao: afuncao u°( )E (u( )) tem media zero, isto e,
Z,
u'()E(u( )d =0

0o

Demonstracao. Sedenotarmosr G( ) = G( +!) G()er G()=
G() G 1) entao

U’()E( ) = u’( )@h(u( );u* () + ux )@h(u* ( );u( ))
= Sheu( );u* () 1 uY)@h(u ();u( N

Portanto Z,
i u'()E(u( )d =
Zy g zZ,
g O (Nd - r uT)@hw (u()d =
Z1
hU@iu™ @) hUE:E" @)  r O@Nu (Oiu( N :

0

Mas h(u(1);u* (1)) = h(u(0) + 1;u* (0) + 1) = h(u(0);u* (0)); ou
seja, 0 primeiro termo e nulo. Quanto ao segundo,

z 1 z 1
. uq + 1)@h(u( );u( +!)d . uf)@h(u(  !);u( )d

fazemosa mudanca + ! ="' na primeira integral para obter:

z I +1 z 1
uq )@h(u( !);u( )d , uq)@h(u(  !);u( )d

Como
z ! z 1+!

. uf)@h(u ();u( )d = . uq)@h(u ();u( )d



\impal"
2005/5/2
page 125

—i

[SEC. 3.6: EXISTENCIA DE CURVAS INVARIANTES 125

Entao reescreemos

'R Su%)@h(u ();u( )d *R ' uo( )@h(u ();u( ))d
o u)@h(u (u()d 7 uY)@h(u ()iu( )d =0

2° Passo: De ni caode um espaode funceesondeprocurar a solucao
deE(u) = 0:

Seg: IR ! IR euma funcao periodica, de perodo 1 e anal tica
real entao usandoa expanso de Taylor, podemosestend-la a uma
vizinhanca do eixo real em C: Vale tambem a seguirte estimativa: se
supj g™ ()j= My gntao, 9R > 0 tal que% n! R"

Alemdisso,g= ge® * ondeg = |, Lg( )e? k d eexistem
constartesK > 0 ea> 0 tais que

jocj Ke ¥

Demonstracao. Seg(z) eR'amaI tica emjIm(z) j< entao mudando
0 caminho de integracao 01 g( )& ¥ d emC paraa curva

=ftigo¢ 1 ft+ ig¢1 f1+(@ t)igo ¢ 1

com j j< demodo que

z 1
Ok = glt+ i)e? X e 2 kigt
0

Logo
Zl
o= , jot+ i)j e dt

Seja 0 < < : Sek > 0 denimos = esek < 0
facamos = ,demodo quee? kK = e 2K Jejojj gij
e 21kC ) ondejgj =supjg(z)j em jIm(z)j< :

Fazendo ! 0 obtemoso decaimerio exponencial do coe ciente
de Fourier de uma funcao anal tica:
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joij gj e?I4 : ondejgj =supjg(z)j em jim(z)j< :

Obsenequeafuncaog(z) = gce?* ? eanaltica emum dom nio
jIm(z) j< 5 pois,

2 ikz

i gee 2 (ki +ky)

i=igiie?Yijj gj e
Mas
jkj +ky>jkj JkJ§=JkJ§paraJyJ<§:

De modo quej ge? *Z2 j gj e X e portanto a serie acima
convergeuniformente.

Obtemos entao, que se W, e o espao das funceesanal ticas
periodicas, de perodo 1, emj Imz j< r entao para todo g 2 W,
vale:jgcjj gjre 2"

O proximo resultado, Teoremal?, diz que seiniciamos com uma
funcao ug( ) tal que E(ug) e su cientemerte pequeno,entao existe
uma solucao (unica com media nula) para o problema E(u) = 0
descrito no 1° Passo,para u proxima de ug:

Suponhamosque a funcao geratriz h(x; X2) sejaanalitica e que
seestendaa h(z;;zz) em um dominio D c?:

Fixemosum numeroR > Otal que; 6 Dg D estade nido por

Dgr = f(z1;22)=dist((z1;22);D°) > Rg;

isto e, Dr €0 maior subconjunto de D cuja R-vizinhanca esta cortida
emD:

Teorema 17. Supnhaqueminp j @;h j> N; e queexistaM > 0
tal quej hjce< M emD (todasasderivadasate ordemtreéslimitadas
por M).

Supnha queexistauma funcao ug( ) tal que: ug( ) 2 W, para
algum 0 < r < 1 e quea curva (Uo(z);ug (2)) esteja inteiramente
contida em Dy parajIm(z)j<r:

,OAIem disso, supnha que exista N, > 0 tal quej uf) jr< No;
j (ug) *j< No:

Se eum numero quesatisfaza Condicao Diofantina (CD): exis-
temK > 0; > O tais que
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. p.

J a J q2+

Entaoexiste = (r;R;M;Ng;K; ;N1)> Otal quesej E(up) j, <

, existe uma unica funcao u proxima de ugp, tal que E(u) = 0 com

u()  2Wime o(u() )d =0

8p;g> 0 inteiros

Exemplo: Se(h(xi;x2) = %(xz x1)?+ V(x1) entao E (u) = 2u( )
ut() u ()+VYu)eacondicao j E(up) j, < dependefortemente
danorma jV9Yxy)j:

No caso da aplicacao standard, V(x1) = 4%cos(z X1), assim
comecando com funcao u( ) = , basta tomar k su cientemerte pe-
queno.

Os proximos passos lemassao dedicadosa prova do Teoremal?.
3° Passo: Modi ca cao do Metodo de Newton

Escrevendo E(u + v) = E(u) + EQu):v + Q(v) comj Q(V) j
cj v j? para jvj pequeno, o metodo de Newton consisteem resolver
sucessiamerte a equacao linear tip o E (u) + EYu):v = 0, para obter
uma sequncia corvergerte a solucao de E (u) = 0.

Ao invesdisso, Levi e Moser propeem uma outra equacao linear
(Equacao Homologica) que se escrewe na forma:

u%E (u) + uUE%u):v  VEQu):u®= 0
Lembrandoqueu*( )=u( + ) eu ()= u( ), temos
E%u):v =

= @ih(u;u™)v+ @h(u;u™ vt + @ih(u ;u)v + @:h(u ;u)v

UWCEQu)v  v:EQu)u®=

u’@:ih(u; u*):v + u%@:h(u; u* )v* + u%@.h(u ;u)v
+u'@:h(u ;u)v  v@:h(u;u™)u®  v@ h(u;u*)(u9*
v@:h(u ;u)(u®)  v@h(u ;u)(ud) =
@h(u;u*)(uV*  v(ud*) + @ih(u ;u)(uv V(U9 )
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Fazendov = u%; de modo quev* = (U9*w* etc..., tem-se

uE%qu)v  vEQu)U®=
@:h(u;u” ) (WU w*  uwu)*) + @h(u ;u)(uu®) wo uw(u® )
= @h@u;u )Wy :(wt w)  @h(u ;uwuu®) w ow)

Lembrando que
rG()=G(+ ) G()=(G" G))

rG()=6() 6 )=(@G G)()

Escrevemos:

@:h(u; u)Huud* rw - @h(u ;uWUYUY r w
Mas

r (@2h(u;u*)uqud*) =
@:h(u;u™)udud*  @h(u ;u)uqu
e

ro(@zh(u;u" )uqud* r w) =
@h(u;ut ) uqud)*r ! @h(u ;u)uud) r w

Isto signi ca que podemos reescreer a equacao homologica na
seguirte forma:

r (@h(u;uH)uqud)* r w) =  u%E(u):

Esta equacao pode ser entao resolvida em duas etapas:

r ()= Uu%E()
@h(u;ut)uqud)*rw= + ; constarte

a ser determinada.

Como @:h(u; u™)uqud* < 0; a segundaequacao se escree na
formar w= g:

O proximo lema arma a existéncia da solucao para o sistema
acima, mas com uma perda no dom nio da analiticidade.
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Lema 23. (de Apro xima cao)

Sumpnha que satisfaca a condicao diofantina (CD)

: . K
] 4 Pl q—+1
e g2 W, tenha media zem. Entao, para todo OR§ r®< r, a equacao
r' = g tem solucao unica, com ' 2 W;o, € 01 'd = 0 (media
zem) tal queexiste uma constante C(K; )
Cu j 9ir
CK; )————; =2+
. . P -
Demongtracao. Escrewa as series de Fourier ' () = "he" e
a( )= gne?" !
X . .
=) T()= 0 N @
Paraque r ' () = g( ) dewemoster ', = %e "0=0:

Esta ultima condicao e necesaria para que' tenha mediazeroe
e possvel porque este coe ciente ca indeterminado na equacao.

A condicao Diofantina (CD) nosda a existénciade uma constarte
K tal que escolhendom comjn mj< i; temos
P20 i : . . . . . X 4K
j € lj=2jsen(n )j=2sen( jn mj) 4jn mj>m

Alemdisso,jg,j jgjre 2" pois g2 W,;:
Logo, j' nj jgire ? i:(jrijnjh

Se 0< S <s<r,

I"nii gir (4K) Tie Z e 20 NN
usandoquexe * e ! efazendox = 2%& obtemos:
—
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2(r s)jnj 2 (r_s)inj
(r s)jnj. 2 om g

1+
1+
ou m jnjl+ e 2 (r 9)inj ¢ o (1+ )
1+
isto e,
.y .. . 1 ini . (1 1+
i"n il gl (4K) te 2o G et

2 jnjs

ouseja: j' njj 9jr C(K; )G

0
Portanto, ser®> 0 etal ques= "~ obtemos

L L o igir . 2 jnj(r® s)
it e e o e I
ou ' AECED . e’ 9
ci. 2190k CKG )L 1 .
]I " 9 ‘T 29

Usandoque 2>~ < 1 para0< x< 1 temos
T o9 (s 19
2C(K; )ijgir _ 2% )C(K; )igir

(s r92z+ (r r92z+

Conclu mos assima demonstracao do Lema de Aproximacao 23.
Analogamerte procedemospara a equacao r = g ondegtem

mediazeroe r ()= () ( ):
r ()= o€ '[1 e?™ ] eobviamente

jl e?m j=je 1 1j:
Voltemos nossaatencao agora para o sistema

r =g(u= u’E(u)
p Iy w= +
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Ondep ! = @h(u( T NUY )(u*)Y ) eoparametro e deter-
minado pelacongicao 02 p( + )d =0
istoe = —RppTd:
Primeiramente resolvemos r = u%(u) comu satisfazendo
as hipotesesdo Teoremal6:
u()  2We;jd tjr< N;julj < N:
Pelo Lema 23 de Aproximacao,
i C(K; )i Uojrj E(u) jr
' iro o
C(K; ;N)i_J E(u)oj_r :
Jror¥j
Para obtermosuma estimativa para a solucaoder (w) = p( + ),
obsenemosque r ( + )= = Uu%E(u) e
R. , R. .
R L
I I pJ
R 1
. Ri@zhuO(U*)"j .
J o 1 T
[CATRCREE
Usando a desigualdadede Cauchy-Schwarz obtemos
1 z
.—Rf J @thO(U+ )Oj NZZ
I @y
Portanto | jj  jroN?M:N?N;y=j jro MN;N*
- o JE(U) jr
to e: C(k; ;N;Ny;M)————
soe: | Cla iN;NuM)E=—.
Usandoo Lema 23, de Aproximacao, conclu mos que existe uma
constarte C) tal quea solucaoder w= p( + ) satisfaz
- o . I PC + )ire : JE(U) jr
Wi G e S g
—i
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paratodo 0< < r%<rcomC;= C)K;Nys; ;N;M)
Fazendo r%= =Z°%;

>—; obtemos jw | Cljer(#
Finalmente, sev = uw entao obtemosuma solucao para u%e (u) +
UEQu)v  VEQu)u®= 0 analtica, que satisfaz:

.. j E(U)j
jvi CaK; ;N1;N;l\/|)jj(7).12r

r J
e usandoa estimativa de Cauchy, provamosque

0 J E(u) jr
A T
Com efeito, sev(z) = 5+ R YO Gw, entaovy(z) = i R
' 2 w z !
Para z tal quej Im(z) j<

Z 1
, tomemoso crculo =

r g para obter a seguirte estimativa:

z .
) ) 1 v(w . .
ivi2) ] > jjw(ii}zldm

. 1 JEQ) jr
I ' : - Ca- — : .
Tt el e jiim@ P
Issosigni ca, que para veri car a estimativa para a derivada de v
e su ciente quesetenhajIm(z)j+r

<
Conclu mos assimque,dado < r seja~

= L. Entao vale:

) i E(U)j
ivij vi- cJ ().Jz’
ir i
e

_ JE()]
= 22 Czjrijzr_'_l

v g ovi-

1 JE()jr
- . 22*lc, - 20 .
i~ ST
Logo, fazendoC = 22 C, valem as seguirts desigualdadespara a
solucaode U%E (u) + UEYu)v  VEQu)u®= 0

ir)
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j(r )

4° Passo: Estimativa do erro quadratico

Lema 24. Supnhaquev = uWw comw 2 W (0 < < r) seja
uma solucao da equacao U%E (u) + UEqu)v  VEYu)u®= 0, tal que
jwj  CyE@.

R
Entao jE(u+Vv)]  Ce JJrE(iu)J{{

para Cs = Cg(k; ;N1;N;M)

Demonstracao. Vimos que a equacao u’e (u) + uEqu):v = vE(u)u®
equivale a:

E(u) + EQu):v = (u% vEQu)u®= WdE[E(U)]Z

Pela estimativa de Caudhy j di[E (w1j D w para alguma
constarte D:

Logo, jE(u)+ Equ):vj j wj Dijr(L)jj':

Por hipotese,j w j ler‘—E(Juz)’—' Portanto, existe uma constarte
Csz > Otal que
JE(u) (u)vj 3m

Pela Formula de Taylor, E(u+ v) = E(u) + EYu):v+ Q(u; V)
com jQj Cjvij% e alemdisso jvj =julw]j N jwj
N C4jE (W)jr .
ir iz
Donde conclu mos que

CsjE(u)j? , CN2CFiE(W) 2.

JE(U+ V)] jir j2 1 ir j4
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Lembrando que = 2+ ; existeuma constarte Cg > 0 tal que,
ST
JE(U+V)j Ce JE (Wiy .

5° Passo: Convergénciado processoiterativ o para uma solucao de
E(u) = 0:

Ser > 0 e dado como nas hipotesesdo teorema 17, xado r; <

r, denimos a seqncia r, = “2L: com rq = r: E claro

gue em cada etapa a distancia ertre r, e r; e dividida por 2,

o orp =2y =020 demodoque rn! ry e
- r r .

' Tny = ( ST ).

Vamossupor queresolvemossucessiamerte a equacao Ul E (up) +
USEXun):vh = v EQun)u com ug satisfazendoas hipotesesdo Teo-
remal7,euUn+1 = Uy + Vp, Uy, 2 W, e v, satisfazendoas seguirtes
estimativas:

A J E(un) Jr,

IV draw Clj oo 2 e
2C1 jE(un) Jr, .
j2 +1 -

J Vi Jrns :
e Jn Tht

De modo que pela estimativa quadratica do erro (4° Passq temos:

iE(un) i, _ Ce(2* )" jE(un) i)

6 : n n n
jrn roa j? jro rij*

JE@Un+1) Jron

Sejam , =j E(up) jr, € a= 2*; temosentao uma expresso
tipo 41 Cra@" ﬁ para alguma constarte Cy:

E precisoencortrar um numero > 0 tal que iniciando com uma
condicao j E(ug) jr,= o< , comono enunciado do Teoremal?,
temos 2! 0O su cientemerte rapido de maneiraque o produto a" 2
corvirja a zero.

Escrevendo , = C;a"* , temos

— n+2 2,2n+2 2 2.
nt1 = Cra n1 Cra n" = n-

De modo queseescolhemosg tal que Cra o < 1,entao , 5
gue corvergea O e obviamente , ! O:
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Mas

Up = Uo+ oy (U U 1) = Uo+ [o'y
e
] ) ) ) Cl(22 )n+l n
\% \Y% Ci- n =
Pdr 1 ¥n e e o 2 (ro r1)?

Como acabamosde ver, o lado direito e o termo geral de uma
serie corvergerte.

Logo v, corvergeabsolutamerte em jIm(z)j< ry :

O mesmopode serarmado sobreu, ealemdisso, E(lim(uy)) =
lim E(up) = 0: Isto eu, convergeuniformemente a uma solucao de
E(u) = Onodomnio jIm(z)j< ry:
6° Passo: Restaapenasprovar que em cadapassodo processatera-
tivo obtemosuma funcao u,; para a qual valem as hipotesesusadas
no 3° Passoe no Lema 23 (de Aproximacao).

Isto e, resta provar que u, 2 W,, com

(up;uy) Drparajim(z)j<rn e
jupira< N3 j(un) tir, < N

Lema 25. Sumnha queup( ) seja uma funcao (condicao inicial)
tal que up( ) 2 W, para algum 0 < r < 1. Supnha que
(Up;ug) 2 Dr para jIm(z)j<r equejudjr< N; j(ud) *j<N
ondeR e N sao dadosna hipotesesdo Teorema 17

Seuy, = up, 1+ (U Jwy, 1 com wp, 1 2 W, a solucao da
equacao homolbgica entao

. . R .0 0 2

jun  Ugjr, < ) e ju, Ugjr, < N para todo n= 1;2

—
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136
Demonstracao. Usando a notacao da prova do Lema 23, a = 24,
n=Cra" irn orp =2 ™D (rg ry); se 4 enao

_ n2 (n+1)

(rn fz 1) (ro r1)

(fo r1) C;' Cypa*t =

(ro r1) C7l n

2., _
Cz(ro r1)

2a o 1.
o i) para o< 5+

Logo
H H n 1: H C1 K
JUn UoJr, k=0 J Vk Jry Te Teani?
2aC1 ¢
jro ri1j?2
FU0 0 n 1.0 VO i
€ Jju, Uglr, k=0 J Yk Ir« I Vg Iy
Ci1 k 2C; pa
j2 +1 er r jZ +1 -

ire reen

Basta portanto, escolher g =j ug j, Su cientemente pequenopara
obtermos as desigualdadesenunciadas.

Lema 26. Nas mesmascondiceesdo Lema?25, se jup j< N entao

(un(2);u; (2)) 2 Ds em ji1m(2)j< ry

judj < 2N; jud) lj< 2N; 8n=1;2::

Demonstracao. Podemos supor que N > 2. Suponha que (z3;22)

sejamtais que
dist ((z1;z2); (un( );uy () < % paratodo tal quejlm() j<

rn: Entao
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dist ((z1;22); (Uo( );ug ()

dist ((z1;22); (un( );uy (1)) + dist ((un( );upn ());(uo( );ug (1)) <
B + B = R;para todo n su cientemerte grande.

Como (uo; Uy ) 2 DR, segueque (z1;2,) 2 D: Isto quer dizer que
sedist ((z1;22); (un( );uf (1)) < B, entao (z1;22) 2 D. Logo, por
de ni cao do subconjunto D%, segueque (Up;u;) 2 D%:

Alem disso,pelolema25,ju® j, j u? ulj, +judij,
2+ N < 2N:

E ainda, j (ud) *jr,j (ud) i< N, oqueimplica

L0 1

jugin>
Isso, juntamente com a desigualdadej u®  ug j;, < ﬁ; nos fornece
o <iuir, ouj(up) *j< 2N.

Dete modo, conclumos a prova do Lema 26 e do Teoremal?7.

Passemosa prova do Teoremal6 (Teoremada Perturbacao).

Este resultado nao e conseqéncia direta do que acabamosde
provar mas sim da sua demonstracao. A partir da construcao de um
princ pio variacional adequadoprova-seque todos os passosdescritos
na prova do Teoremal7 podem ser dados.

Em particular, mostramosque e possvel escolherum numero
gue satisfaz a condicao diofantina (CD), de modo que a restricao
da aplicacao F ao crculo invariante seja conjugada (no nossocaso
analiticamente conjugada) a rotacao de angulo »—:

Iniciamos escreendoo princ pio variacional em coordenadascon-
veniertes: F(X1;y1) = (xata( )+ yi+f(Xaiys; )iyit o(Xays; )

Sep=  '(x2 xi a()) enao p=yi+ f(xyyi; ):Vamos
escrewer a funcao geratriz nas coordenadas(xy; p): Por hipotese

Yjf jm< < 1 logo a aplicacao (x1;y1) 7! (x1;p) € um
difeomor smo global de modo que y; = p+ f{x1;p; ) com L
ffj<  emabertojIm(xy)j<r e jpj< 1:
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Isto segueda seguirte propriedade das funcees anal ticas reais,
cuja prova pode ser vista, no Lema A.3 da pagina 730 de Posdel
[63:

Lema 27. Seja G uma funcao analtica real que se estendea uma
vizinhanca U, da forma j Im(y) j< h no plano complexo, tal que
j G(y) idj %. Entao G possui uma inversa analtica real ',

de nida em uma vizinhanca th gue satisfaz
j id j< 2 d Idj<

Demonstracao. Seja = %. Tomemosdois pontos u; v 2 U, tais que
G(u) = G(v). Entaou v=u G(u) v+G(v)eju vjj G(u) uj
+jG(v) vj 2 < 2. Portanto o segmeto [u;v]= (1 sS)u+ sv,
s 2 [0; 1] esta cortido no aberto Us .

Pela estimativa de Cauchy para funceesanal ticas reais, ao longo
de [u; v] temos

4G idj,

- <1
h 1

jdG 1dj,

Ou seja G e uma perturbacao da identidade e pelo Teoremado
Valor Medio,ju vijj dG Idj - ju vj. O queimplica
u=v, isto e, G einjetiva em U, : Alem disso, G(U, ) contem U ,
tendo em vista que, dado z 2 U a equacao G(y) = z se escree
y+(G(y) y)=zcomjG id]j

Logo,sez 2 U entao a aplicacao T,(y) =y G(y) + z e uma
cortracao em uma vizinhanca compacta contida em U, .

Encontramos assim' :U ! U, tal que' = G 1.

ComojG idj em U, , valem as estimativas: j '  id j
emU e

jd 1dj j(de) ' 1dj, =

jdG 1dj,

_ . 1. . .
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Continuando, de modo analogo, para y2 = y1 + g(X1;y; ) com
Yjgjra< < 1; obtemosy, = p+eg(x1;p; ) com  'jgjr,; <
< L
Seja h(x1;x2) afuncao geratriz da aplicacao F ou seja, tal que
F(X1;y1) = (X2;y2) sesomene se dh = y,dx, yidx;: Como
dx; = dp+ dx; temos

Yy2dx,  yidxi) = X(yz dp+ y.dx;  yidxi) ou
(@h+ @h)dxy + @hdp= y2dp+  (y2  y1)dxi:

Portanto, se l(x1;p) = h(xi;x1 + p+ a( )) conclumos que
f(x1;y1) = (x2;y2) sesomerte sey, = @I(X1;p); Y2 Y1 =
@I(X1;p):

Finalmente, obsenequel(x1;p) = §+I (X1;p; ) coml analtica
satisfazendoj | j;, ,< em jpj< 1:

Vejamos agora como cam 0sS passospara a obtencao de uma
curva invariante x; = u()= +a() eyr=v() comQ e v
periodicas e com numero de rotaca0  a ser determinado, tal que
Xo=u( + )

Substituindo emp= %(xo x; a( )) obtemosp( )= (u( +

) u( ) a( )):Usandoanotacaodaprovado Teoremal7,(r g( ) =
ol + ) 9o()=9"() g() etc:), podemosescreer:

p()=‘'ra()+ ' a()):

Denindo = Y a()) obtemosp()= ‘ra()+ :
A equacao E(u) = @h(u;u*) + @h(u ;u) = 0; usandoo novo
princ pio variacional I(x1;p) = h(xi;x1+ p+ a( )); seescree:

@I(u;u u a()) @I(u; Hut u a( )+
+@I(u ; Yu u a())=0

Substituindo u* u a() = o)+ =p() e
u u a() = tro Y+ = p( ) na expresso
acimatem-seque:

@l(u();p( ) @I(u();p( )+ @IuC  )p(  )N=0
H@l(u( )ip( ) @I )pC N @I(u( );p( ) =0
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Como mudamosas coordenadasdo princ pio variacional, agoradeno-
tandor g( )= 1g() o )], podemosescreer

E(u=r @Iu();p()) @I(u();p()):
Portanto, sep(u) = (u* u a()) enaop(u )= (u u

a( ) epAu)v= Hv* ).
Derivando e fazendo as simpli ca cees, chegamosa seguirte ex-
pressao para o metodo de Newton modi cado:

UCEQU)V  V:iEQu)u®=  Zloo(u; p(u))[udt  v(ud']

Har(u sp(u DUV +v(ud) 1+ Zla(u pu Nud v ]
Yop(u; pu))[ud*  v(u)' J;ondel; = @
As substituiceesv = ulw, vt = (U9 w* , etc. naequacaou®E Yu)v
V:EQu):u®=  u% (u) resultam na seguirte equacao:
UCEQu)v  v:EQu):u®=
[ 2l22(u; p(u))udud” a1 (u; pu))uqud)” Jw* w)+
[ Zla2(u sp(u )udud) Ha(u p(u Duqud) Jw  w) = uE(u)

Que e equivalente a equacao:

roM22(uip(u)  Taz(us pU)IUtU r wl = uE(u)

€ ao sistema

r ()= u%E()

l22(u;p(uw)  loo(u;pu)uqud)’rw=+

Antes de prosseguirimitando a prova do Teorema 17, precisamos
escolherum numero  talque = ( a( )) estejanodom nio
del; por exemplo jw a( ) j< 5; demodo que j j< %: Para
o Lema de Aproximacao, como as equacees obtidas anteriormente
dependemdo fator de escala ; a condicao diofantina tambem sofre
uma dilatacao e supomos que | % j q—'}

E preciso, portanto, mostrar que podemosfazer uma escolhade

satisfaz a estasduas condicees.

A possibilidadedesta escolhaseguedo fato de que o conjunto dos
numeros que satisfazema condicao diofantina tem medida total em
[0; 1], ver [58].
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Demonstracao. Provemosque o complemenar no intervalo [0; 1] dos
numeros que nao satisfazema condicao diofantina (CD) tem medida
nula.

De fato, se nao satisfaz a condicao diofantina, entao 8 ; K > 0
a inequacao jn mj < Kn @*) tem sempre uma solucao com
n > 0;m inteiros.

Considereo conjunto B(K; )=f 2[0;1]in mj< Kn @ )qg.
O conjunto B dos humeros que nao satisfazema condicao diofantina
seescreeB =\ ¢ B(K; )

Para n;m xos, ainequacao acima de ne um intervalo | (K; ; n)
em torno do numero & de tamanho 2K n @+ ). Alem disso, a ine-
quacaojn  mj< Kn @* ) implica que K < m< K + n e este
intervalo contem, no maximo, 2K + n + 1 numerosinteiros.

Portanto, denotandopor m(A) a medida de Lebesguede um sub-
conjunto A, obtemos

P p3
m(B(K; )) m(l (K; ; n)) (2K + n+ 1)2Kkn ©*)

n=1 n=1

Mas 2K + n+ 1< 2(K + 1)n, portanto

m(B(K; )) < 4K (K + 1)X n @)= 4K (K + 1)S()
n=1
P 1
onde zemos S( )= ., n @ ).
Portanto, m(B) 4K (K + 1)S( ), 8K > 0 ou seja, m(B) tem
medida nula. Como quer amos demonstrar.
Escolhidoo numero , resta obsenar que pelo fato de 1(x1;p) =

% + 0( ); podemosiniciar com a funcao ug( ) = de modo que
Qo()=0,pu() = e@(; )= +0() @(;)=0() e
E(up) = 0( ): Alemdisso, @l = 1+ O( ) o queimplica que o sis-
tema assaiado ao metodo de Newton modi cado pode serresolvido
de modo analogo ao descrito na prova do Teoremal?.

Com isso,conclu mos a prova do Teoremal6 e do Teoremal5 da
Curva Invariante de Moser.

Exemplo: Voltando as aplicacees do tipo bilhar em uma cur-
va corvexa, sabemosque existem pelo menosdois pontos periodicos
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de per odo dois, que correspondem a largura e ao diametro. Neste
pontos, o angulo de partida com a tangerte e igual a .

Nas coordenadas(s;p), com p = cos( ), vemosque (Sp; 0) e um
ponto periodico do tip o el ptico see somerie se

Lo Ro Ri<O0e(Lo Ro)(Lo Ri1)>0;

ondeL o e o comprimento da corda, Ry € Ry sao osraios de curvatura
nas respectivas extremidades.

Para veri car se(Sp;0) e um ponto xo de f 2 que possuio pri-
meiro invariante de Birkho nao nulo, e que portanto satisfaz as
hipotesesdo Teoremade Twist de Moser, e necesario calcular a de-
rivada terceira de f 2 em (so;0). Na referéncia [26], este calculo e
feito e e demonstrado que para curvas cornvexasgerericas com pon-
tos periodicos de per odo dois el pticos, existem curvas invariantes
gue circundam estespontos (“ilhas el pticas").
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Cap tulo 4

Regiao de instabilidade

Nestaparte, suporemosquef : S* [0;1]! S! [0;1]euma aplicacao
dotip o twist que presena area,tal que para qualquerfuncao cont nua

: St 1 [0; 1] nao identicamente nula nem identicamente igual a 1,
ograco de nao einvariante por f:

Pelo teoremada curva invariante de Birkho, ver captulo 111, os
resultados que obtivermos aqui poderao ser aplicados para a regiao
ertre duas curvas rotacionais invariantes disjuntas de uma aplicacao
do tip o twist qualquer, que presene area, desde que nao existam
outras curvas invariantes no interior da regiao.

Masdadaf : S' IR! S! IR;0conjunto dascurvasinvariantes
rotacionais para f e um conjunto fechado. Entao, sef possuir pelo
menosduas destascurvas e a regiao entre elas nao for folheada por
curvas rotacionais invariantes, poderemosencortrar um anel, cujo
bordo e formado pela uniao de duas curvas rotacionais invariantes,
em cujo interior nao existe nenhuma outra.

Inicialmente, vamos introduzir um pouco de notacao para este
captulo:

1.A=S' [0;1;C =S!' foOogandC* =S! fig
2. D = funceescornt nuas :S'! [0;1]quevericam 0< <1
3. dadoz=(x;y) 2 A;V (2)=1fxg [O;y]leV*(z)=fxg [y;1]

143
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4. dada 2 D;sejaU @ =f(x;y)2S! [0;1]:0 y (x)

((x) vy Dg
5. 1. »:IR?! IR saoasprojeceescandnicas,dadaspor 1(e;g) =
e »(ep) =y

6. os levantamentos para IR? ou para IR  [0; 1] de aplicaceese
conjuntos do cilindro ou anel serao denotadoscom um e

Vamosagoraenunciar um teoremagque e apenasuma outra forma
de escreer o teorema da curva invariante de Birkho .

Teorema 18. SejaV A S' IR um conjunto fechado conexo,
tal que(S* IR)nV tem ao menos2 componentesconexas,uma delas
contendoo m inferior do cilindro e a outra contendoo m sugerior,
e ainda f (V) = V: Entao:

yV=C
i) V=cC*
i) v Cc [C*

O teoremaacima implica o seguirte resultado:

Lema 28. Dada 2 D;C* fechd[i,f"(U )):

Demonstracao. SejaV = fechq[ -, f"(U )): Entao V e fedha-
do, conexo, f -invariante, conem C e nao e igual a C ; logo pelo
teoremaacima contem C* : Vamosagora notar o seguirte:

[%:1 fk(U )=[#:of m([%:ofn(u )

E imediato ver quef (M) ([1_,f"(U ) f ™([i,f"(U ));as-

sim o conjunto [ ., f¥(U ) pode ser escrito como uma reuniao
crescefte de abertos, todos com a mesmaarea, poisf presena area.
Assim, como

[h-1 f5U ) [E0f"(U)

e ambos 0s conjuntos sao abertos com a mesmaarea, os seusfedos
coincidem e portanto o lema esta provado.

\impal"
2005/5/2
page 144

o



\imp al”
2005/5/2
page 145

o

[SEC.4.1: CAMINHOS POSITIVOS E NEGATIVOS 145

Vamos agora introduzir um conceito bastante importante no es-
tudo de aplicaceesdo tip o twist.

4.1 Caminhos positiv 0s e negativ 0os

De ni cao: Um caminho positivo partindo de C (resp. C*) eum
arcosimples :[0;1]! A declasseC! tal que:

i) (0)2C (resp.C")

i) o levantamento a IR do 4ngulo que a tangente em (t) faz
como vetor (0;1) (resp. (0; 1)) e sempreestitamente positivo,
parat 2 [0; 1]

Obsenacao: Para de nir um caminho negativo, basta trocar es-
tritamente positivo por estritamente negativo na de ni cao anteiror.

— T
R

g+

Figura 4.1: Caminhos Positivos e Negativos.

Vamosagoraenunciar dois resultados, cujas demonstraceesserao
deixadascomo exerccio para o leitor (ambas podem ser encortradas
em [19] e em [45)).
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Prop osicao 15. A imagempor f ! de um caminho positivo e um
caminho positivo e a imagem por f de um caminho negativo e um
caminho negativo.

Apenascomo comertario, gostariamosde dizer que o argumerto
gue prova esseresultado e bastante semelhane ao da demonstracao
da proposicao 19.

Prop osicao 16. Seja U um conjunto fechado conexo cujo comple-
mentar possui pelo menos2 componentesconexas,uma contendo C

e disjunta de C*: Supnha que existam caminhos e . saindode
C , resmctivamente negativo e positivo, que terminam num mesmo
ponto z semintersectar U. Nessecaso,V (z)\ U= ;:

4.2 Teorema fundamen tal

Nesta secao iremos demonstrar o teorema fundamertal sobreregiees
de instabilidade. Existem alguns enunciados distintos, mas um dos
mais interessartes e o seguirte:

Teorema 19. Existe um ponto em A cujo conjunto -limite esta
contidoemC eo! -limite esta contido em C*: Em outras palavras,
existeum ponto de A cuja orbita positiva convergepara C* e a orbita
negativa para C

Apos introduzir uma serie de lemas e proposiceesauxiliares que
serao utilizados na demonstracao deste teorema, citaremos outros
resultados que podem ser provadoscom as mesmasideiase tecnicas.

Comecemosomuma funcao 2 D evamosconsiderarosseguin-
tes conjuntos fechados

\If"u ) el ? VI f ™Ut)
gue sao de nidos da seguirte forma:
comoC \1,f"(U ) ecC? \1,f "(U*) eambas
as interseaeesanteriores sao fechadas, vamos chamar de a
componerte conexade \l_,f"(U ) quecortemC ede!”

a componerte conexade \l_,f "(U") quecontemC*:
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Temosentao a seguirte proposicao:
Prop osicao 17. Paratoda 2 D valem as seuintes propriedades:
)f X ) ef(! *) 1 *
i) impyy f " )=C elmy; f°(7)=C"
iii) ogracode intersecta el *
Demonstracao. Comof * \l_ f"(U ) \i1,f"U ) ,C
ef(C)=Cc ) f 1( ) . Um argumerto analogo sene
para mostrar quef (! *) ! *:Assimi) esta provado.
Para provar ii) vamosobsenar quef ™D ( ) f () para
todon > 0 eportanto quandon! 1 ;f "( ) convergea
\Viof ") U ; que e fechado, conexo,contem C eef-
invariante. Como U e disjunto de C*, pelo teorema 18,
\iof "( ) =C:
O outro limite seprova de maneira analoga.
Para provar iii) notemosquesepara0< < 1denimos (x) =
; paratodo x 2 S!; do lema 28 temos que
C*  fechd[i,f"(U ))
e portanto oconjunto [ -, f"(U ) encortra ograco de : Suponha-
mos que > 0 sejasu cientemente pequenode maneiraque <
Sejaertao N > 0 o primeiro inteiro tal que fN (U ) encortra o
graco de :ComofMN (U ) eum aberto conexo,e conexopor ca-
minhos, assim existe um arco fN (U )\ U cujos extremos
estao,umemC eooutro nograco de : Da escolhadeN ; temos
quefN KU ) naointersectao graco de parak = 1;2;::N :
Assim,f X( ) U ;parak= 1;2;::;N : Portanto
\ N, FRU ) (4.1)
Agora vamosnotar o seguirte:
—t
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l.quando ! O;N ! 1

2. comoo anel St [0; 1] e compacto, o conjunto dos subconjuntos
fechados do anel e compacto na topologia de Hausdor (ver
[23]). Assim, existeumasegencia , ! Otalque ! ;um
fechado conexoqueintersectaC eograco de :Daexpresae
(4.1), \ i,f¥U ) eportanto intersectao gra co de

A outra intersecao e demonstrada de maneira analoga.

Uma conseqédncia simplesdas de ni ceesacima e que o conjunto
-limite dos pontos de esta contido emC e o conjunto ! -limite
dospontos de! © esta contido em C* : Vamosagorade nir asseguin-

tes funceesde S* em [0; 1]:

g (X)=supf 2(z):z2 e 1(z)=xg
(4.2)
g+ (X) =inff 2(z):z2!% e 1(2) = xg

Uma das possveis formas de conclu rmos a demonstracao do teo-
rema seria mostrar que os gra cos das duas funceesde nidas acima
seintersectam (veri que!). No entanto, por razeestecnicas,faremos
algo um pouco diferente.

Lema 29. Paratoda 2 D valem as sgyuintes propriedades:
1) osgracosdeg eg, + intersectamogracode eg
gg *
2) g e semi-ont nua superiormente e g, + e semi-ont nua in-
feriormente
3) g eg + sao amkas cont nuas pela esqueda

4) existem'; 2 D tais queg eg -

Demonstracao. A propriedadel) acimaseveri ca trivialmente a par-
tir da de ni cao de e! * eda propriedadeiii) da proposicao 17.

Dizemos que uma funcao real g e semi-cort hua superiormernte
(inferiormente) em x, sedado > O; existir > 0 tal que para

X oyi< ) gy)<gx)+ (a(y) > a(x) ).
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Comoosconjuntos e! * saofechados,ade ni cao dasfuncees
g eg - (4.2)implica navalidade da propriedade 2). Vamosagora

enunciar uma proposicao que sera usadana prova de 3).

Prop osicao 18. Sejaz = (x;y) 2 A tal queg (X) <y (x):
Entao, existez°= (x;y% vericandog (x) <y® vy tal que
FveeE @)y =1

Obsenacao: A hipotesedesta proposicao e bastante razoavel por-
que casog (x) = (x) paratodo x 2 S!; entao pela propriedade
iii) da proposicao 17 osgracos deg eg, - seintersectariame o
resultado fundamertal, teorema 19, estaria provado.

Demonstracao. Sejaz = (x;y) como nho enunciado da proposicao e
vamos considerar o conjunto [ fxg [@ (X);y] : Comoelee
conexoe edistinto de  ; elenao esta contido em\ 1_,f"(U ): Por-
tanto existe z°= (x;y% tal queg (x)<y® y  (x) eum inteiro
k Otal quef %@z% 2U :Comoy® (x); k e estritamente po-

sitivo. Deste modo, f *(V* (z%) de ne um caminho positivo ; que
comeaem C* echegaemf %(z9; quenaointersectaf ( ): Por
outro lado, comof X(z% 2 U ; temosque V* (f *(z%) \ =
ecomof X( ) ; nalmente V¥ (f X9\ f X( ) = ;:
Desta forma, % Y(V*(f X(z9) \ f *( ) = ;: Agora temos 2
casos,se k > 1; fX L(v*(f ¥(z9)) dene um caminho negativo
» que tambem comeca em C* e termina emf 1(z% esek = 1;
fk v *z%) = v 1(z%): Em ambos os casos,gracas a
proposicao 16 temosque V* (f 1(z9\ f ( )= ;;assim
f(vH(E 129\ = ; 0 que prova a proposicao.

Vamosagoracontin uar a demonstracao da propriedade 3) do lema
29. Fixemos x 2 S! e sejax, uma sequncia que corverge para
x pela esquerdatal queg (xp,) ! r. Comog e semi-cort nua

superiormente, entao r g (x): Vamossupor quer < g (X):
Como chegaremosa um absurdo, concluiremosquer = g (Xx) e
portanto g e cont nua pela esquerda.
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Comor < g (x) (x) e e funcao cont nua, sen > 0 for
su cientemente grande, g (xn) < (Xn): Sejaagoraz = (x;r) e
Zn = (Xn;rp); tal que paratodon N; (para uma escolhacorve-

niente deN), g (Xn) < rp (xn) erp ! r: Vamos agora apli-
car a proposicao 18 e notar que existe uma sequenciaz? = (xn;r2)
tal queg (xp) < r2  ryef(VH(E () \ = ;: Como

g (Xp)! r;rp! r; ca claroquezl! z: Como estamossupon-
doqueg (x) > r;sen > 0 for sucientemente grande, o ponto
(X;g (x)) estaacimada curvaf (V' (f %(z2))); o que contradiz a

conexidadede ; poisV* (zQ)[ f(V*(f 1(z0))) naointersecta
A demonstracao de que g, + e cont nua pela direita e analoga.

Figura 4.2: Contradiz a conexidadede
Por m, vamosprovar a propriedade4). Para cadax 2 S?!; vamos
de nir os seguirtes conjuntos:
«=f VT (x (x) eHy=fz2A:V (2)\ x6 g

A seqnciade conjuntos f "( ) e crescerte, assimo
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fechq[ 1,f"( )) eum fechado conexoque separao anel, nao re-
duzido a C e f -invariante. Portanto, pelo teorema 18 ele contem
C*:

Vamosagoratentar entender geometricamerte o que e o conjunto
Hy: Sepensarmosno levantamento de , paraafaixa IR [0;1]; como

f tem a propriedadedetwist, €, seprojeta injetivamerte emIR e 19,
e o conjunto dos pontos acima destegra co. Entendido isso, ca facil
de ver que,comofechd[ 1,f"( )) C* easeqenciaf"( )e

crescerte; para todo xo 2 S! existe n > 0 tal que inter ior (Hy,) \
f"( ) 6 ;: Mas entao para todo x proximo de Xg; inter ior (Hy)

tambem intersectaf"( ). Desta forma, da compacidadede S?,
segueque existe um natural N > 0 (a compacidadegarante que N
nao vai para in nito) tal quef™N( )\ interior(Hy) 6 ; paratodo
x 2 St

Vamos agora escolher' © 2 D tal que fN( ) esta abaixo do
graco de' % Isto claramerte e possvel, poisfN( ) eum fechado
gue nao intersectaC* : Sejaagora ., a componerte conexade
\ i, F¥(U. o) que contem C : Vamosmostrar que ., intersecta ;
para todo x 2 S!: Inicialmente vamos notar que f K*N( )
fN( ) Uy, paratodok 0:Assim, fN( ) fX(U. ,) epor-
tanto fN( ) \1,fX(U ): ComofN( ) C ;enao .,
fNC )

Sejaagora o seguirte conjunto, para x 2 S xado:

B=fz2 ,:V'@\ ..=9

Como ., efedhado, B e um aberto de : Mas B nao pode ser to-
do 4;pois ., fN( )efN( )\ Hy 6 ;: Assim, uma das
componertes conexasde B se escrexe como f 1(fxg ]r;1[); com
(X) <r < 1 Comog _, € cort nua pela esquerda, se g -o( 1
f (x;r)) > » f (x;r); entao para algumr < r; < 1; teriamos
(1 f rxra)ig (o f xra)) 2 VE(F Y(xr1)); o que con-
tradiz a escolhade r: Assim, g (1 f *(xr) = 2 f *(xr)
porque da escolhader; V* (f (x;r))\ .,6 ;:Destaforma, x 3
f Y(x;r) 2 .,oquenosdiz quef( x) = V*(x; (x)) intersecta
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f( . o) paratodo x 2 S': Sejaagora' 2 D tal quef( .,) esteja
abaixo do graco de': Como feito anteriormente, a de ni cao de

como sendoa componerte conexade \ i_, f*(U. ) que contem C
implica no seguirte, paratodok 0:

R0 f(0) U ) f(0) 95U )

assimcomof( .,) C ; obtemosque . f( .,o): Portanto
intersecta cadaum dos conjuntos V* (x; (x)); x2 Steg DA
existtnciade e provada de maneira analoga.

Agora, nalmente estamosprontos para provar o teorema princi-
pal.

Demonstracao. (do teorema19)

Dada 2 D; mostraremosque existe' 2 D tal que . intersecta

em pelo menosum ponto. Como ja foi visto, o -limite de um

ponto em . esta cortido emC eo! -limite de um ponto de! *

esta contido em C* ; assimisto concluira a demonstracao do teorema.
Vamos xar 2 D esupor queparatoda' 2D; . \!* =:

Assim, dada' 2 D vamosconsideraros seguirtes conjuntos:

| +

Ki=fx2S':g (x)<g-((Xg
e
Kp=fx2St:g (x)>g-(Xg

Do fato de estarmossupondo que . \ ! " = :: obtemos que
S! = K1 [ Kaz: No que se segue,mostraremos que obrigatoriamente
um dos conjuntos acima e vazio.

Assim, por absurdo vamos supor ambos nao-vazios. Comog . e
semi-cort nuasuperiormente e g, - e semi-cort nuainferiormente, K ¢
e aberto. Por outro lado, comog . eg, - sao ambascort nuas pela
esquerda,obtemosque sex, 2 K, entao todo ponto su cientemente
proximo, a esquerdade x»; tambem pertence a K,: Vamos agora
considerar o levantamento destesconjuntos para o plano, isto e, se
de nirmos a seguirte aplicacao de recobrimerto

p:IR! st
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enaol; = p (K. ek, = p 1(K,) satisfazemR = 1€ €,: Vamos
agoraconsiderarg; 2 €, esejagy = supl€;\] 1 ;®,]: Temosentao
duas possibilidades:

i) By 2 I€,: Neste caso,como ja comertamos acima, todo ponto,
su cientemernte proximo, a esquerdade gq; tambem pertencea K;; o
gue e uma contradi cao, pois existem pontos arbitrariamente proximos
de Bp; a suaesquerda,que pertencema K;:

i) B 2 K1: Como K, e aberto, existe uma vizinhanca de ey
inteiramente contida em 1€,; mas isto cortradiz a de ni cao deste
ponto.

Logo um dos elemerios de fK 1; K »g e vazio.

Portanto podemosparticionar o conjunto D da seguirte maneira:

D = D; [ Ds; onde:

Di=f" 2D:g <g-:geDs=f"2D:g,6 >g-9

A demonstracao sera concluda ao mostrarmos que D; e Dy sa0
ambos nao-vazios e abertos de D na topologia da convergéncia uni-
forme. Mas isto e uma cortradi cao, pois D e claramerte um conjunto
conexona topologia da corvergéncia uniforme. Assim, existe' 2 D
tal que . \ ! * 6 ; eportanto o teoremaesta provado. Vamosertao
a prova de que D; e Ds sao ambos nao-vaziose abertos.

1. sobre D;: As funceesg . e ' coincidem em pelo menosum
ponto. Assim, se' 2 D;; existe x 2 S! tal que g - (x) >
' (x): Claramente esta desigualdadevale para todas as funcees
' 0 pertencertes a uma vizinhanca su cientemente pequenade
" Assim,comog ' Oe' 92 D; [ Ds; obtemosque' °2 D,
e portanto D; e aberto. Claramente D; e nao vazio, pois da
denicaode . ede! "; g ' eg - :Assimse' <
enao' 2 D;:

+

2. sobreDg: Seja' 2 Dg: Como . e! ™ saoambosfechadosque
estamossupondo disjuntos, existe > Otal queg,+ < g .

Comog . ', entaog + <' : Sejaagorauma vizinhanca
de' em D tal que para toda ' © nessavizinhanca vale g+ <
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'O =2:Comog o e ' % coincidem em pelo menosum ponto
x°2 st entaog - (x9 < g (x) =" Ax); o que implica que
' 02 Dg: Assim Dg e aberto. Como eg, + coincidemem pelo
menosum ponto, se' 2 D fortal queg . > (tal ' existepela
propriedade 4 do lema 29), entaocomo' 2 D; [ Ds; obteremos
que' 2 Dg e portanto esteconjunto tambem e nao vazio.

Isto conclui a prova do teorema.

4.3 Um pouco mais sobre a regiao de ins-
tabilidade

Atravesde argumertos semelhariesaosdeservolvidos acimae possvel
mostrar tambem o seguirte resultado:

Teorema 20. Dada uma vizinhanca de C*; existe um ponto nessa
vizinhanca cujos conjuntos e! -limite estao contidosem C e vice-
versa.

No fundo, estesresultadosmostram que existemorbitas passeando
pelo anel todo, com os comportamentos mais diversospossveis.
Tudo que foi feito acima pode ser encortrado em [44].

4.4 Extens-oes para o cilindro in nito

Inicialmente, vamos saliertar que os resultados acima podem ser es-
tendidos para difeomor smos do tip o twist de nidos no cilindro. Va-
mos enunciar uma destasextensses,cuja demonstracao pouco difere
da do teorema 19 e depois vamos analisar 0 casode difeomor smos
do cilindro que induzem aplicaceesno toro com detalhe.

Sejaf : C! C um difeomor smo do tip o twist no cilindro, que
presena areae e exato, isto e:

paratodo aberto A C; homeomorfoa C e com bordo conexo
e compacto, temos que

Area(f (A)nA) = ArealAnf (A))
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Note que estade ni cao de exatidao coincidecoma da sec. 1.3. Entao
vale o sequirte:

Teorema 21. Sef nao possuicurvas rotacionais invariantes, exis-
temz;w2 Ctaisque , ()"t 1 e , frw)"t 1

No que se segue,vamos considerar uma classeespecial de dife-
omor smos do toro, que num certo sertido generalizaa aplicacao
Standard.

4.4.1 Aplica cees do tip o twist no toro
SejaDehn_twist o conjunto dos difeomor smos € do plano tais que:

€(e; ) tem a prop(iedade detwist, istoe: @ 1 f(r;g) >K >0; e
e+ Ly) = Mrip) + (1,0)
Feig+ 1) = Meip) + (1;1)

E facil ver que €2 Dehn_twist induz difeomor smos f ef respecti-
vamerte no cilindro S' IR=(1R=Z) IR eno toro T? =IR?=Z2:

O resultado que provaremospara essaclassede aplicacees pode
serpensadocomouma extensao do teorema?21. Ele tem algumasapli-
caceesinteressanes no estudo de certos problemas sobre aplicacees
do tip o twist notoro, comopor exemploo estudodaruptura de curvas
rotacionais invariantes para fam lias e o problema da ergodicidade.
Para mais detalhes, ver por exemplo[3], [4] e [6].

Teorema 22. Dada f€ 2Dehn_twist tal quea aplicacaof : C! C
induzida por f€ e exata e nao possui c rculos rotacionais invariantes,
entao existemdois numeros, < 0< * tais quepara todo racional
p=g com < p=q< *; existez 2 C tal quef9(z) = z+ (0;p):

Obsenacees:

1. E claro que a orbita de z corresponde uma orbita g-periodica
para f

2. para um irracional ! entre e * tambem podemosassaiar
um conjunto compactoinvariante paraf ; que quando levantado
para o cilindro, possuia seguirte propriedade: a orbita de seus
pontos percorrem C verticalmente com velocidade! ; ver [3]
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Para provar esseteorema, inicialmente vamos apreserar alguns
resultados auxiliares.
Paracadaq 1;® 2 IR; vamosde nir:

q(t) = ©(e;t); parat2 IR 4.3)

Diremos, para q(t) de nida como em (4.3), que o primeiro en-
cortro de 4 com a vertical por Bo; seda para

tp 2 IR; tal que:
tp = minft2IR: 1 4(t)= 1 ©(et) = Bog

Analogamerte, o ultimo encoriro de 4 com a vertical por Bg; se
da para

tu 2 IR; tal que:
ty=maxftt2IR: 1 4(t)= 1 ©(et) = rog

E claro que,paratodo g8y 2 IR; tp  ty:
Entao, vale (ver [47)):

Prop osicao 19. Para todo Bo; R 2 IR; seja 4(t) = fI(;t); como
em (4.3): Entao valem as seguintes desigualdades: »  ¢(tu)
2 q(t) 2 q(tp); paratodot 2 IR tal que ;1  4(t) = ®o:

Demonstracao. Para q= 1 e evidente, pois (t) enconira cadaver-
tical em um unico ponto (da condicao de twist).

Para g > 1; a prova sera feita por inducao, assim, suponha que o
resultado sejavalido para 1;2;::;;q 1.

Sejaey = (Bo;¥0) = ¢(tp); 0 primeiro ponto de encoriro de
com a vertical por go:

Sejae = (B1;91) = 4 1(tp) = © (&): Entao, vale :

g 1(1 1;teD\ © *(eo;[o;+1]=;: (4.4)

Vamosagoraprovar (4.4).
Suponha, por absurdo,quee2 o 1 (] 1 ;te\ X(o;[0;+1[):
Entao, sejaw = € 91 (8) ) w = (& T); comT < tp: Mas erntao,
q(T) = F(w) = &) 2 vertical por gy; absurdo, pois T < tp:
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Suponhaagoraqueexistew 2 ¢ 1(] 1 ;tp[);com 1(\&)> ey:
Comolimyiq 1 g 1(t)= 1 ,temosque existe b< tp; tal que

1 q 1(® = ®; e, da hipotesede inducao, » ¢ 1(® > @ =

2 q 1(tp):

Por outro lado, como €2 Dehn_twist; temos que :

1 © Y(Roileoi+1 D =1 1 ei[
2 © 1(eoilpoi+1 D el
EO
Figura 4.3: ultimo ponto de encortro.
O queimplica que, existet < P< tp; tal que:
g 1(t) 2% *((Ro;lpo;+1D);
absurdo, pois cortradiz (4.4). Dessaforma, 4 1(] 1 ;tp[) estaa
esquerdada vertical por g, e portanto ¢ 1(tp) € 0 primeiro ponto
de encortro de ¢ 1 com a vertical por g1; sendoassim o de altura
maxima, pela hipotesede inducao.
—i
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Suponha agora, que existe ty > tp; tal que 1 q(tz) = ®o e,
2 q(t#) > %= 2 q(tP):

Mas entao, o 1(tx)2 € 1((Ro;]go;+1[)) existet > tp;tal que
1 qut)=®re 2 4 1(t)> 2 ¢ 1(tp); 0 que contradiz
q 1(tp) sero ponto de altura maxima na vertical por gy: Assim,
q(tp) e 0 ponto de maxima altura na vertical por go: A prova da

proposicao para o ultimo ponto de encortro (ty) e analoga.

Vamos agora relembrar a proposicao (9). Dados s inteiro e q
natural nao-nulo, C(s;q) K (s;q); onde K (s;q) e comoem (2.11)
e C(s;q) e um compacto conexo que separao cilindro. De namos
agora, para cadax 2 S'; as seguirtes funcees:

(X) = minf ,(z):z22 K(s;q) e 1(z) = xg
e (4.5)
T(x)=maxf 2(z):z2K(s;q) e 1(z) = xg

Podemosassaiar funceesanalogasa f 9(K (s;q)) :

(x) = minf 4(2):z2 f9K(s;q) e 1(z) = xg
e (4.6)
T(x) = maxt 2(z):z2f9K(s;0) e 1(z) = xg

Um corolario trivial da proposicao 19 e o seguirte:
Corol ario 7. f9(x; (X)) = (x; *(xX)) efd(x; *(x)) = (x; (x)):

O corolario acima, juntamente com o proximo resultado sao um
exemplo da enormerigidez que a condicao de twist acarreta.

Lema 30. Paratodox 2 S%; (x; (X)) 2 C(s;0):

Demonstracao. E uma conseqéénciatrivial do corolario 7 juntamente
com o fato de C(s;Q)¢ ter pelo menos duas componertes conexas,
uma contendo o m inferior do cilindro, denotada por U; e a outra
contendo o m superior, V. No casode, por exemplo(x; (x)) 2
C(s;q); entao (x; (X)) 2 U; o queimplica que (x; *(x)) =

fa(x; (x)) 2 f9U), absurdo. O outro casoe analogo.

O lema que seseguee a baseda prova do teorema 22.
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Lema 31. Dada €2 Dehn_twist; tal quef e exatae naotem curvas
rotacionais invariantes, existe 2 = (g;g¢) 2 [0;1]?; tal que ©(g) =
B+ (s;deg); paraalgumqg2 IN , s2 Z edes> 2:

Demonstracao. Inicialmente, vamostomar constartes K > 0; a> 0

e b> 0 tais que paratodo & 2 IR? valem as seguirtes desigualdades:

2 ®B) (B> a
@ (e) > K
@fx(e) <b
Com f€ nao possui C.R.l.'s, por um argumernto analogo ao da

prova do lema 28, existe w = (&% g9 2 [0; 1] tal que , (&) >

4+ a+ 2P paraalgum N > 1:

Sejar = (&;9) 2 [0;1: e = &°
De nindo agora:

C:H:M ax(f(r)) = _bszu[gl] 1 ©'(&%a) 1 ®(%h  @7)

Fica claro que

C:H:M ax(f' (1)) 1 @'®%0) 1 P®%1) =n  (48)

Logo para todo n > 1; existe pelo menosum inteiro s tal que
e’+s2 1 ©(r)
A prova senra feita agora, por contradicao. Assim vamos supor
que,8 B2 r; tal que
1 ©(e) = g% (mod 1); paraalgumn > 0; (4.9)

entao

2 (B <4 (4.10)

Sejaagoraw; 2 r; tal que:

\impal"
2005/5/2
page 159

o



\impal"

2005/5/2
page 160
—
160 [CAP. 4: REGIAO DE INSTABILID ADE
2 BV(w)=4+a
€,
822 f segmero der enre w e ®1Q;
» ®N(B)> 4+ a
E claro quetal w; existe, pois, comoja foi dito, existe pelo menos
um inteiro s tal quee®+ s2 | VN (r) . E de (4.9) e (4.10), © (r)
cruza a reta | dada por:
| = f(e;4+ a); come 2 IRg
De nindo agoral = fintervalo de extremos »(w) e 2(®1)Q,
temos (tambem de (4.9) e (4.10)):
sup 1 B(%e) 1 F(R%w) <1
$1;8221
Sejaagora y : 1! IR? aseguirte curva :
n (1) = &Y (®%1); comt 2 |
Entao temos:
2+ b
2 n(208) 2 N(z(Wl))>(K )
Agora vamosobsenar que:
Prop osicao 20. Seuindo a notacao anterior, dada uma curva
J =[a;h]! IR?; tal que:
supj 1 (1) 1 (s)i<1 (4.11)
ts2J
. _ 2+ b
o O 2 (@> 2D @12)
Entao, existes inteiro tal quer®+ s2 | & (J)):
—i
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Demonstracao.

SUBisoy 1 & (1)) 1 B () =

=supszy & M) &) K@) K (O)
b+ K: &2 =2

Assim, a proposicao esta provada.

E claro que, y (t) satisfaz as hipotesesda proposicao (20), por
construcao. Assim, existe s inteiro tal queg®+ s2 ; & y (1)) =
1 BN (RO ):
Por outro lado, como

tlgf 2 N = 2 n~N(2(w)) =4+ &

da escolhade a > 0 temos:

inf 2 16( N(t))>4

t21

Assim, esta provado que existet 2 1 ee = (&%t ) 2 r; tal que:

1 V(2 ) = g% (mod 1)
2 Ie\‘+1(E)> 4

O que contradiz (4.9) e (4.10) e portanto conclui a prova.

Observaao :

E claro que uma demonstracao analoga nos da que existe & =
(e;¢) 2 [0;1F; tal que (w) = w + (s;des); para algum g 2 IN ,
S2 Z edes< 2

Ja estamosprontos para provar o teorema 22.

Demonstracao. (do teorema 22)
A demonstracao pode ser dividida em 2 casos:
i) 0< p=g< * i) < p=g< 0
Como os 2 casossao analogos,analisaremosapenaso i).
Jaquef : C! C eexatae nao possuic rculos rotacionais in-
variantes, pelo lema 31, existe 2 = (®;¢) 2 [0;1]%; tal que ©(e) =
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B+ (s;de9); paraalgum g2 IN , s2 Z edes> 2: Assim, a B corres-
pondeum ponto z = (x;y) 2 K(s;q) C: Pelade ni cao dasfuncees
e ;ver(4.5) e (4.6), temosque *(x) (x) des> 2
Por outro lado, como f e exata, ela satisfaz a propriedade PIC.
Agora basta notar que:

(x;  (x)) 2 C(s;0); pelolema 30
pelaprova do teoremalo, existezs 2 C(s;q) tal quef 9(zs) = zg

C(s; Q) e conexo

Das 3 propriedadesacima, seguequeafuncao o, f9( ) () 1
seanula em pelo menosum ponto de C(s;q); digamosz;: Mas entao
fAz1) = z2 + (0;1):

Vamos agora provar a segundaparte do teorema. Suponhamos
gue existew 2 C tal que

i 2 1) aw)
n!l n

> 0 (4.13)

Seja0 < p=q< !: SuponhaqueH() = , fa) 2()
P jc:q< 0: Como acima, existe zo 2 C(0;q) tal que f 9(zo) = zo;
Assim casoH nao se anule em C(0;q); comoH(z) = p< Oe
C(0; q) e conexo,H dewe sernegativa em todo ponto de C(0; q):

Assim, para todo x 2 S'; *(x) < (x) + p: Como C(0;q) e
fechado, existe uma funcao cornt nua :S'! IR tal queo seugraco
separaf 9(C(0; q)) de C(0; g) + (0; p); em outras palavras, f 4(C(0; @)
esta abaixo do seugra co e C(0;q) + (0; p) esta acima.

Vamos chamar de U a componerte conexade (graf ico( ))° que
contemo m inferior do cilindro. Por construceao, (f 9(U) (0;p))
U: Mas isto implica que

2 f7(r)  a(r)
n

lim sup
n!l

p=qg paratodor 2 C;

0 que cortradiz (4.13). Assim H seanula e o teorema esta provado.
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