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Apresen ta�c~ao:

O estudo qualitativ o de algumasequa�c~oesdiferenciais ordin�arias
muitas vezesse reduz ao estudo de apliaca�c~oesinduzidas em se�c~oes
transversais(aplica�c~oesde Poincar�e). Este �e o caso,por exemplo da
dinâmica em uma vizinhan�ca de uma �orbita peri�odica.

Em seutrabalho pioneiro [16], sobretransforma�c~oesemsuperf��cies
e aplica�c~oes�a dinâmica, G.D. Birkho� ressaltaa import ância da con-
dic~ao de "v orticidade" ("v ortical condition") no estudo das transfor-
ma�c~oesque preservam �area e que possuemum ponto �xo el��ptico.

Uma condi�c~ao geom�etrica semelhante aparecetamb�em no chama-
do �ultimo teorema geom�etrico de Poincar�e, provado no caso geral
somente por Birkho�. Este teorema a�rma que um homeomor�smo
que preserve �area que possui um anel invariante limitado por duas
curvashomot�opicase que restrito �asquais suastra jet�orias movem-se
em dire�c~oesopostas (torcem), possui in�nitos pontos peri�odicos.

A condi�c~ao de tor�c~ao que aqui ser�a chamada de twist (n~ao ne-
cessariamente em dire�c~oesopostas, mas com velocidadesdiferentes)
aparececomfrequênciaem v�ariassitua�c~oesaparentemente n~ao relaci-
onadas. Por exemplo: o modelo de Frenkel-Kontorova, as geod�esicas
no toro, as perturba�c~oes peri�odicas de hamiltonianos em dimens~ao
dois, as aplica�c~oesdo tip o bilhar em curvas convexas,os hamiltonia-
nos com dois ou tr êsgraus de liberdade,em particular no problema
restrito dos tr ês corpos, a dinâmica numa vizinhan�ca de um ponto
�xo el��ptico.

Portanto, a teoria da aplica�c~oesdo tip o twist podeserconsiderada
como um modelo te�orico uni�cador para v�arios fenômenos.

O objetivo dessasnotas intro dut�orias �e apresentar alguns resulta-
dos e exemplosb�asicossobre a dinâmica de aplica~oesdo tip o twist,
ilustrando o alcance da teoria e tentando motivar o leitor para as
quest~oese t�ecnicastratadas.

A partir dosresultadosfundamentais deBirkho�, obtidos no in��cio
do s�eculoXX e ap�oso grandeprogressoalcan�cadonas d�ecadasde 60
e de 80, �e poss��vel, hoje, enfrentar o desa�o de apresentar a teoria
de modo intro dut�orio e acess��vel (assim esperamos) aos estudantes
brasileiros do �nal de gradua�c~ao.

Estas notas est~ao organizadasem quatro cap��tulos. No primeiro,
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s~ao apresentados alguns exemplose s~ao desenvolvidas as primeiras
ferramentas, em especial, a fun�c~ao geratriz. Estes instrumentos s~ao
aplicadosno Cap��tulo 2 que trata da exist̂enciade �orbitas peri�odicas
(conforme Birkho� ), de �orbitas heterocl��nicas e da teoria de Aubry-
Mather. Nesta teoria, s~ao obtidos conjuntos invariantes por uma
aplica�c~aodo tip o twist ques~aoconstitu��dosde �orbitas n~aoperi�odicas,
mas que satisfazempropriedadessemelhantes �as �orbitas de Birkho�,
isto �e, s~ao "ordenados". Tamb�em �e dada uma id�eia de m�etodos pu-
ramente topol�ogicospara a obten�c~ao de tais conjuntos invariantes.

O Cap��tulo 3 trata das curvas rotacionais invariantes, que s~ao
curvas homotopicamente n~ao triviais invariantes pela aplica�c~ao. Um
exemplo de exist̂encia de tais curvas ocorre nos bilhares que possu-
em c�austicas. S~ao provados dois resultados: o Teorema da Curva
Invariante de Birkho� e o Teoremado Twist de Moser (para o caso
anal��tico).

Finalmente, o Cap��tulo 4 trata das regi~oes (homeomorfasa um
anel) limitadas por duas curvas rotacionais invariantes e que n~ao
cont�em outra curva rotacional invariante - a regi~ao de instabilida-
de. Prova-sea exist̂encia de �orbitas que se acumulam (no passado
e no futuro) nas duas curvas do bordo do anel. S~ao apresentados
tamb�em algumas extens~oes dos resultados para aplica�c~oes do tip o
twist de�nidas no toro.
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Cap��tulo 1

De�ni� c~oes e Exemplos

1.1 A din âmica da aplica�c~ao \standard"

Nesta se�c~ao mostraremos de uma maneira informal diversos tip os
de dinâmica que ocorrem em uma fam��lia a um parâmetro de apli-
ca�c~oesde tip o \t wist", queser�a tomada comomodelo (nestetrabalho
n~ao traduziremos a palavra inglesa\t wist", que signi�ca tor�c~ao, pois
tor�c~ao �e uma palavra que, em matem�atica, j�a possuioutros signi�ca-
dos). O modelo escolhido�e o chamado\Standard Map", ou aplica�c~ao
\Standard", ou aplica�c~ao de Chirik ov, ou ainda aplica�c~ao standard
de Chirik ov, devido aos trabalhos pioneiros do f��sico Chirik ov com
repeito a mesma (veja [22] e refer̂encias ali citadas). A aplica�c~ao
standard est�a de�nida sob o cilindro f (� ; y)g e �e dada por:

� 0 = � + y0;

y0 = y �
�
2�

sen(2� � ) (1.1)

onde: � �e o ângulo longitudinal no cilindro, com per��odo igual a um,
y 2 IR �e a altura no cilindro e � �e um parâmetro real. A aplica�c~ao
standard est�a associada de maneira imediata a uma aplica�c~ao do pla-
no no plano, que tamb�em ser�a chamada aplica�c~ao standard, atrav�es
da identi�ca�c~ao � = x(mod 1), ondex 2 IR. Tal opera�c~ao que associa
a reta f xg ao c��rculo f � g, atrav�esda fun�c~ao x ! x(mod 1) = � (deno-
minada de aplica�c~ao de recobrimento), �e chamada de levantamento

7
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8 [CAP. 1: DEFINIC� ~OES E EXEMPLOS

do c��rculo na reta (diz-se tamb�em que a reta recobre o c��rculo, ver
[50]). Note que a aplica�c~ao x ! x(mod 1) = � �e um difeomor�smo
local n~ao injetor. Esta �e uma das propriedade das aplica�c~oesde re-
cobrimento. A aplica�c~ao f (x; y)g ! f (� ; y)g de�ne um levantamento
do cilindro para o plano. A aplica�c~ao standard levantada ao plano
f (x; y)g �e dada por

x0 = x + y0;

y0 = y �
�
2�

sen(2� x) (1.2)

�A primeira vista pode parecer preciosismoa distin�c~ao entre � e x
apresentada acima. No �m, a f�ormula para a aplica�c~ao standard em
termos de � e x �e a mesma! Ao longo da leitura o leitor dever�a estar
atento ao n�umero de vezesque transitaremos entre asduas\in terpre-
ta�c~oes" da aplica�c~ao standard, ora usando propriedadestopol�ogicas
do plano, ora do cilindro. Isto ser�a feito tantas vezesque em muitas
n~ao ser�a nem mencionadonem, provavelmente, percebido. Espera-
mos que a ênfasedada neste in��cio �a diferen�ca entre � e x, aguce
a aten�c~ao do leitor neste sentido. A import ância da duplicidade de
interpreta�c~oes�car�a evidente.

A aplica�c~ao standard apareceem diversoscontextos distintos em
f��sica(ver [56]). Em particular, no contexto da f��sicado estados�olido,
a aplica�c~ao standard est�a associada ao chamado\Mo delo de Frenkel-
Kontorova", que ser�a apresentado e discutido na pr�oxima se�c~ao. No
contexto da matem�atica a aplica�c~ao standard tornou-se o paradig-
ma de aplica�c~ao do tip o twist que preserva �area. Espera-seque ela
represente para a dinâmica conservativa bi-dimensional o que a apli-
ca�c~aoquadr�atica representa para a dinâmica de aplica�c~oesunimodais
do intervalo, no sentido de exibir um espectro de comportamentos
dinâmicosque seja t��pico na classedas aplica�c~oesem que seinsere.

Fora a simplicidade, a aplica�c~ao standard possui certas proprie-
dades not�aveis. Uma delas, a de twist, ser�a tratada na se�c~ao 1.3.
Uma outra, muito interessante, �e a periodicidade por transla�c~oesver-
ticais, quer dizer, na dire�c~ao y. De fato, da equa�c~ao (1.1) segueque
as imagensdos pontos (� ; y) e (� ; y + 1) s~ao (� 0; y0) e (� 0; y0+ 1), res-
pectivamente. Ent~ao conclu��mos que a aplica�c~ao standard �ca com-
pletamente caracterizada por seusvalores no cilindro �nito f (� ; y)g
com y 2 [0; 1). Mais ainda, de�nindo a aplica�c~ao de recobrimen-
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[SEC. 1.1: A DINÂMICA DA APLICAC� ~AO \ST ANDARD" 9

to (� ; y) ! (� ; y mod 1), do cilindro no toro, segueque a aplica�c~ao
standard induz um difeomor�smo no toro f (� ; y mod 1)g:

� 0 = � + y0;

y0 = y �
�
2�

sen(2� � )(mod 1)

Portanto, sem perda de generalidade,pode-serestringir o estudo da
dinâmica da aplica�c~ao standard a (x; y) 2 [0; 1] � [0; 1], o que �e feito
nas simula�c~oesnum�ericasmostradasabaixo.

A dinâmicada aplica�c~aostandard dependefortemente do parâme-
tro � . Veremosque conforme� crescede zeroat�e in�nito a dinâmica
complica-segradativamente. Primeiramente, para � = 0 temos uma
situa�c~ao muito simplesonde a aplica�c~ao standard reduz-sea:

x0 = x + y

y0 = y

Isso implica que todos os c��rculos paralelosy =constante s~ao invari-
antes pela aplica�c~ao, ou seja,o cilindro �e folheadopor c��rculos invari-
antes. C��rculos invariantes que d~ao a volta no cilindro (homotopica-
mente n~ao triviais), s~ao chamadosde c��rculos rotacionais invariantes.
Uma aplica�c~ao do tip o twist para a qual toda �orbita est�a contida
em um c��rculo rotacional invariante �e dita integr�avel. A Figura 1.1
(� = 0) ilustra esta situa�c~ao. Note que a dinâmica da aplica�c~ao
standard restrita ao c��rculo y = y =constante pode assumir duas na-
turezas muito distintas. Sey �e um n�umero racional m=n, ent~ao ap�os
n iteradas o ponto (x; y) ser�a transformado em (x+ m; y), quequando
projetado no cilindro �e igual ao ponto de partida. Nestecasoo ponto
rodou m vezesem volta do cilindro ap�os n iteradas, dizemosque seu
n�umero de rota�c~ao �e m=n = y. Note que, se y �e racional ent~ao a
�orbita de todo ponto do c��rculo y = y possui o mesmo n�umero de
rota�c~ao e �e peri�odica com o mesmoper��odo (observe que, para con-
tar o n�umero de voltas que o ponto d�a no cilindro f � ; yg usamoso
levantamento da aplica�c~ao standard ao plano f x; yg, enquanto que a
�orbita do mesmoponto s�o �e peri�odica quando projetada no cilindro).
Agora, sey �e um n�umero irracional, ent~ao a �orbita de nenhum ponto
do c��rculo y = y �e peri�odica (se alguma o fosse,chegar��amos a uma
contradi�c~ao). De fato, neste casoa dinâmica da aplica�c~ao standard
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10 [CAP. 1: DEFINIC� ~OES E EXEMPLOS
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Figura 1.1: �Orbitas da aplica�c~ao standard para � = 0, caso inte-
gr�avel.

restrita ao c��rculo y = y �e a de uma rota�c~ao r��gida irracional, e a
�orbita de qualquer ponto �e densano c��rculo. Dizemosque tal c��rculo
invariante possuin�umero de rota�c~ao irracional.

O pr�oximo grau de complexidadeocorre quando � �e pequenomas
n~ao �e nulo. Nestecasoum teoremaimportante devido a Kolmogorov,
Arnold eMoser(KAM) garante queosc��rculos rotacionais invariantes
do caso integr�avel � = 0, associados �a \maioria" dos n�umeros de
rota�c~ao irracionais, s~ao perturbados em sua forma, mas continuam
invariantes e com a dinâmica de uma rota�c~ao r��gida associada ao
mesmon�umero de rota�c~ao. O enunciado precisoe a demonstra�c~ao de
uma das vers~oesdo teorema KAM, ser~ao dadosno cap��tulo 3 destas
notas. A dinâmica de uma aplica�c~ao do tip o twist nestascondi�c~oes
�e dita quase-integr�avel. A �gura 1.2 (� = 0:1) ilustra tal situa�c~ao.
Note quequasetoda �orbita mostradanesta�gura pareceestarcontida
em uma curva invariante.

O teoremaKAM n~aodiz nadaquanto aoqueocorrecoma dinâmi-
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Figura 1.2: �Orbitas da aplica�c~ao standard para � = 0:1, caso\quase
integr�avel".

ca da aplica�c~ao standard pr�oxima aosc��rculos rotacionais invariantes
com n�umero de rota�c~ao racional. Observa-se,e em grandeparte pode
se demonstrar, que tais c��rculos d~ao origem a um n�umero �nito de
�orbitas peri�odicas, todas com o mesmon�umero de rota�c~ao. A regi~ao
entre dois c��rculos rotacionais invariantes, ondesituam-setais �orbitas
peri�odicas, �e chamada de regi~ao de ressonância (o nome est�a ligado
�a racionalidade do n�umero de rota�c~ao). As regi~oes de ressonância
para quasetodos n�umeros de rota�c~ao racionais s~ao muito pequenas
quando � �e pequeno. Por exemplo, para � = 0:1, �gura 1.2, a �unica
regi~aoobserv�avel na escalada �gura �e aquelaassociadaao n�umero de
rota�c~ao zero. O c��rculo invariante com n�umero de rota�c~ao nulo, que
existia para � = 0, foi substitu��do por dois pontos �xos. O primeiro,
no centro da �gura, �e de tip o el��ptico, o que signi�ca que a derivada
de F no ponto �xo est�a associada a autovalores complexos� e � � 1,
com j� j = 1. Tal ponto �xo �e circundado por c��rculos invariantes
que n~ao enla�cam o cilindro (s~ao homotopicamente triviais). O ponto
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12 [CAP. 1: DEFINIC� ~OES E EXEMPLOS

el��ptico mais seusassociados c��rculos invariantes s~ao chamados de
\ilha el��ptica". O segundoponto �xo, localizado pr�oximo a (x; y) =
(0:5; 0), �e inst�avel e de tip o hiperb�olico, ou seja, possui autovalores
reais � e � � 1 com � 6= 1.

As zonas de ressonância crescemcom o aumento de � . Na Fi-
gura 1.3 (� = 0:8) s~ao mostradas algumas regi~oes de ressonância
com suas respecticas ilhas el��pticas. Note que, agora, a grande re-
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Figura 1.3: �Orbitas da aplica�c~ao standard para � = 0:8.

gi~ao de ressonância do centro da �gura, apresenta uma ilha el��ptica
circundada por uma coroaespessade iteradas da aplica�c~ao standard.
De fato, tais iteradas podem corresponder a uma �unica �orbita. A
dinâmica nesta coroa, que cont�em o ponto �xo hiperb�olico, pr�oximo
a (x; y) = (0:5; 0), �e bastante complexa. Assim como ocorre em uma
vizinhan�ca do ponto �xo hiperb�olico, pontos inicialmente pr�oximos
nesta coroa \tipicamen te" (de acordo com observa�c~oesnum�ericas)se
afastam exponencialmente r�apido. Por tal raz~ao esta parte da regi~ao
de ressonância �e chamada de \zona estoc�astica". Note que na �gura
1.2 a zonaestoc�astica da regi~ao de ressonância central �e inobserv�avel
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[SEC. 1.1: A DINÂMICA DA APLICAC� ~AO \ST ANDARD" 13

(apesarde existir). Nesta �gura, a ilha el��ptica praticamente coinci-
de com a regi~ao de ressonancia.J�a na �gura 1.3 tanto a ilha el��ptica
quanto a zonaestoc�astica dividem o espa�co da regi~ao de ressonância.

Ao se ultrapassar o valor cr��tico de � = � = 0:9716::, obtido
num�ericamente [34], observa-seque os c��rculos rotacionais invarian-
tes deixam de existir. De fato, como veremosno cap��tulo 4, ap�os
o rompimento do �ultimo c��rculo invariante aparecem�orbitas que so-
bem arbitrariamente alto no cilindro. Para � < � a exist̂encia de
tais �orbitas era impedida pela presen�ca dos c��rculos rotacionais inva-
riantes. A �gura 1.4 ilustra como s~ao as t��picas �orbitas da aplica�c~ao
standard para � = 0:971. Note quecomo desaparecimento dascurvas
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Figura 1.4: �Orbitas da aplica�c~ao standard para � = 0:971, pr�oximo
�a quebra do �ultimo c��rculo rotacional invariante.

rotacionais invariantes ocorre uma fus~ao das regi~oesde ressonância.
O elemento separadordesapareceu.Na �gura 1.4 o espa�co ocupado
pelas zonasestoc�asticas �e maior do que na �gura 1.3, mas ainda se
observa aquelarobusta ilha el��ptica da zonade ressonância do centro
da �gura.
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14 [CAP. 1: DEFINIC� ~OES E EXEMPLOS

Conformeaumentamos � a dinâmicada aplica�c~aostandard torna-
semais e mais complexa. O quesenota numericamente �e queasilhas
el��pticas perdem espa�co para aszonasde ressonância, ao ponto de se
tornarem praticamente inobserv�aveis. Por exemplo, na �gura 1.5
(� = 10) j�a n~ao se pode observar ilhas el��pticas. Nesta �gura est~ao
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Figura 1.5: Uma �orbita da aplica�c~aostandard para � = 10e condi�c~ao
inicial (x0; y0) = (0; 0), \caso aparentemente estoc�astico".

mostrados os 105 primeiros pontos de uma �unica �orbita com in��cio
em (x; y) = (0; 0)!

Resumidamente, podemosdizer que � parametriza, na dinâmica
da aplica�c~ao standard, uma disputa entre as curvas invariantes e as
regi~oes estoc�asticas. Em � = 0 temos o triunfo absoluto das cur-
vas rotacionais invariantes. Conforme � cresceas curvas rotacionais
invariantes v~ao sendosubstitu��das por outras curvas invariantes, as
das ilhas el��pticas, que s~ao entremeadaspor zonasestoc�asticas cada
vez mais expressivas. Para � > � as curvas rotacionais invariantes
deixam de existir, e para � 0s ainda maiores a linhagem das curvas
invariantes, incluindo aquelasdas ilhas el��pticas, parece totalmente
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extinta. At�e que ponto tal cen�ario obtido numericamente �e verda-
deiro? A resposta a essapergunta ainda n~ao foi dada. A primeira
id�eia, que brota da an�alise acima, de que existe um certo valor de
� a partir do qual n~ao existem ilhas el��pticas, como ocorre com os
c��rculos rotacionais invariantes, �e falsa. Foi provado por Duarte [28]
que, existe � 0 tal que, para � > � 0, o conjunto de parâmetros �
para os quais a aplica�c~ao standard possuipontos peri�odicosel��pticos
�e densoem [� 0; 1 )! Em que sentido, ent~ao, pode-sea�rmar que a
zona estoc�astica �e dominante para � 0s grandes?

No cerne desta quest~ao est�a a de�ni�c~ao matem�atica do que se
chama zona estoc�astica. A de�ni�c~ao mais aceita atualmente �e que
a zona estoc�astica �e o conjunto de pontos que possuem\exp oente
de Liapunov" positivo. O expoente de Liapunov � (z) de um ponto
z = (x; y) �e igual ao seguinte limite, seele existir,

lim
n !1

ln jjDF (zn ) : : : DF (z1)DF (z0)jj
n

onde: DF (z) �e a derivada da aplica�c~ao em z, zn �e a n-�esimaiterada
de z0 = z, e jjDF (zn ) : : : DF (z1)DF (z0)jj �e o m�odulo do maior auto-
valor do produto de matrizes DF (zn ) : : : DF (z1)DF (z0). O expoente
de Liapunov � (z) �e positivo se a dinâmica linearizada da aplica�c~ao
pr�oxima �a �orbita de z �e exponencialmente inst�avel. Note que se
� (z) = 0 n~ao podemosdizer que esta dinâmica linearizada �e est�avel.
Um ponto �xo hiperb�olico tem expoente de Liapunov positivo e um
ponto �xo el��ptico tem expoente de Liapunov zero(mostre isto). Sea
de�ni�c~ao acima de zonaestoc�astica �e boa, deve seesperar que a mai-
oria dospontos (no sentido de \�area", ou melhor dizendo,da medida
de Lebesgue)tenha expoente de Liapunov positivo para � grande.
Apesar de ter sido provado que, para todo � > 0, a aplica�c~ao stan-
dard possuium conjunto n~ao enumer�avel de pontos com expoente de
Liapunov positivo, ainda �e um problema em aberto provar que tal
conjunto possui medida de Lesbesguepositiva para algum valor de
� !! De fato, pode-sedizer que este�e um dos (talv ezo) problemasem
aberto mais famososda dinâmica conservativa.
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1.2 O mo delo de Frenk el-Kon toro va

Como dissemos,aplica�c~oesdo tip o twist aparecemem diversoscon-
textos, entre elesna f��sica do estado s�olido. Em 1938, Y. Frenkel e
T. Kontorova, no intu��to de entender certos fenômenosassociadosa
redescristalinas, intro duziram o seguinte modelo. Considereuma ca-
deia unidimensional de part��culas, cada uma das quais ligada a suas
vizinhas por uma mola linear com constante el�astica igual a um e
comprimento de repouso `. Se xk �e a posi�c~ao da k-�esima part��cula
da cadeia,ent~ao a energiade intera�c~ao entre part��culas vizinhas �e:

1
2

(xk+1 � xk � `)2 +
1
2

(xk � xk � 1 � `)2

Suponha agora que a cadeiaencontra-se imersa em um cristal unidi-
mensionale quecadapart��cula da cadeiainteragecom cada�atomo do
cristal (�gura 1.6). Isto implica que a part�icula k da cadeiaest�a su-

X

V

Figura 1.6: Cadeia de part��culas do modelo de Frenkel-Kontorova.

jeita a um potêncial peri�odico, devido a periodicidade do cristal, e se
desprezarmostodososharmônicosda s�eriede Fourier destepotencial,
excetoo primeiro, podemosescrev̂e-lo como:

V (xk ) =
�

4� 2 cos(2� xk )
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Sendoassima energiada cadeiacomo um todo �e dada por:

W =
X

k

�
1
2

(xk+1 � xk � `)2 +
�

4� 2 cos(2� xk )
�

def=
X

k

h(xk ; xk+1 ) (1.3)

Cada seqûencia : : : ; x � 1; x0; x1; : : :, que descreve as posi�c~oesdas in-
�nitas part��culas da cadeia, �e chamada de con�gura�c~ao do sistema.
Um problema interessante no estudo da f��sica deste sistema �e o de
encontrar as con�gura�c~oes: : : ; x � 1; x0; x1; : : : que \minimizam" W .
Claramente tal quest~ao precisasermelhor de�nida, uma vezquepara
quasetodasascon�gura�c~oesa s�erie (1.3) que de�ne W deve ter valor
in�nito. Isto motiva as seguintes de�ni�c~oes:

De�ni� c~ao 1 (Segmen to Minimal). Um segmento f xa ; : : : ; xbg �-
nito de uma con�gur a�c~ao �e dito minimal, se para qualqueroutro seg-
mento f xa ; ~xa+1 ; : : : ; ~xb� 1; xbg, com os mesmosextremos, vale a de-
sigualdade:

W f xa ; : : : ; xbg def=
b� 1X

k= a

h(xk ; xk+1 ) � W f xa ; ~xa+1 ; : : : ; ~xb� 1; xbg

De�ni� c~ao 2 (Con�gura� c~ao Minimal). Uma con�gur a�c~ao �e dita
minimal, se qualquerum de seussegmentos�nitos �e minimal.

Note que, seuma con�gura�c~ao �e minimal ent~ao cada um de seus
segmentos f xa ; : : : ; xbg minimiza a fun�c~ao:

(~xa+1 ; : : : ; ~xb� 1) � ! h(xa ; ~xa+1 ) + : : :+ h(~xb� 1; xb) = W f xa ; : : : ; xbg

Comopontos dem��nimo deuma fun�c~aodiferenci�avel no IRn s~aoneces-
sariamente pontos cr��ticos da mesma,ent~ao f xa ; xa+1 ; : : : ; xb� 1; xbg,
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18 [CAP. 1: DEFINIC� ~OES E EXEMPLOS

deve satisfazero seguinte conjunto de equa�c~oes:

@W
@xa+1

f xa ; : : : ; xbg = 0 =)

@h
@xa+1

(xa ; xa+1 ) +
@h

@xa+1
(xa+1 ; xa+2 ) = 0;

@W
@xa+2

f xa ; : : : ; xbg = 0 =)

@h
@xa+2

(xa+1 ; xa+2 ) +
@h

@xa+2
(xa+2 ; ya+3 ) = 0; : : :

Ou seja, de uma maneira mais sucinta, os xk de uma con�gura�c~ao
minimal necessariamente satisfazemas equa�c~oes:

@2h(xk � 1; xk ) + @1h(xk ; xk+1 ) = � xk+1 + 2xk � xk � 1 �
�
2�

sen(2� x)

= 0 k = 1; 2; 3; : : : (1.4)

onde@1h signi�ca a derivadaparcial de h com rela�c~aoao seuprimeiro
argumento e@2h o equivalente para o segundoargumento. Note queo
parâmetro ` n~ao aparecena equa�c~ao (1.4). Como estaremosprimari-
amente interessadosem con�gura�c~oesquesatisfazem(1.4) suporemos
a partir de agora que ` = 0.

De�ni� c~ao 3 (Con�gura� c~ao estacion �aria). Dizemosqueuma con-
�gur a�c~ao : : : ; x � 1; x0; x1; : : : �e estacion�aria, no sentido de seusseg-
mentos serem pontos cr��ticos de W , se seuselementossatisfazema
equa�c~ao (1.4).

Note quecon�gura�c~oesminimais s~ao necessariamente estacion�ari-
as, mas con�gura�c~oesestacion�arias podem n~ao ser con�gura�c~oesmi-
nimais. �E interessante quedadoqualquerpar (x0; x1), �eposs��vel gerar
uma con�gura�c~ao estacion�aria que contenha (x0; x1). Para ver isto �e
conveniente reescrever (1.4) de uma outra maneira. Primeiramente
de�nimos, a partir de uma con�gura�c~ao qualquer : : : ; x � 1; x0; x1; : : :,
a seqûencia : : : ; y� 1; y0; y1; : : : atrav�esde:

yk = � @1h(xk ; xk+1 ) = + xk+1 � xk +
�
2�

sen(2� xk )
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ondeusamosa de�ni�c~ao de h dada em (1.3). Da equa�c~ao acima segue
que

xk+1 = yk + xk �
�
2�

sen(2� xk ):

Agora, se: : : ; x � 1; x0; x1; : : : �e estacion�aria, ent~ao vale (1.4) e da de-
�ni�c~ao de yk+1 obtemos:

yk+1 = � @1h(xk+1 ; xk+2 ) = @2h(xk ; xk+1 ) = xk+1 � xk

Em suma, para uma con�gura�c~ao estacion�aria, vale:

xk+1 = xk + yk+1

yk+1 = yk �
�
2�

sen(2� xk );

que�e exatamente a recurs~aoquede�ne a dinâmica da aplica�c~ao stan-
dard, equa�c~ao(1.2). Quer dizer, ascon�gura�c~oesestacion�ariasdo mo-
delo de Frenkel-Kontorova s~ao exatamente as proje�c~oesdas �orbitas
da aplica�c~ao standard no eixo x! Tal caracteriza�c~ao das �orbitas da
aplica�c~aostandard �e chamadade \princ ��pio variacional" da aplica�c~ao
standard.

Do que foi dito na se�c~ao 1.1 pode-seimediatamente concluir que
para certosvaloresde � , comopor exemplo� = 10 (ver �gura 1.5), as
con�gura�c~oesestacion�arias do modelo de Frenkel-Kontorova podem
apresentar um padr~ao bastante irregular. Tal correspondência entre
as con�gura�c~oesestacion�arias do modelo de Frenkel-Kontorova e as
�orbitas da aplica�c~ao standard sugerema seguinte de�ni�c~ao.

De�ni� c~ao 4 ( �Orbita minimizan te). Dizemos que uma �orbita �e
minimizante se a sua correspondente con�gur a�c~ao �e minimal.

Veremosa seguir que tais �orbitas minimizantes possuemdiversas
propriedades not�aveis. Na f��sica do modelo de Frenkel-Kontorova
elas s~ao fundamentais, pois em certo sentido minimizam a energia.
No entendimento da dinâmica da aplica�c~ao standard elas n~ao s~ao
menosimportantes.
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1.3 Aplica� c~oes de tip o \t wist" e princ ��pios
variacionais

Antes de prosseguir com a an�alise das �orbitas minimizantes, �e im-
portante mostrar que os resultados da se�c~ao 1.2 n~ao est~ao restritos
�a aplica�c~ao standard e ao modelo de Frenkel-Kontorova. De fato to-
das aplica�c~oes de tip o twist possuemprinc��pios variacionais. Mais
precisamente, seja C = IR=ZZ � IR o cilindro recoberto pelo plano
f (x; y) 2 IR2g atrav�esde (x; y) ! (x (mod 1) = � ; y). Considereago-
ra um difeomor�smo f de C, cujo levantamento ao plano, denotado
por F , possuias seguintes componentes

x0 = F1(x; y)

y0 = F2(x; y) (1.5)

Suponha que F e f possuamas seguintes propriedades:

a) F1(x + 1; y) = 1 + F1(x; y) e f preserva os �ns do cilindro
(portanto f �e homot�opico a identidade e portanto preserva a
orienta�c~ao);

b) (@1F1)(@2F2) � (@2F1)(@1F2) = 1, ou seja, f preserva �area;

c) existe uma costante c > 0 tal que

0 < c � @2F1(x; y) �
1
c

ou seja, F satisfaz uma condi�c~ao de twist uniforme.

Note que a aplica�c~ao standard �e um t��pico exemplo de aplica�c~ao
que satisfaz as condi�c~oes acima. Para entender geometricamente a
condi�c~ao de twist consideremosuma reta vertical 
 no plano f x; yg,
dada por s ! (x; y) = (x; s), onde x est�a �xo e s 2 IR, ver �gu-
ra 1.7. A imagem de tal reta pela aplica�c~ao, denotada por 
 0, �e
s ! [x0; y0] = [F1(x; s); F2(x; s)]. A condi�c~ao @2F1(x; y) > c > 0
implica que o vetor tangente a 
 0 tem sempreuma componente x po-
sitiva maior que c, ou seja, a curva 
 0 projeta-se difeomor�camente
sobreo eixo real x, ver �gura 1.7. Note que, somente com a hip�otese
@2F1 > 0 n~ao �e poss��vel garantir que tal proje�c~ao �e sobrejetiva.
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y

x

y

g
g

x x

y

Figura 1.7: M�etodo geom�etrico para resolver a equa�c~ao x0 = F1(x; y)
para y.

Da hip�otesede twist uniforme segueque a equa�c~ao x0 = F1(x; y)
semprepode ser resolvida para y, como mostrado na �gura 1.7. Seja
y = u(x; x0) tal solu�c~ao. A propriedade F1(x + 1; y) = 1 + F1(x; y),
implica quey = u(x + 1; x0+ 1) = u(x; x0), e issoimplica quea fun�c~ao
u, a princ��pio de�nida em IR2, tamb�em de�ne uma fun�c~ao no cilindro
C que �e obtido do plano f x; x0g atrav�es de identi�ca�c~ao de pontos
(x; x0) e (~x; ~x0) que satisfa�cam x = ~x + k e x0 = ~x0 + k, para k 2 ZZ
(ver �gura 1.8).

par

x

retas x - x=constante

pontos equivalentes

pontos equivalentes

retas x + x=inteiro

x

Figura 1.8: Periodicidade de h(x; x0).
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Considereagora o campo de vetoresno plano f x; x0g dado por

(x; x0) � ! (� y; y0) = (� u(x; x0); F2(x; u(x; x0))) def= (� u; v)

ou sua forma diferencial associada � udx + vdx0. A preserva�c~ao de
�area, (@1F1)(@2F2) � (@2F1)(@1F2) = 1, implica que tal campo possui
rotacional nulo, ou seja, @x 0u + @x v = 0 ou, equivalentemente, que a
forma diferencial � udx + vdx0 �e fechada. Para veri�car issousamos
que x0 = F1(x; u(x; x0)) implica

@x 0u(x; x0) =
1

@2F1(x; u(x; x0))
e @x u(x; x0) = �

@1F1(x; u(x; x0))
@2F1(x; u(x; x0))

e ent~ao:

@x 0u + @x v = @x 0u + @1F2 + (@2F2)@x u

=
1

@2F1
+ @1F2 � (@2F2)

@1F1

@2F1

=
1 + (@1F1)(@2F2) � (@2F1)(@1F2)

@2F1
= 0:

Sabemos do c�alculo diferencial que um campo com rotacional nulo
no plano (ou uma forma diferencial fechada) �e o gradiente (ou o
diferencial) de uma fun�c~ao no plano. Portanto existe uma fun�c~ao
h(x; x0) tal que:

� y = � u(x; x0) = @1h(x; x0)

y0 = v(x; x0) = F2(x; u(x; x0)) = @2h(x; x0) (1.6)

Note que tal fun�c~ao h, a princ��pio de�nida no plano f x; x0g, n~ao ne-
cessariamente satisfaza condi�c~ao h(x + 1; x0+ 1) = h(x; x0), satisfeita
pela fun�c~ao u, e portanto h n~ao necessariamente de�ne uma fun�c~ao
no cilindro C. De fato, para que valha tal propriedade �e necess�ario
e su�ciente que a integral de linha do campo (� u; v) sobrequalquer
curva fechada 
 , que d�a a volta no cilindro C (ou qualquer curva no
plano f x; x0g que comeceem (x; x0) e termine em (x + 1; x0+ 1)), seja
igual a zero (isso �e uma conseqûencia do teorema de Stokes). Seja
portanto 
 a curva s ! (x = s; x0 = F1(s; 0)), com s 2 [0; 1]. Note
que
 come�caem(0; F1(0; 0)) e termina em(1; F1(1; 0) = F1(0; 0)+ 1),
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devido �a propriedadea). A de�ni�c~ao de u implica queu(s;F1(s; 0)) =
0, ou seja,sobre
 vale u = 0. Portanto a integral de linha do campo
(� u; v) sobre
 reduz-sea

Z 1

0
v(s;F1(s; 0))ds =

Z 1

0
F2(s; u(F1(s; 0)))ds =

Z 1

0
F2(s; 0)ds:

(1.7)
A interpreta�c~ao geom�etrica desta integral �e imediata. Se� �e a curva
y = 0 que corresponde ao equador do cilindro C e � 0 �e sua imagem
pela aplica�c~ao F , ent~ao a integral acima representa a diferen�ca entre
a �area abaixo de � 0 e acima de � (�area hachurada na �gura 1.9) e a
�area acima de � 0 e abaixo de � (�area pontilhada na �gura 1.9).

b

�������������

�������������

�����������

�����������

y

b
0 1 x

Figura 1.9: Condi�c~ao para F ser exata.

A seguir, suporemosque f , ou seulevantamento F , al�em de pos-
suir as propriedadesa), b), c) acima, tamb�em satisfaz:

d) F �e tal que a integral (1.7) �e nula. Uma F (ou sua proje�c~ao f
no cilindro) que possui tal propriedade �e dita exata.

Portanto a hip�otesede F ser exata implica que

h(x + 1; x0+ 1) = h(x; x0)

ou seja, h tamb�em de�ne uma fun�c~ao no cilindro C. O que foi dito
acima est�a sumarizadono seguinte lema.
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Lema 1 (Fun�c~ao Geratriz). SejaF , dadapor (1.5), o levantamen-
to de um difeomor�smo f do cilindr o C, quesatisfazas propriedades
a), b), c), d). Ent~ao existe uma fun�c~ao duas vezescontinuamente
diferenci�avel h(x; x0), chamadafun�c~ao geratriz de F , tal que:

h(x + 1; x0+ 1) = h(x; x0); (1.8)

�
1
c

� @12h(x; x0) � � c < 0; (1.9)

(esta �ultima desigualdade�e conseqûencia da propriedade(c) de twist
uniforme) e

y = � @1h(x; x0)

y0 = @2h(x; x0) (1.10)

onde x; x0; y; y0 satisfazema equa�c~ao (1.5).

Para dar um signi�cado mais geom�etrico �a fun�c~aoh, �econveniente
calcular a integral de caminho que a de�ne usandoasvari�aveis(x; y).
Considereuma curva cont��nua 
̂ : s ! (x; x0), com s 2 [0; 1], 
̂ (0) =
(x0; x0

0) e 
̂ (1) = (x1; x0
1). Suponha que, excetopor um n�umero �nito

depontos, 
̂ �econtinuamente diferenci�avel. Temosent~aoquea fun�c~ao
h satisfaz:

h(x1; x0
1) � h(x0; x0

0) =
Z


̂
� udx + vdx0

Para calcular esta integral voltemos�asvari�aveis(x; y) = (x; u(x; x0)).
Denotemos por 
 a representa�c~ao de 
̂ nas novas vari�aveis e por

 (0) = (x0; y0), 
 (1) = (x1; y1), o valor de 
 nos seus extremos.
Nestasnovas vari�aveis a integral de linha

Z



udx =

Z



ydx

coincide com a \�area embaixo da curva" 
 como aprendemosno
c�alculo. Note que esta integral de linha faz sentido mesmo quan-
do 
 �e vertical, casoem que a integral vale zero. A �m de dar uma
interpreta�c~ao geom�etrica para a integral

Z


̂
vdx0 =

Z



F2(@x F1dx + @y F1dy) =

Z



F2dF1
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�econveniente fazeruma nova mudan�cadevari�aveis: (x; y) ! (x0; y0) =
F (x; y). Nas novas vari�aveis temos F2dF1 = y0dx0 e 
 (s) ! F � 
 (s).
Portanto Z


̂
vdx0 =

Z

F � 

y0dx0

e agora tal integral pode ser interpretada como a �area embaixo da
curva F � 
 . Com isso podemos dar a seguinte caracteriza�c~ao ge-
om�etrica para h. Seja 
 uma curva qualquer no plano (x; y) com as
propriedadesde continuidade e diferenciabilidade acima, e tal que


 (0) = (x0; y0); 
 (1) = (x1; y1):

Seja x0
0 = F1(x0; y0) e x0

1 = F1(x1; y1). Ent~ao

h(x1; x0
1) � h(x0; x0

0) =
Z

F � 

y0dx0 �

Z



ydx = A0 � A (1.11)

onde A e A0 correspondem �as �areashachuradas na �gura 1.10.

x0 x1

A

x1 x0

g
gF

FA 

Figura 1.10: Interpreta�c~ao geom�etrica de h, a saber: h(x1; x0
1) �

h(x0; x0
0) = A0 � A.

Note que para determinar a fun�c~ao h a partir da integral (1.11)
�e necess�ario impor o seu valor em algum ponto do plano f x; x0g.
De fato, �e sempre poss��vel fazer uma mudan�ca de coordenadasna
aplica�c~ao F , sem alterar as propriedades a, b, c, d, de tal modo
que h possuauma determina�c~ao geom�etrica razoavelmente simples.
Faremosissoa seguir.
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Considerea fun�c~ao x ! y = w(x) def= u(x; x). Tal fun�c~ao associa
a cada x um y = w(x) tal que a imagem do ponto (x; w(x)) por F
permanecena mesmavertical, ou seja, F1(x; w(x)) = x. Considere
agora a mudan�ca de vari�aveis que preserva �area:

~x = x

~y = y � w(x)

A aplica�c~aoF nasnovascoordenadassatisfazasmesmaspropriedades
a, b, c, d, que satisfazia nas antigas. Denotando as novas vari�aveis
tamb�em por (x; y), para n~ao carregar a nota�c~ao, temos que F nas,
novas vari�aveis, passaa possuir seguinte propriedade adicional:

e) x = F1(x; 0)

Geometricamente isto signi�ca que todo ponto da curva y = 0 do
plano (x; y) move-severticalmente pela aplica�c~ao F (ver �gura 1.11).
Mais ainda, os pontos da curva y = 0 que intersectam sua imagem

y

0 1
x

y = F  (x,0)
2

Figura 1.11: Curva de velocidade angular zero.

por F s~ao pontos �xos, uma vez que nenhuma de suascoordenadas
varia pela a�c~ao de F . Ou seja, esta simples constru�c~ao mostra que
f , a proje�c~ao de F no cilindro, tem pelo menos dois pontos �xos,
como ilustrado na �gura 1.11 (lembre-se que no cilindro os pontos
�xos correspondentes a x = 0 e x = 1 s~ao idênticos). Note que, com
uma mudan�ca de vari�aveis dada por uma simples transla�c~ao de x, �e
poss��vel colocar um ponto �xo qualquer de F em x = 0, como na
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�gura 1.11. Suponha, portanto, que (x; y) = (0; 0) �e um ponto �xo
de F e que h(0; 0) = 0. Dado x, seja 
 0 um segmento horizontal no
plano (x; y), comy = 0, queliga a origema x. Aplicando a identidade
(1.11) a 
 0 obt�em-seque

h(x; x) = h(x; x) � h(0; 0) =
Z

F � 
 0

y0dx0

que �e a integral ilustrada na �gura 1.12. Note que os pontos cr��ticos

Area=h(x,x)

g
0

y = F  (x,0)2

y

0 1x

Figura 1.12: Interpreta�c~ao geom�etrica de h(x; x).

de h(x; x) correspondem aos pontos �xos de F , uma vez que pelo
teorema fundamental do c�alculo a fun�c~ao y0 = F2(x; 0) �e a derivada
de h(x; x), e as solu�c~oes de F2(x; 0) = 0 correspondem aos pontos
�xos de F (isso tamb�em pode ser deduzido das equa�c~oes (1.10)).
No caso ilustrado na �gura 1.12, o ponto �xo em x = 0 �e aquele
que corresponde ao m��nimo da fun�c~ao h(x; x). �E sempreposs��vel, e
isto ser�a suposto, que o ponto �xo colocado em x = 0 atrav�es da
transla�c~ao de x, �e aquele que corresponde a um m��nimo da fun�c~ao
h(x; x). Com isso,assegura-seque h(x; x) � 0 para qualquer x. Seja
agora (x; x0) um ponto qualquer, e considereo segmento vertical 
 1

no plano (x; y) com extremos (x; 0) e (x; y), onde x0 = f (x; y), ver
�gura 1.13. Seja
 a curva no plano (x; y) obtida da concatena�c~ao de

 0 e 
 1. Aplicando a identidade (1.11) a 
 obt�em-se

h(x; x0) = h(x; x0) � h(0; 0) =
Z

F � 

y0dx0



\imp a1"
2005/5/2
page28

i

i

i

i

i

i

i

i
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g
0

g
1 

x

Area=h(x,x)

g
1 F(   )

g
0F(   )

x

y

0

Figura 1.13: Interpreta�c~ao geom�etrica de h(x; x0).

que �e a integral ilustrada na �gura 1.13. �E f�acil ver, a partir desta
interpreta�c~ao geom�etrica e da propriedade de twist, que h(x; x0) �
0 para qualquer par (x; x0) (note que um segmento vertical com y
negativo e orientado para baixo, sempreentorta para a esquerda,o
que garante a positividade da integral acima quando x0 < x). Para
resumir o que foi dito acima enunciamosa seguinte proposi�c~ao.

Prop osi�c~ao 1. Existem coordenadas(x; y) ondea aplica�c~ao F , al�em
de possuir as propriedadesa, b, c, d , satisfaz x = F1(x; 0) e 0 =
F2(0; 0), o queimplica que(x; y) = (0; 0) �e um ponto �xo de F . Al�em
dissoF est�a associada a uma fun�c~ao h com asseguintespropriedades:
h(0; 0) = 0 e h(x; x0) � 0.

H�a duas propriedadesda fun�c~ao h que ser~ao muito importantes
na pr�oxima se�c~ao. Elas s~ao dadaspelasseguintes proposi�c~oes.

Prop osi�c~ao 2. Se F satisfaz as propriedadesa, b, c, d ent~ao para
qualquerh associada a F vale a seguinte desigualdade

h(xb; x0
a ) + h(xa ; x0

b) � h(xb; x0
b) � h(xa ; x0

a) � c(xb � xa)(x0
b � x0

a )

onde c > 0 �e a constante de twist dada em c).

Demonstra�c~ao. Para provar a proposi�c~ao basta integrar a fun�c~ao
� @12h em um quadrado e usar que a desigualdade(1.9) implica:

Z x 0
b

x 0
a

Z x b

x a

� @12hdxdx0 � c
Z x 0

b

x 0
a

Z x b

x a

dxdx0
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�

Prop osi�c~ao 3. Seja F e h como na proposi�c~ao (1). Ent~ao vale a
seguinte desigualdade

h(x; x0) �
c
2

(x0 � x)2

onde c > 0 �e a constante de twist dada em c).

Demonstra�c~ao. Para provar a proposi�c~ao basta integrar a fun�c~ao
� @12h em um tri ângulo, usar que a desigualdade(1.9) implica:

h(x; x0) = h(x; x) +
Z x 0

x

Z x 0

s
� @12h(s; t)dtds

� h(x; x) + c
Z x 0

x

Z x 0

s
dtds

Z x 0
b

x 0
a

Z x b

x a

dxdx0

e �nalmen te usar que, da propoposi�c~ao 1, vale h(x; x) � 0. �
Vimos na se�c~ao 1.2 que a aplica�c~ao standard est�a associada ao

modelodeFrenkel-Kontorova, quepor suavez�ecaracterizadopor sua
fun�c~ao energiaW . De maneira an�aloga,a aplica�c~ao F est�a associada
a uma fun�c~ao h a partir da qual de�nimos a fun�c~ao \energia" W ou,
como �e mais comumente chamada, a fun�c~ao \a�c~ao" W , como

W =
X

k

h(xk ; xk+1 )

Da mesmaforma que feito na se�c~ao 1.2, de�nimos para o par (F; W ):
segmento minimal, con�gura�c~aominimal e con�gura�c~aoestacion�aria.
As rela�c~oes(1.6) implicam que novamente vale: se(xk ; yk ), k 2 ZZ, �e
uma �orbita de F , ent~ao xk , k 2 ZZ, �e uma con�gura�c~ao estacion�aria
de W , ou seja, valem as rela�c~oes:

@2h(xk � 1; xk ) + @1h(xk ; xk+1 ) = 0 k 2 ZZ: (1.12)

Portanto, neste casovale a mesmade�ni�c~ao de �orbita minimizante
que demospara a aplica�c~ao standard. Antes de usarmoso princ��pio
variacional aqui obtido, para estudar o problema de exist̂encia de
�orbitas minimizantes para a aplica�c~aoF , veremosuma s�eriede exem-
plos e circunstânciasonde aparecemaplica�c~oesdo tip o twist.
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1.4 Bilhares

Considereuma regi~ao U no plano IR2 limitada por uma curva 
 sim-
ples (sem auto-interse�c~ao), regular, de classeCk , fechada.

Associadaa estaregi~aotemosuma aplica�c~aobi-dimensionalde�ni-
da do seguinte modo:

Para cada ponto p 2 
 tomemosa reta r (p; � ) que passapor p e
faz ângulo � com o vetor tangente a 
 em p. Ao par (p; � ) associamos
o par (p1; � 1) formado pelo ponto p1 2 
 de interse�c~ao da reta r (p; � )
com 
 e o ângulo � 1 entre r (p; � ) e o vetor tangente a 
 em p1, de
acordocom a regra de re
ex~aoem um espelho: o ângulo de incidência
�e igual ao ângulo de re
ex~ao.

Mais precisamente, se 
 (s) �e uma parametriza�c~ao por compri-
mento de arco de 
 , orientada positivamente, uma aplica�c~ao do tip o
bilhar associado �a 
 �e uma aplica�c~ao T(s; � ) = (s1; � 1) tal que se
� �e o ângulo entre 
 0(s) e 
 (s1) � 
 (s) , ent~ao � 1 �e o ângulo entre

 (s1) � 
 (s) e 
 0(s1), nesta ordem.

Observe que 0 � � � � e que � = 0 e � = � s~ao invariantes.
Podemos,portanto, considerara aplica�c~aode�nida no cilindro aberto
A = [0; C] � (0; � ), onde C �e o comprimento de 
 (0 e C est~ao
identi�cados).

Esta aplica�c~ao possuiuma fun�c~ao geratriz:
h(t; s) = k
 (t) � 
 (s)k ondek:k denota a distância euclidiana isto

�e,
h(t; s)2 = < 
 (s) � 
 (t); 
 (s) � 
 (t) >

Cabe-nos ressaltar que, usualmente a fun�c~ao geratriz �e de�nida
como sendoigual a � h, mas isto n~ao afeta em nada a an�alise futura.

Usando a regra da cadeia,

2h@1h = � 2 < 
 0(t); 
 (s) � 
 (t) >

e

2h@2h = 2 < 
 0(s); 
 (s) � 
 (t) >

Logo,

@1h = �
1
h

< 
 0(t); 
 (s) � 
 (t) > = � cos(� )
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e

@2h =
1
h

< 
 0(s); 
 (s) � 
 (t) > = cos(� 1)

Portanto, T(t; � ) = (s; � 1) seesomente secos(� ) = � @1h ecos(� 1) =
@2h.

Observe que se 
 for estritamente convexa (curvatura positiva,)
ent~ao �xado t, a aplica�c~ao � ! s(t; � ) �e estritamente crescente, o que
equivale �a condi�c~ao de twist: @s

@� > 0
Provemosque @12h > 0 :

@12h(t; s) = < 
 0(s);
d
dt

 
(
 (s) � 
 (t))

p
(
 (s) � 
 (t)) :(
 (s) � 
 (t))

!

> =

=
� < 
 0(s); 
 0(t) >

h(t; s)
�

@1h
h2 < 
 0(s); 
 (s) � 
 (t) >

=
� cos(ângulo entr e 
 0(t) e 
 0(s)) + cos(� ) cos(� 1)

h
=

� cos(� + � 1) + cos(� ) cos(� 1)
p

(
 (s) � 
 (t)) :(
 (s) � 
 (t))
=

sen(� )sen(� 1)
h

> 0;

pois tanto � como � 1 est~ao entre 0 e � :
Al �em disso, se usarmos as coordenadas(s; y) com y = cos(� ),

vemosque o elemento de �area dy ^ ds �e preservado ou seja

d(y1ds1 � yds) = 0

De fato cos(� 1)ds1 � cos(� )ds = @2hds1 + @1hds = dh(s; s1). Portan-
to, bilhares associados a curvas regularesestritamente convexass~ao
exemplosde aplica�c~oesdo tip o twist que preservam �area. A fun�c~ao
geratriz neste caso�e o comprimento da corda 
 (s1) � 
 (s) e �orbitas
peri�odicasest~ao associadasa poligonais fechadasna regi~ao U.

Por exemplo,um diâmetro da curva correspondea uma �orbita de
per��odo dois.
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Consideremoso casosimplesdo bilhar no c��rculo. onde podemos
usargeometriaelementar. Tomemoso ângulo � = �

2 � � coma normal
(raio do c��rculo). Logo, F (s; � ) = (s + � � 2� ; � ).

Como a segundacoordenada�e preservada, vemosque o espa�co de
fase (s; � ) �ca totalmente decomposto (folheado) por curvas invari-
antes do tip o � = � 0.

Restrito a cada uma das folhas a aplica�c~ao �e uma transla�c~ao (
rota�c~ao no cilindro) de ângulo � 0.

�E poss��vel observar tamb�em que para cadavalor de um ângulo da
sa��da � 0 corresponde um c��rculo centrado na origem que �e tangente
a todas as cordas que fazem ângulo igual a � 0 com a normal. Estes
c��rculos s~aochamadosc�austicas do bilhar ecorrespondemexatamente
�as curvas invariantes.

Outra observa�c~ao de f�acil veri�ca�c~ao �e que um ponto (s; � ) �e um
ponto peri�odico,deper��odo q seesomente seexisteum n�umero inteiro
k tal que

� = (
q � 2k

2q
)
�
2

:

Um outro exemplo, mais interessante, com dinâmica simples �e o
do bilhar numa elipse,cujo espa�co de fase�e representado na seguinte
�gura.

Figura 1.14: aplica�c~ao twist associada ao bilhar na elipse
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�E bastante f�acil encontrar na Internet p�aginasonde podemosvi-
sualizar as propriedadesdo bilhar na elipse, inclusive com anima�c~ao.

Destacamosalgumaspropriedadesconhecidasdo bilhar el��-ptico:
1)Existem dois pontos de per��odo dois, que correspondem aosei-

xos da elipse. Apesar de ambos serempontos peri�odicos de mesmo
per��odo observa-sea grande diferen�ca na dinâmica pr�oxima a estes
pontos.

Para o diâmetro maior o ponto peri�odico associado �e inst�avel (hi-
perb�olico do tip o sela) existem condi�c~oes iniciais bem pr�oximas ao
diâmetro, ap�osum certo tempo seafastam do diâmetro. Al �em disso,
existe uma curva de condi�c~oesiniciais cujas �orbitas tendem assinto-
ticamente �a �orbita peri�odica.

Ao passoqueo diâmetro menor correspondea um ponto peri�odico
est�avel, ou seja,pontos su�cientemente pr�oximos do diâmetro menor
e com ângulo de sa��da pr�oximo a �

2 permanecer~ao semprenuma vi-
zinhan�ca destediâmetro.

2) Raios que passampor um dos focosda elipsequando re
etidos
passar~ao pelo outro foco e com o passardo tempo as cordas corres-
pondentes ter~ao inclina�c~oescada vez menorestendendo (mas nunca
atingindo) ao eixo maior da elipse.

Isto segueda propriedade da elipse: os raios que partem de um
dos focosre
etem em raios que passampelo outro foco.

Esta propriedade geom�etrica implica as seguintes propriedades
cujas demonstra�c~oess~ao exerc��cios de geometria elementar:

3) Cordasquecruzam o eixo maior da elipseentre osfocosquando
re
etidas, geram cordas que cruzam o eixo maior entre os focos. As
cordas corespondentes evolvem hip�erboles confocais com a elipse do
bilhar.

4) Cordas que cruzam o eixo maior em pontos fora do segmento
entre osfocosquandore
etidas voltar~aoa cruzar o eixo maior fora dos
focos. As cordascorespondentes evolvem elipses(c�auticas) confocais
com a elipsedo bilhar.

As �orbitas correspondentes a tais cordasest~ao contidas em curvas
homotopicamente n~ao triviais no cilindro. O bilhar na elipseguarda
alguma semelhan�ca com o bilhar no c��rculo: existe um sub-anelque
est�a totalmente folheado por curvas invariantes restrita �as quais a
aplica�c~ao de bilhar �e uma rota�c~ao.
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34 [CAP. 1: DEFINIC� ~OES E EXEMPLOS

Figura 1.15: Bilhar na elipse

Uma �gura totalmente distinta dasque acabamosde ver �e obtida
considerando-seo bilhar na imagem da seguinte curva:

� (t) = (cos(t); 3
2� sen ( t ) ):

Figura 1.16: aplica�c~ao do twist associada a � (t)

Estesexemplosilustram algumasdas propriedadesque buscamos
descrever quando estudamosa dinâmica de aplica�c~oesdo tip o twist,
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algumasdas quais estudaremosnos pr�oximos cap��tulos:
a) Exist ência de pontos peri�odicos, �orbitas de Birkho�
b) Classi�ca�c~ao dos pontos peri�odicos
c) Exist ência de curvas rotacionais invariantes - Teoria de

Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM)
d) Exist ênciade outros conjuntos invariantes que s~ao gr�a�cos so-

bre subconjuntos compactosdo c��rculo - Conjuntos deAubry-Mather.
e) Exist ênciade �orbitas queseaproximam, no futuro ou no passa-

do, deoutras �orbitas - conjunto est�avel e inst�avel de �orbitas peri�odicas
f) Ergodicidade de bilhares.

1.5 Din âmica local em torno de uma �orbita
peri�odica

Considere uma fun�c~ao H : IR4 ! IR de classeCk , k � 2, H (x; y)
com x = (x1; x2) e y = (y1; y2). O campo Hamiltoniano associado a
H �e, o campo de�nido por X H (x; y) = J grad H (x; y) onde grad H
denota o campo gradiente de H e J (x; y) = (y; � x)

Em coordenadas,X H = @H
@y1

@
@x 1

+ @H
@y2

@
@x 2

� @H
@x 1

@
@y1

� @H
@x 2

@
@y2

�E claro que H �e constante ao longo das �orbitas de X H , isto �e, se
� t �e o 
uxo geradopor X H , en~ao H � � t n~ao dependede t.

Seja(x0; y0) um ponto peri�odico de � t de modo que a curva 
 =:
� t (x0; y0) �e fechada.

Como se sabe, as propriedades dinâmicas do 
uxo � t , em uma
vizinhan�ca de 
 podem serobtidas tomando-seuma se�c~ao transversal
local � passandopor (x0; y0) e analisando-sea aplica�c~ao de primeiro
retorno (aplica�c~ao de Poincar�e).

De fato, pelaconserva�c~aodeenergia,bastaobservar a aplica�c~aode
primeiro retorno de�nida numa se�c~ao bi-dimensional � e difeomorfa
a um disco, e contida no nivel de energiaH � 1(e) que cont�em 
 .

Esta aplica�c~ao �e um difeomor�smo local que preserva �area ( ou
uma forma de grau dois n~ao degenerada,m�ultipla do elemento de
�area) e que possuium ponto �xo em (x0; y0).

Vejamosporque:
Observe que (x0; y0) �e um ponto regular do campo X H , em parti-

cular, grad H (x0; y0) 6= 0 e o n��vel de energiaH � 1(e) �e regular numa
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vizinhan�ca da curva 
 .
Suponhamosque @H

@y1
(x0; y0) 6= 0

Ent~ao o mapa F (x1; x2; y1; y2) = (x1; x2; H (x; y) � e;y2) �e um
difeomor�smo local que leva o nivel H � 1(e) no hiperplano y1 = 0.

Al �em disso, usando o fato que dx 1
dt (x0; y0) 6= 0, podemosrepara-

metrizar o tempo de modo quea obter um novo campo queseescreve
da seguinte forma:

dx2

dx1
=

@y2 H
@y1 H

dy1

dx1
= �

@x 1 H
@y1 H

dy2

dx1
= �

@x 2 H
@y1 H

De�nindo K (x1; x2; e;y2) por F � 1(x1; x2; e;y2) = (x1; x2; � K ; y2)
de modo que H (x1; x2; � K ; y2) = e e usando a deriva�c~ao impl��cita,
podemosescrever o sistemaacima na forma:

dx2

dx1
= @y2 K

dy2

dx1
= � @x 2 K

dE
dx1

= 0

Ou seja, localmente o 
uxo hamiltoniano restrito a uma superf��cie
de n��vel regular �e o 
uxo  gerado por um novo Hamiltoniano, n~ao
autônomo (dependente do tempo), associado �a fun�c~ao K .

Segue-sequeestenovo 
uxo preserva a �areade se�c~oestransversais
pois jdet d x 1 (x2; y2)j = 1.

Em particular, tomando-sea transforma�c~ao de Poincar�e ao longo
da �orbita 
 , obtemosuma aplica�c~ao de�nida em uma vizinhan�ca de
(x0; y0) na se�c~ao � e, que preserva �area e que possui um ponto �xo
em (x0; y0).

Seesteponto �xo for el��ptico, podemosusar a Forma Normal de
Birkho� e obter condi�c~oes (gen�ericas) para que esta aplica�c~ao seja
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do tip o twist. Finalmente, usando o Teorema do Twist de Moser,
pode-seobter uma fam��lia de toros invariantes em torno da �orbita
peri�odica. Para uma discuss~ao mais profunda sobre a dinâmica em
torno de uma �orbita peri�odica, consulte [1].

1.6 Aplica� c~ao de primeiro retorno do la�co
sela-centro

Nesta parte, apresentaremos um exemplo de aplica�c~ao do tip o twist
que prov�em de um problema mecânico, do estudo de sistemasHa-
miltonianos com 2 graus de liberdade com singularidades do tip o
sela-centro e �orbitas homocl��nicas a estas. Apesar desta an�alise ser
mais geral, para facilitar o entendimento o estudo ser�a feito a par-
tir de um exemplo. Seja a seguinte fam��lia a um parâmetro de sis-
temas Hamiltonianos em IR4; com a forma simpl�etica usual (! =
dx ^ dpx + dy ^ dpy ):

H =
1
2

(p2
x + p2

y + x2 + y2) + bx2y �
y3

3
(1.13)

Ent~ao a dinâmica destesistema�e regida pelasseguintes equa�c~oes:

8
>><

>>:

:
px = � x � 2bxy
:
x= px:
py = � y � bx2 + y2
:
y= py

(1.14)

Para todo valor de b � 0; este sistema tem o seguinte ponto de
equil��brio:

� = (x; y; px ; py ) = (0; 1; 0; 0): �E f�acil ver que � �e uma singulari-
dade do tip o sela-centro, com um par de autovalores reais � � = � 1
e um par de imagin�arios � ! = �

p
1 + 2bi:

Por outro lado, o plano (x = 0; y; px = 0; py ) �e claramente invari-
ante e nele a dinâmica �e regida pela seguinte equa�c~ao:

::
y= � y + y2
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Assim nesseplano temos um cont��nuo de �orbitas peri�odicas com
energiamenor que 1

6 que seacumulam em uma �orbita homocl��nica �a
singularidade � ; digamos� ; com H (�) = 1

6 :
Seja agora

P
= f (x; y = 0; px ; py > 0)g uma se�c~ao de Poincar�e

para �. Neste caso, como � n~ao �e �orbita peri�odica, �e claro que a
aplica�c~ao de Poincar�e f :

P
!

P
nem sempre est�a de�nida, pois

uma tra jet�oria que sai de um ponto de
P

, pr�oximo a � pode, ao se
aproximar de � , acompanharo ramo n~ao homocl��nico �a � de W U (� ),
n~ao retornando mais a

P
(ver [2] e [36]).

Da conserva�c~ao da energia, �e natural de�nir uma fam��lia a um
parâmetro (E) de aplica�c~oesde Poincar�e f E :

P
E !

P
E , onde

P
E

�e a restri�c~ao de
P

�a superf��cie de energia H � 1(E ) (para cada valor
de E, tomamos py =

p
2E � p2

x � x2). Assim, (x; px ) �e um sistema
de coordenadaspara

P
E ; desdeque 2E � p2

x � x2 > 0:
Como

P
�e se�c~ao transversala � em M ,

P
�e 3-dimensional,assimP

E �e 2-dimensional. Pode-semostrar que para uma classegrande e
interessante de sistemasHamiltonianos (classeque inclui o exemplo
acima), a aplica�c~ao f 1=6 :

P
1=6 !

P
1=6 est�a semprebem de�nida

(ver [36] e [57]).
Com as escolhasacima, para 0 � E � 1

6 , o ponto (x; px ) =

(0; 0)
def
= 0 �e �xo para f E . SeE < 1

6 , esseponto representa a �orbita
peri�odica do plano (x = 0; y; px = 0; py ); de energia E . A aplica�c~ao
f E �e claramente diferenci�avel no 0. SeE= 1

6 , o ponto 0 representa a
�orbita homocl��nica � e f E n~ao �e mais diferenci�avel nesseponto.

Foi mostrado por Lerman [48] e Mielke et al. [57] (veja tamb�em
[35] e [36]), que num sistemade coordenadasconveniente, para

j E j; k z k (z = (x; px )) su�cientemente pequenos,f E �e dada
aproximadamente pela seguinte fam��lia de aplica�c~oes(ver [35]):

FE (z) = AR[c � 
 log j
1
2

! k z k2 � (E �
1
6

) j]z; (1.15)

ondez = (x; px ) 2 IR2; k z k>
q

2
! (E � 1

6 ) para E > 1
6 , F 1

6
(0)

def
= 0;

c �e uma constante e 
 =
p

1 + 2b; com

R(� )def=
�

cos� � sin �
sin � cos�

�
; Adef=

�
� 0
0 1=�

�
:
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Para o exemplo em quest~ao, pode ser mostrado que � = B +p
B 2 + 1; onde B �e dado por:

�
�
�
�
�

cos( �
2

p
1 � 48b)

sinh(2�
p

1 + 2b)

�
�
�
�
�

ou

�
�
�
�
�
cosh( �

2

p
48b� 1)

sinh(2�
p

1 + 2b)

�
�
�
�
�
;

para b � 1
48 e b � 1

48 respectivamente.
Mais geralmente, o n�umero � � 1 �e obtido a partir de um proble-

ma de espalhamento (ver refer̂encias[35] e [36]), sendouma esp�ecie
de "coe�ciente de Floquet " para a �orbita homocl��nica e 
 =

�
� !

�

�
� :

A constante c; no casoem que E = 1=6,
P

1=6 \ � 6= ; ; n~ao afeta a
dinâmica.

Para que

F1=6(z) = AR[� 
 log
�

1
2

! k z k2
�

]z

possaser escrita de uma maneira mais familiar, vamos aplicar a se-
guinte mudan�ca de coordenadasdo tip o polar queremovea singulari-
dadelogaritimica queexistena origem(vamossupor quez = (z1; z2)):

8
<

:
z1 =

p
2e

eI =(2 
 )
cos( eI � e� )

z2 =
p

2e
eI =(2 
 )

sin(eI � e� ):

Nessasnovas coordenadasa aplica�c~ao seescreve como:

ef :

(
e� 0 = � ( e� ) + eI 0

eI 0 = 
 logJ ( e� ) + eI
; onde (1.16)

J ( e� ) = � 2 cos2( e� ) + � � 2 sin 2( e� )

� ( e� ) = arctan
�

tan( e� )
� 2

�
; com � (0) = 0

Nessascoordenadas,�ca f�acil identi�car o plano z menosa origem,
com o cilindro (�; I ) 2 S1 � IR onde S1 = IR=� ZZ, ou � = � mod � .
Seja f a aplica�c~ao induzida por ef (1.16) nessecilindro. Claramente
f �e um difeomor�smo do tip o twist e do fato de F1=6 preservar �area
no plano, obtemosque f preserva a seguinte medida no cilindro:

� (A) =
Z

A
eI =
 d� ^ dI (1.17)
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A aplica�c~ao f tem mais uma propriedade not�avel, f (�; I + � ) =
f (�; I ) + (0; � ). Assim f induz um difeomor�smo no toro, cujo estudo
elucida diversaspropriedades do sistema hamiltoniano original, ver
por exemplo [5] e [7].

1.7 A forma normal de Birkho�

Um dos exemplosmais importantes de aplica�c~oesdo tip o twist ocor-
re numa vizinhan�ca de um ponto �xo el��ptico de uma aplica�c~ao que
preserva �area. Nestecaso,osautovaloresda derivada est~ao no c��rculo
unit�ario e s~ao n~ao reais e, diferentemente do casohiperb�olico, a deri-
vada �e insu�ciente para descrever a dinâmica local.

Usando coordenadaspolares, obtemosuma aplica�c~ao no cilindro
aberto que preserva �area e a propriedade de twist depende das de-
rivadasde ordem superior, como pode ser visto a partir do seguinte
resultado:

Teorema 1. (Forma Normal de Birkho� )
Seja f : (IR2; 0) ! (IR2; 0) um germede difeomor�smo tal que

(a) f preserva�area ( f � (dx ^ dy) � dx ^ dy = 0)

(b) D f (0) possui autovalores complexos �; �� no c��rculo unit�ario,
� = e2� i� tal que � n 6= 1 para n 2 f 1; � � � ; qg:

Ent~ao existe um germede difeomor�smo h 2 C1 ; que preserva
�area, tal que se z = x + iy ; �z = x � iy s~ao coordenadascomplexas
em uma vizinhan�ca U de 0 em IR2 ent~ao

h � f � h� 1(z) = �e 2� iP ( jzj 2 ) z + o(j z jq� 1) onde P(X ) = a1 +
� � � + am X m �e um polinômio real de grau m tal que 2m + 1 < q:

Corol �ario 1. Segue da Forma Normal de Birkho� que se P 6� 0;
ou seja se algum coe�ciente aj 6= 0 ent~ao f satisfaz localmente a
condi�c~ao de twist.

Demonstra�c~ao do Coral�ario. Basta escrever z = rei� ; de modo que

g(� ; r ) = h � f � h� 1(r ei� ) = �r ei� :e2� iP ( r 2 ) + 0(j r jq� 1)
= (rei ( � +2 � [� + P (r 2 )] + 0(j r jq� 1) =
= (� + 2� � + 2� P(r 2) + � (j r jq� 1); r + � (j r jq� 1)) = (� 1; r1):
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@� 1

@r
= 2� P 0(r ):2r + o(j r jq� 2) 6= 0 se r 6= 0; j r j pequeno:

�
Estamosinteressadosnaspropriedadesdinâmicasde f numa vizi-

nhan�ca arbitrariamente pequenade 0: Por isso,utilizamos o conceito
de germede uma aplica�c~ao:

De�ni� c~ao 5. Dizemosqueduasaplica�c~oes f e f 1 s~ao equivalentes
se existe uma vizinhan�ca V de 0 em IR2 tal que f jV = f 1jV :
Um germede uma aplica�c~ao em 0 �e uma classede equival̂encia de
aplica�c~oesem 0: Portanto um representante de um germeem 0 �e
uma aplica�c~ao de�nida em uma vizinhan�ca de 0:

De�ni� c~ao 6. Dizemosqueduasaplica�c~oes f e g possuemcontato
de ordem maior que k se d( j ) f (0) = d( j ) g(0) para 0 � j � k; ou
seja se os respectivos k - jatos em 0 (isto �e, os polinômios de Taylor
de grau k ) coincidem: j k f (0) = j k g(0)) :

Neste caso usamos tamb�em a nota�c~ao f � g mod (zr ) para
indicar que a diferen�ca f � g �e uma aplica�c~ao que possui todas as
suasderivadasat�e ordem k nulas.
Observ a�c~ao 1: Se f e g s~ao germes de difeomor�smo em 0;
ent~ao j k f (0) = j k g(0) see somente se j k (f � g� 1)(0) = id ou seja
f � g mod(xk+1 ) see somente se f � g� 1 � id mod(xk+1 ) onde id
�e o germeda identidade.

Demonstra�c~ao. Se j n f (0) = j n g(0) ent~ao f (x) = Pn (x) + R(x) e
g(x) = Pn (x) + H (x) onde Pn �e o polinômio de Taylor de f e g
no ponto 0 e H e R s~ao fun�c~oestais que dk H (0) = dk R(0) = 0 para
0 � k � n:

Logo g � g� 1 = Pn (g� 1(x)) + H (g� 1(x)) = x e f � g� 1(x) =
Pn (g� 1(x)) + R(g� 1(x)) = x � H (g� 1(x)) + R(g� 1(x)) : Portanto,

j n (f � g� 1)(0) = j n id(0) ou seja f � g� 1 = id mod(xn ):

A rec��proca �e obtida escrevendo f (x) = Pn (x) + H (x) com
dk H (0) = 0 para 0 � k � n: Por hip�otese, f � g� 1(x) = Pn (g� 1(x))+
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H (g� 1(x)) = x mod(xn ): Portanto, Pn (g� 1(x)) = x mod(xn ):
Fazendo y = g� 1(x); obtemos Pn (y) = g(y) mod(yn ) ou seja
f (y) � g(y) mod yn : �
Observ a�c~ao 2: Vejamos como caracterizar a conserva�c~ao de �area
nascoordenadas(z; �z): Se z = x + iy ent~ao �z = x � iy e dz^ d�z =
� 2idx ^ dy: Logo, se f (x; y) = (X ; Y) e Z = X + iY; ent~ao
dx ^ dy � dX ^ dY = 0 see somente se dZ ^ d �Z � dz ^ d�z = 0:

Seja F (z; �z) = Z ( z+ �z
2 ; z� �z

2i ): Suponha que F (z; �z) � �z +
Rq(z; �z) + 0(j z jq+1 ) onde Rq(z; �z) = � k+ l= qak ;l zk �zl �e um po-
lin ômio homoĝeneode grau q:

Ent~ao seZ = F (z; �z); �Z = F (z; �z) ent~ao dZ ^ d �Z =
�
[� + � ak ;l kzk � 1 �zl ]dz + [� ak ;l lzk �zl � 1]d�z

�
^

^ ([� �ak ;l l �zk zl � 1]dz + [�� + � �ak ;l k �zk � 1zl ]d�z) = dz ^ d�z mod(zq+1 )

see somente se

(� + � ak ;l kzk � 1 �zl )( �� + � �ak ;l k �zk � 1zl )�
� (� ak ;l lzk �zl � 1)(� �ak ;l l �zk zl � 1) = 1 mod(zq+1 ):

o que implica

� � �ak ;l k �zk � 1zl + �� � ak ;l kzk � 1 �zl = 0
ou seja � � �ak+1 ;l (k + 1)zl �zk + �� � ak+1 ;l (k + 1)zk �zl = 0

Trocando os��ndicesk ! l no primeiro somat�orio obtemos:

� � �al +1 ;k (l + 1)zk �zl + �� � ak+1 ;l (k + 1)zk �zl = 0

Fixando o par (k; l ) 2 IN � IN; tal que k + l = q obtemos as
condi�c~oes:

� (l + 1)�al +1 ;k + �� (k + 1)ak+1 ;l = 0:

Demonstra�c~ao. (do teorema 1) A prova do Teorema,que est�a base-
ada em [46], �e feita por indu�c~ao no grau q: Para q = 2; f (z; �z) =
�z + O(j z j); a f�ormula �e v�alida.

Para o passode indu�c~ao escreva

f (z; �z) = �f 0(z; �z) + 0(j z jq� 2) onde f 0(z; �z) = ze2� iQ ( jzj 2 )

com Q um polinômio tal que 2:grau(Q) + 1 < q � 1 e f 0(z; �z)
preserva �area.
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Lema 2. Se f � f � 1
0 (z; �z) = �z + R(z; �z)mod (zq) onde R(z; �z) =

� k+ j = q� 1 ak j zk �zj �e um polinômio homoĝeneo degrau (q� 1), ent~ao
existe um polinômio homoĝeneo S(z; �z) de grau (q � 1) quede�ne
um germede difeomor�smo h(z; �z) = z + S(z; �z) com

h � f � f � 1
0 � h� 1(z; �z) =

�
�z mod(zq) se q for ��mpar
�z + Az (n +1) �zn mod(zq) se q = 2n + 2

Demonstra�c~ao. Observe que seh(z; �z) = z + S(z; �z) mod(zq) ent~ao
h� 1(z; �z) = z � S(z; �z) mod(z)q: De fato

h(z � S(z; �z); �z � �S(z; �z)) = z � S(z; �z) + S(z � S(z; �z); �z � �S(z; �z))
= z � S(z; �z) + S(z; �z) mod(zq) = z mod(z)q:

Como estamosresolvendo formalmente a equa�c~ao, basta escrever
S(z; �z) = � k+ j = q� 1 bk j zk �zj e resolver a equa�c~ao

f � f � 1
0 � h� 1(z; �z) = � (z � S(z; �z)) + R(z; �z) mod(zq); de modo que

h � f � f � 1
0 � h� 1(z; �z) = �z � �S (z; �z) + R(z; �z) + S(�z ; �� �z) mod(zq)

= �z � � �b k j zk �zj + � ak j zk �zj + � bk j � k �� j zk �zj =
�z + �( � �b k j + ak j + � k � j bk j )zk �zj mod(zq):

Basta portanto, resolver ak j + � (� 1 + � k � j � 1)bk j = 0: Seq for
��mpar, isso �e sempre poss��vel pois k + j = q � 1 e � k � j � 1 = 1
somente se k � j = 1 ou seja q = 2k:

Portanto de�nimos bk j = ak j

� ( � 1+ � k � j � 1 ) para obter a forma dese-
jada.

Seq for par, a f�ormula acima de�ne bk j para os��ndices tais que
q 6= 2k: O �unico termo quen~ao pode sereliminado �e o termo a q

2 ; q
2 � 1:

Portanto,

h � f � f � 1
0 � h� 1(z; �z) = �z + Azn +1 �zn com n + 1 =

q
2

:

�

Lema 3. Para h encontrado no Lema 2 temos:
h � f � h� 1(z; �z) = �z e2� iP ( jzj 2 ) mod (zq) onde P(x) = Q(x); se q
for ��mpar e P(x) = Q(x) + A

2� i� xn ; n = q
2 � 1 para q par.
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Demonstra�c~ao. De acordo com o Lema 2, seq for ��mpar, ent~ao h �
f � f � 1

0 � h� 1(z; �z) = �z mod(zq) com h(z; �z) = z + S(z; �z):
Mas

f 0 � h(z; �z) = [z + S(z; �z)]e2� iQ ( jz+ S(z; �z) j 2 ) = z e2� iQ ( jzj 2 ) + S(z; �z)
mod (zq) ou seja; f 0 � h = h � f 0 mod(zq):

Logo (f 0 � h) � 1 = h� 1 � f � 1
0 = f � 1

0 � h� 1 mod (zq); o que implica
h� f � f � 1

0 � h� 1 = h� f � h� 1� f � 1
0 (z; �z) = f 0(z; �z) = �z e2� iP ( jzj 2 ) mod(zq)

no casoem que q �e��mpar.
Para q par,

h � f � h� 1 � f � 1
0 (z; �z) = �z + Azn +1 zn mod(zq)

ou h � f � h� 1 � f � 1
0 (z; �z) = �z [1 + A

� j z j2n ] mod(zq):

Logo, h � f � h� 1(z; �z) = �z e2� iP ( jzj 2 ) (1 + A
� j z j2n ) mod(zq) ou

h � f � h� 1(z; �z) = �z e2� i [P ( jzj 2 )+ A 0j zj 2n ] mod(zq); onde A0 = A
� 2� i :

Como quer��amosdemonstrar.
�

Lema 4. Se q �e ��mpar, existe H ; um germede difeomor�smo em 0;
que preserva �area, tal que H = h mod (zq): Se q for par ent~ao

A
2� i � �e real e podemosescolher o coe�ciente bn +1 ;n imagin�ario puro
para obter H um germede difeomor�smo no 0 quepreserva�area, tal
que H = h mod (zq):

Demonstra�c~ao. Estamosem condi�c~oesde aplicar a Observa�c~ao2 pois

f � f � 1
0 (z; �z) = �z + R(z; �z) mod(zq); comR(z; �z) = � k+ j = q� 1ak ;j zk �zj

Como f � f � 1
0 (z; �z) preserva �area, vale

� (j + 1)�aj +1 ;k + �� (k + 1)ak+1 ;j = 0

Mas pela de�ni�c~ao de h; bk ;j = ak ;j

� ( � 1+ � k � j � 1 ) : Substituindo na
equa�c~ao acima temos

� (j + 1)�bj +1 ;k
�� [� 1 + �� j � k ] + �� (k + 1) bk+1 ;j � (� 1 + � k � j ) = 0

ou (j + 1)�bj +1 ;k [� 1 + �� j � k ] + (k + 1) bk+1 ;j (� 1 + � k � j ) = 0:
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Mas �� = � � 1; portanto, �� j � k = � k � j e (j + 1)�bj +1 ;k + (k+ 1)bk+1 ;j =
0 o que �e exatamente a condi�c~ao de h preservar �area no grau q� 1:

No casoem que q �e par, obtemos as mesmascondi�c~oesexceto
para j = n = k: Como f � f � 1

0 preserva �area, temos � (n +
1)�an +1 ;n + �� (n + 1)an +1 ;n = 0. Logo, � �an +1 ;n �e imagin�ario puro,
isto �e, A0 = an +1 ;n

� 2� i �e real e podemos tomar bn +1 ;n um n�umero
imagin�ario puro qualquer.

Em ambos os casos,obtivemos que h(z; �z) preserva �area at�e
ordem q; ou seja se h(z; �z) = (Z; �Z ) ent~ao dz ^ d�z � dZ ^ d �Z =
0 mod (zq):

Antes de obter H preservando �area tal que H = h mod(zq);
provemosum fato geral sobreaplica�c~oesque preservam �area.
Observ a�c~ao 3: Se f : IR2; 0 ! IR; 0 �e uma fun�c~ao de classe
Cr ; r � 2 tal que df (0; 0) = (0; 0);

ent~ao o sistemade equa�c~oes(E)
�

X = x + @2f (x; Y )
y = Y + @1f (x; Y ) de�ne

implicitamente uma aplicacao F (x; y) = (X ; Y ) em uma vizinhan�ca
de (0; 0) 2 IR2; que preserva �area.

Demonstra�c~ao. A exist̂enciada aplica�c~aoseguedo Teoremada Fun�c~ao
Impl��cita. Para checar que dX ^ dY = dx ^ dy basta calcular

dX ^ dY� dx^ dy = [1+ @12f (x; y)]dx^ dY � dx^ (1+ @21f (x; Y ))dY = 0:

Podemosfazer um pouco mais: suponha que U(x; y) e V (x; y)
sejam fun�c~oes que se anulam em (0; 0) assim como os respectivos
gradientes r U(0; 0) = r V (0; 0) = (0; 0): Al �em disso, suponha que
@1U + @2V = 0:

Ent~ao as equa�c~oes
�

X = x + U(x; Y )
y = Y � V (x; Y ) de�nem localmente

uma aplica�c~ao F (x; y) = (X ; Y) que preserva �area.
De fato, a forma � V(x; y)dx+ U(x; y)dy �e uma diferencial exata,

logo, existe uma fun�c~ao f (x; y) de�nida numa vizinha�ca de (0; 0)
em IR2 tal que @1f (x; y) = � V (x; y) e @2f (x; y) = U(x; y):
Portanto o sistemade equa�c~oesacima, localmente seescreve como o
sistema(E).
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�
Voltando �a conclus~ao da prova da Forma Normal de Brikho�,

vimos que o germe de difeomor�smo h(z; �z) = z + S(z; �z) que ob-
tiv emosno Lema 2 preserva �area at�e ordem q; isto �e, S(z; �z) �e um
polinômio homoĝeneode grau (q � 1) tal que se (Z; �Z ) = h(z; �z)
ent~ao dZ ^ d �Z = dz^ d�z mod (zq): Voltando �ascoordenadas (x; y);
isto signi�ca que h(x; y) = (x + U(x; y); y + V (x; y)) com U e V
polinômios homoĝeneosde grau (q � 1) tais que

det
�

1 + @1U(x; y) @2U(x; y)
@1V (x; y) 1 + @2V (x; y)

�
= 1

ou
@1U + @2V + @1U@2V � @1V @2U = 0 mod((x; y)q):

O que implica @1U + @2V = 0:
Estamos ent~ao em condi�c~oesde usar o argumento da observa�c~ao

2, aplicando o Teoremada Fun�c~ao Impl��cita para as equa�c~oes�
X = x + U(x; Y )
y = Y � V (x; Y )

e obtendo uma aplica�c~aoH (x; y) = (X ; Y );

que preserva �area tal que H = h mod ((x; y)q):
Com isso conclu��mos a prova do Lema 4 e da Forma Normal de

Birkho�.
�

Na solu�c~ao formal da equa�c~ao do Lema 2, obtivemoscoe�cientes
do tip o a ij

� ( � 1+ � k � j � 1 ) : Portanto, se � n 6= 1 para todo natural n;
sempre ser�a poss��vel resolver a equa�c~ao dos coe�cientes da fun�c~ao
S(z; �z) do Lema 1 e portanto obter que existe uma mudan�ca de
coordenadasformal tal que f (z; �z) = �z e2� P ( jzj 2 ) ; agora com P(x)
uma s�erie de potências.

Em outras palavras, usando coordenadaspolares, vemos que f
�e formalmente conjugada a uma aplica�c~ao que preserva todos os
c��rculos r = r 0 centrados na origem ("c��rculos invariantes") e que
portanto possuiuma dinâmica bastante simples.

Entretanto, a s�eriede potênciasquede�ne h em geral �edivergente
devido �a presen�ca de pequenosdenominadoresonde � n 6= 1 mas
� n � 1 pode ser arbitrariamente pequeno. A obten�c~ao de condi�c~oes
su�cientes para a converĝencia de h (Teoria KAM) �e um dos mais
beloscap��tulos da hist�oria da Matem�atica do s�eculoXX, sobreo qual
falaremosum pouco no Cap��tulo I I I, sobreCurvas Invariantes.
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1.8 Hamiltonianos peri�odicos

As aplica�c~oesdo tip o twist ajudam a entender a dinâmica do 
uxo
geradopor um campo hamiltoniano peri�odico.

Exemplo 1. Seja H : T � S1 � IR ! IR; H(� ; p; t) uma fun�c~ao de
classeC3 peri�odica, de per��odo 1 na vari�avel t; tal que @2 H

@p2 (� ; p; t) �
� > 0 para todo (� ; p; t) 2 T � S1 � IR e sup k d2H (� ; p; t) k< M :

Denotemospor J a matriz
�

0 1
� 1 0

�

Ent~ao o tempo 1 do 
uxo hamiltoniano ' t gerado pelo campo
X H (� ; p; t) = � J grad H = @H

@p
@
@� � @H

@�
@

@p �e a composta de apli-
ca�c~oesdo tipo twist que preservam�area.

Ou seja existe uma parti�c~ao 0 = t0 < t1 < t2 < � � � < tn = 1 tal
que ' 1 = ' � n ' � n � 1 � � � ' � 1 onde cada ' � i �e uma aplica�c~ao do tipo
twist que preservaa �area (� i = t i � t i � 1).

Demonstra�c~ao. Observe que o elemento �area d� ^ dp seescreve

d� ^ dp((u1; u2); (v1; v2)) =

�
�
�
�

u1 u2

v1 v2

�
�
�
� = u1v2 � u2v1 = < J u; v > :

Portanto, para provar que ' t preserva �area basta provar

(d' t )T J d' t = J pois (' t )� (d� ^ dp)(u; v) = < J d' t u; d' t v >

= < (d' t )T J d' t u; v > = < J u; v > = d� ^ dp(u; v):

Logo, basta provar que d
dt ((d' t )T J d' H

t ) = 0 8 t:
Lembrando que se @' t

@t (� ; p; t) = X H (' t (� ; p; t)) ent~ao sabe-
mos que a matriz d' t (� ; p; t) satisfaz �a equa�c~ao @

@t [d' t (� ; p; t)] =
dX H (' t (� ; p); t)d' t (� ; p; t):

Como X H = � J grad H ent~ao dX H = � J d2H (� ; p; t):
Logo @

@t [d' t (� ; p; t)] = � J d2H (' t (� ; p); t) d' t (� ; p; t):
Usando issono c�alculo da derivada de d' T

t J d' t obtemos:

d' T
t d2H (� J )T J d' t + d' T

t J:(� J )d2H d' t = 0
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pois � J T = J e J 2 = � I :

Como d' 0 = I d ent~ao provamoso que quer��amos,d' T
t J d' t = J:

Passemosagora�a condi�c~aode twist. Observequeo queest�a sendo
a�rmado �eque' 1 �ea comp osta deaplica�c~oesdo tip o twist, podendo
ela mesman~ao ser uma aplica�c~ao twist. Precisamosobservar o sinal
do elemento [d' t ]12 da matriz jacobiana do 
uxo.

Tomemosuma tra jet�oria � t (� 0; p0; t0), com 0 < t0 < 1, que satis-
faz �a condi�c~aoinicial � t 0 (� 0; p0; t0) = (� 0; p0; t0). Logod� t 0 (� 0; p0; t0) =
I d.

Queremosmostrar que existe t1 > t0 tal que se � t 1 = (� t 1 ; Pt 1 )
s~ao as componentes espaciais,ent~ao @p� t 1 > 0:

Mas @
@t � t = @pH (� t ; Pt ; t). Portanto derivando em rela�c~ao a p

obtemos:

@
@t

@p� t = @� @pH (� t ; t) @p� t + @ppH @pPt

Logo, a expans~ao em s�erie de Taylor de @p� t , em torno do ponto
t0, seescreve:

@p� t (� ; p; t0) = @p � t 0 (� ; p; t0) + (t � t0)
@
@t

@p� t 0 (� ; p; t0) + O(t � t0)2

Ou seja,usandoque d� t 0 (� 0; p0; t0) = I d:

@p� t (� ; p; t0) = 0 + (t � t0)@ppH (� ; p; t0) + O(t � t0)2

Finalmente, usandoa hip�otesedeconvexidadeestrita @ppH (� ; p; t0) �
� > 0, obtemos,para t � t0 > 0 su�cientemente pequeno:

@p � t (� ; p; t0) = (t � t0)� + O(t � t0)2 > 0

Como quer��amosdemonstrar. �
Seo Hamiltoniano for da forma H (� ; p) = 1

2 p2 + V (� ), ent~ao pela
conserva�c~ao da energia:

H (� t (� ; p); Pt (� ; p)) = 1
2 Pt (� ; p)2 + V(� t (� ; p)) = 1

2 p2 + V(� ) = E
Derivando esta express~ao em rela�c~ao a p, obtemos:

Pt (� ; p)@pPt + V 0(� t )@p � t = p
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Mas V 0(� t ) = � @
@t Pt e Pt (� ; p) = @

@t � t

Portanto, substituindo temos:

Pt (� ; p)
@
@t

[@p � t ] �
@
@t

Pt [@p� t ] = p

Ou seja,comovimos acimaanteriormente, @p � t satisfazuma equa�c~ao
diferencial linear.

Suponhamos que E > maxV (� ). Escolhendo a raiz quadra-
da positiva, p =

p
2(E � V (� )) , vemos que p > 0 de modo que

Pt (� ; p)) > 0, 8t.
E, usando o m�etodo da varia�c~ao dos parâmetros, obtemos a so-

lu�c~ao expl��cita

@p� t = Pt (� ; p)
Z

p

Ps(� ; p)2 ds

que �e estritamente positiva.

Suponhamosque V(� ) sejauma fun�c~ao de Morse, isto �e, todos os
seuspontos cr��ticos s~ao n~ao degeneradoscom valores cr��ticos distin-
tos.

Nestas condi�c~oes, �e f�acil fazer o retrato de fase do 
uxo gerado
pelocampo hamiltoniano. Aos pontos dem�aximo deV correspondem
selashiperb�olicas.

A condi�c~ao E > maxV (� ) no n��vel de energia signi�ca que es-
tamos considerandoa regi~ao complementar �a regi~ao do cilindro cujo
bordo �e formado pelos ramos das selas. Esta regi~ao est�a totalmente
folheada por n��veis de energiaque s~ao curvas homotopicamente n~ao
triviais no cilindro.

Um dos exemplos da situa�c~ao que estamos tratando �e quando
consideramosuma perturba�c~ao peri�odica do casoautônomo, isto �e,
para Hamiltonianos do tip o H (� ; p; t) = p2

2 + V (� ) � g(t) com
j g(t) j su�cientemente pequeno. Neste caso, a condi�c~ao de twist
segueimediatamente por tratar-se de uma condi�c~ao aberta no espa�co
de aplica�c~oesque preservam �area.

De certa forma, um difeormor�smo de�nido pelo tempo 1 de um

uxo Hamiltoniano em T � S1 � IR peri�odico no tempo �e o exemplo
mais geral de aplica�c~ao do tip o twist exata. Isto �e o que nos diz o
teorema de suspens~ao de Moser.
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Teorema 2. (Moser, 1986) Seja f : S1 � IR ! S1 � IR uma apli-
ca�c~aodo tipo twist exata de classeC r , r � 3.

Ent~ao existe uma fun�c~ao H : T � S1 � IR ! IR de per��odo 1 em
t; tal que f = ' 1 tempo 1 do 
uxo gerado por H :

Al�em disso,existeuma constanted > 0 tal que d� 1 < @2 H
@p2 (� ; p; t) <

d; para todo (� ; p; t) 2 T � S0 � IR:

A prova deste teorema que �e baseadaem [52], est�a descrita em
uma s�erie de lemas,o primeiro delesestabelececondi�c~oessu�cientes
para que um campo peri�odico seja Hamiltoniano.

Lema 5. Suponha que X (� ; p; t) seja um campo vetorial em T � S1

peri�odico em t; de per��odo 1 quegera uma fam��lia de difeomor�smos
' t : T � S1 ! T � S1 tal que

(1)' t +1 (� ; p) = ' t � ' 1(� ; p)
(2)' t �e exata isto �e ' �

t (� ) � � = dut

onde � �e a forma de Liouvil le, � = pd� :
Ent~ao existe uma fun�c~ao H : T � S1 � IR ! IR peri�odica em t tal

que ' t = ' H
t = 
uxo do campo Hamiltoniano X H :

Em outras palavras, ! (X t ; Y ) = dH t :Y para todo campo Y de-
�nido em T � S1 e i X t ! (X t ; Y ) = dH t ; onde ! = � d� �e a forma
simpl�etica.

Demonstra�c~ao. Primeiramente prova-sequea 1-forma Y ! ! (X t ; Y )
�e fechada.

Observeque ' �
t � = dut implica ' �

t (! ) = � ' �
t (d� ) = � d(' �

t � ) =

� d� = ! : Logo lim s! 0
' �

t + s ! � ' �
t !

s = 0 ou seja L X t ! = 0:
Mas L X t (! ) = d(i X t ! ) + eX t (d! ) = 0 (veja [50]). Como d! = 0;

temos i X t (! ) �e uma forma fechada.
Para provar que i X t (! ) �e exata, basta provar que para qualquer

curva fechada 
 em T � S1 temos
R


 i X t (! ) = 0 ou
R


 i X t (d� ) =
R


 d(i X t � ) = 0:
Usando novamente o fato de que ' t �e exata

L X t (� ) = lim
s! 0

' �
t + s � � ' �

t �
s

= lim
s! 0

dut + s � dut

s
:

Logo
R


 L X t (� ) = lim s! 0
1
s

R

 dut + s � dui = 0:
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Usando novamente a f�ormula

L X t (� ) = d(i X t � ) + i X t (d� ) obtem-se
Z



d(i X t � ) +

Z



i X t (d� ) = 0:

Como a primeira parcela �e nula, conclui-seque
R


 L X t (! ) = 0;
como quer��amos. Logo existe H (� ; p; t) tal que i X t (! ) = dH t

(H t (� ; p) = H (� ; p; t)) o que implica X t = X H
t = � J grad H t com

H peri�odica em t: �

Lema 6. Seja f : T � S1 ! T � S1 um difeomor�smo de classeC1 :
Ent~ao existem um difeomor�smo vertical S(� ; p) = (� ; �( � ; p)) e
uma transla�c~ao Tc(� ; p) = (� ; p + c) tais que Tc � S � f �e exata.

Demonstra�c~ao. Primeiramente de�nimos S de modo que S � f pre-

serve �area. d(S � f ) = dS � f : df e dS =
�

1 0
@�
@�

@�
@p

�
logo

det d(S � f ) = @�
@p � f : det df :

Ou seja,queremos @�
@p � f = 1

det df
: Basta ent~aode�nir �( � ; p) =

R dp
det df � f � 1

:
�E claro que para qualquer transla�c~ao Tc a composta Tc � S � f

preserva �area. Logo, basta encontrar um valor c para o qual
R


 (Tc �
S � f ) � � =

R

 � para uma curva 
 homotopicamente n~ao trivial.

Mas T �
c (� ) = (p + c)d� ; portanto

Z



(Tc � S � f ) � � =

Z



(S � f ) � (pd� ) + c

Z



(S � f ) � d� :

Como S �e um difeomor�smo vertical, S� (d� ) = d� e ent~ao
Z



(Tc � S � f ) � � =

Z



(S � f ) � � + c

Z



f � d� :

Basta ent~ao de�nir c =
R


 (S� f ) � ( � ) �
R


 �
R


 f � (d� ) para obter a condi�c~ao
Z



(Tc � S � f ) � � =

Z



�:

�
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Demonstra�c~ao. (do teorema de Moser) Tomando um levantamento
~f = ( ~f 1; ~f 2) : IR2 ! IR2 de f provamos inicialmente que existem
difeomor�smos verticais ~R e ~Q tais que ~f = ~Q � ~F � ~R onde
~F (x; y) = (x + y; y): De fato, se ~R(x; y) = (x; ~f 1(x; y) � x); como
@~f 1
@y > 0 ent~ao ~R �e um difeomor�smo. Al �em disso,

~F ( ~R(x; y)) = ~F (x; ~f 1(x; y) � x) = ( ~f 1(x; y); ~f 1(x; y) � x):

Queremosencontrar ~Q(x; y) = (x; ~Q2(x; y)) tal que ~Q� ~F � ~R = ~f ,
isto �e, ~Q2( ~f 1(x; y); ~f 1(x; y) � x) = ~f 2(x; y): �E su�ciente de�nir ~Q2 =
~f 2 � ~R� 1 � ~F � 1:

Observemos�nalmen te que

~R(x + 1; y) = (x + 1; ~f 1(x + 1; y) � x � 1) = (x; ~f 1(x; y) � x) + (1; 0)

~F (x + 1; y) = ~F (x; y) + (1; 0)

~Q(x + 1; y) = (x + 1; ~Q2(x + 1; y)) = (x; ~Q2(x; y)) + (1; 0):

Logo ~Q; ~F ; ~R projetam-se em aplica�c~oes Q; F e R tais que
f = Q � F � R:

Consideremosfam��lias parametrizadas de difeomor�smos Qt ; Ft

e Rt ; dependendo C1 de t; t 2 [0; 1] tais que Q1 = Q; R1 = R,
Q0 = I d; R0 = I d e Ft (� ; p) = (� + tp; p):

Para � > 0 su�cientemente pequeno, fazendo uma reparametri-
za�c~ao linear adequadaem t, obtemosuma fam��lia H t de difeomor�s-
mos dependendoC1 de t, tal que H1� � = Q � F � R = f e H � = F2� .

Para 0 � t � 1 de�nimos 	 t = Ft para 0 � t � �
	 t = F� � � H t para � � t � 1 � � e
	 t = Ft � 1 � f para 1 � � � t � 1
E estendemospara t 2 IR pela f�ormula 	 t = 	 t � [t ] � 	 [t ]

1 onde

[t] = parte inteira de t e 	 [t ]
1 = 	 1 � � � � � 	 1 composi�c~ao [t] vezes.

Veri�ca-se ent~ao que

	 t +1 = 	 t +1 � [t +1] � 	 [t +1]
1 = 	 t � [t ] � 	 [t ]+1

1 ou seja 	 t +1 = 	 t � 	 1:

Observe que X t = @	 t
@t � 	 � 1

t �e um campo possivelmente des-
cont��nuo para os valores t = � e t = 1 � � . Usando-seuma fun�c~ao
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auxiliar, podemos modi�car 	 t em uma vizinhan�ca dessesvalores
sem afetar a parte importante da interpola�c~ao, isto �e, pr�oximo aos
valores inteiros de t.

Este �e um detalhe importante que pode ser visto no artigo de
Moser ([60]), onde se conseguediretamente obter a condi�c~aode con-
vexidade.

Para podermos aplicar o Lema 5, �e preciso obter uma fam��lia
de difeomor�smos exatos. Para isso, usando o Lema 6, de�nimos
uma fam��lia de difeomor�smos verticais St e de transla�c~oes Tt ;
dependendo C1 de t tais que ' t = Tt � St � 	 t �e exato, com
S1 = I d e T1 = I d pois 	 1 = f �e exato, por hip�otese.

Logo ' t +1 = Tt +1 � St +1 � 	 t +1 :
Note que, de acordo com a de�ni�c~ao do difeomor�smo vertical

St +1 (� ; p) = (� ; Vt +1 (� ; p)) ; com Vt +1 =
R dp

det d	 t +1 � 	 � 1
t +1

=

=
R dp

det d	 t � 	 � 1
t det 	 1 � 	 � 1

1

=
R dp

det d	 t � 	 � 1
t

pois 	 t +1 = 	 t � 	 1 e det d	 1 = det f = 1: Portanto Vt +1 = Vt

e St +1 = St � S1; S1 = I d: Analogamente obtemos T1 = I d e
Tt +1 = Tt = Tt � T1; usandoa de�ni�c~ao da constante de transla�c~ao
c.

Portanto ' t +1 = Tt � St � 	 t � 	 1 = ' t � Tt � S1 � 	 1 = ' t � ' 1:

Conclu��mos que o campo X t = @' t
@t � ' � 1

t que gera a fam��lia ' t

�e Hamiltoniano.
Resta provar que o Hamiltoniano H (� ; p; t) satisfaz �a condi�c~ao

de convexidadeestrita nas �bras ou seja @2 H
@p2 (� ; p; t) > d:

Escrevendo 	 t + � � 	 � 1
t = Qt + � � Ft + � � Rt + � � R� 1

t � F � 1
t � Q� 1

t :

Como Ft + � (� ; p) = (� + (t + � )p;p); Qt + � ; Qt e Rt + � � R� 1
t

s~ao difeomor�smos verticais, �e f�acil ver que,calculandoa matriz jaco-
biana da composta, seescrevemos 	 t + � � 	 � 1

t = (A t + � ; B t + � ) ent~ao
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existe uma constante C1 tal que C � 1
1 � < @A t + �

@p < C1� (twist unifor-
me). Da mesmaforma,

' t + � � ' � 1
t = Tt + � � St + � � 	 t + � � 	 � 1

t � S� 1
t � T � 1

t ; Tt + � e Tt

transla�c~oese St + � e St ; verticais. Obtemos que existe uma constante
d > 0 tal que �d � 1 < @G t + �

@p < �d onde Gt + � = � 1 � ' t + a � ' � 1
t ,

primeira coordenadade ' t + � � ' � 1
� :

Como @G t
@p = 0 ent~ao d� 1 < 1

�

h
@G t + �

@p � @G t
@p

i
< d; o queimplica,

tomando-se� ! 0, que d� 1 < @
@t

h
@G t
@p

i
< d ou d� 1 < @

@p

� @G t
@t

�
< d:

Isto �e, a primeira coordenada X 1
t do campo X t = @' t

@t � ' � 1
t

satisfaz d� 1 < @X 1
t

@p < d: Mas o campo X t �e Hamiltoniano, logo

X 1
t = @H

@p (� ; p; t): Conclu��mos ent~ao que d� 1 < @2 H
@p2 (� ; p; t) < d:

�
A convexidade estrita nas �bras da fun�c~ao Hamiltoniana �e uma

condi�c~ao bastante �util e comum, que permite-nos utilizar m�etodos
variacionais para encontrar �orbitas peri�odicasou subconjuntos inva-
riantes mais gerais. Esta �e uma condi�c~ao importante para a genera-
liza�c~ao dessesm�etodos em dimens~oesmais altas.

1.9 Passando do cilindro para o anel

Os resultadossobreaplica�c~oesdo tip o twist s~ao v�alidos para um anel
invariante limitado pelo gr�a�co de duas fun�c~oes. Isto �e interessante
ao estudarmos,por exemplo,as aplica�c~oesdo tip o bilhar.

Esta propriedade de exten~ao decorredo seguinte lema cuja prova
encontra-se em [55]

Lema 7. (Lema de Extens ~ao)
Sejam � � ; � + : IR ! IR difeomor�smos de classeC r � 1, r � 1

quesatisfazem� � < � + e � � (x + 1) = � � (x) + 1 .
Seja W = f (x; x0)j � � (x) � x0 � � + (x) g.
Seh : W ! IR �e uma fun�c~ao de classeC r +1 , tal queh(x + 1; x0+

1) = h(x; x0) e @12h < 0 (ou @12h > 0), ent~ao h possui uma extens~ao
ĥ de classeCr +1 em IR2, que satisfaz ĥ(x + 1; x0 + 1) = ĥ(x; x0) ,
@12ĥ < 0 (ou @12ĥ > 0)
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Demonstra�c~ao. A id�eia �e estender a fun�c~ao @12h a todo o plano e
integrar duas vezesa extens~ao, levando em conta as condi�c~oes de
fronteira.

Observe inicialmente que o conjunto W �e invariante pela trans-
la�c~ao T(x; x0) = (x + 1; x0 + 1), portanto o cilindro quociente C =
IR2mod(T) cont�em a superf��cie com fronteira Ŵ = W mod(T) difeo-
morfa a um anel fechado.

Logo, existe um n�umero � > 0 tal que @12h < � � em Ŵ .
Seja � (x; x0) uma extens~ao de classeC r � 1 de @12h ao IR2 satis-

fazendo � (x + 1; x0 + 1) = � (x; x0), � (x; x0) = � � no subconjunto
U = f (x; x0)j � � (x) � 1 � x0 � � + (x) + 1 g.

De�nimos @12ĥ(u; u0) = � (u; u0) de modo que

@1ĥ(u; x0) =
Z x 0

0
� (u; u0)du0+ � (u):

A condi�c~ao

@1ĥ(u; � � (u)) =
Z � � (u)

0
� (u; u0)du0+ � (u) = @1h(u; � � (u))

de�ne a fun�c~ao � de modo que
@1ĥ(u; x0) =

Rx 0

� � (x ) � (u; u0)du0+ @1h(u; � � (u)).

Observeque� jW = @12h implica que@1ĥ(u; � + (u)) = @1h(u; � + (u)).
Integrando em rela�c~ao a u :

ĥ(x; x0) =
Z x

0
[
Z x 0

� � (u)
� (u; u0)du0+ @1h(u; � � (u))]du + 
 (x0)

e usando novamente a condi�c~ao de fronteira, juntamente com o
fato de que � � �e um difeomor�smo, obtemosa fun�c~ao 
 (x0) e

h(x; x0) =
Z x

( � � ) � 1 (x 0)
[@1ĥ(u; x0)]du + h(( � � ) � 1(x0); x0)

A condi�c~ao ĥ(x; � + (x)) = h(x; � + (x)) est�a tamb�em satisfeita. �
Desta forma, usando ĥ(x; x0) como fun�c~ao geratriz, estendemos

qualquer aplica�c~ao do tip o twist que preserva �area no anel A para
todo o cilindro C.
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Cap��tulo 2

�Orbitas peri�odicas e
conjun tos de
Aubry-Mather.

2.1 �Orbitas peri�odicas minimizan tes

Nesta se�c~ao seguiremosa nota�c~ao e suporemosas hip�otesesintro du-
zidasna se�c~ao 1.3. H�a tr êsrefer̂encias,entre muitas, na quaiso leitor
pode encontrar os resultados provadosa seguir: [13] (Bangert), [55]
(Forni-Mather) e [56] (Meiss). A �ultima �e a mais elementar e mais
indicada para uma primeira leitura. A refer̂encia [13] (Bangert) �e,
do ponto de vista matem�atico, a padr~ao no assunto. �E importante
mencionar que a exposi�c~ao abaixo �e fortemente in
uenciada por [13]
(principalmente) e [56], que por sua vez foram fortemente in
uenci-
adaspela exposi�c~ao original de Aubry [12]. Os resultados principais
desta se�c~ao s~ao devidos a Aubry [12] e Mather [53].

Qualquer �orbita peri�odica (xk ; yk )k2 ZZ de uma aplica�c~ao do tip o
twist F est�a associada a um par de inteiros m e n, tais que xk+ n =
xk + m para qualquer k 2 ZZ. Chamaremos tal �orbita de �orbita
peri�odica tip o (m; n). O inteiro positivo n �e o per��odo da �orbita e
m �e o n�umero de voltas, positivo ou negativo, que a �orbita d�a no

56
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cilindro C. O n�umero de rota�c~ao de uma �orbita peri�odica �e de�nido
como a raz~ao m=n. Mais geralmente, vale a seguinte:

De�ni� c~ao 7. O n�umero de rota�c~ao de uma �orbita (xk ; yk )k2 ZZ qual-
quer de F �e de�nido, caso os limites abaixo existam e coincidam,
como:

� = lim
k !1

xk � x0

k
= lim

k !�1

xk � x0

k

Casoo n�umero de rota�c~aode uma �orbita exista, elemedea veloci-
dade angular m�edia (ângulo/itera�c~ao) com que a �orbita da voltas no
cilindro. Para uma con�gura�c~ao(xk )k2 ZZ , valeuma de�ni�c~aoan�aloga.

O objetivo principal desta se�c~ao �e provar o seguinte teorema.

Teorema 3. A aplica�c~ao F admite �orbitas peri�odicas minimizantes
com todos os poss��veis n�umeros de rota�c~ao m=n.

A prova desteteoremaser�a conseqûenciade uma s�erie de resulta-
dos interessantes, que evidenciam diversaspropriedadesdas �orbitas
minimizantes.

Seja Wm;n : IRn ! IR a fun�c~ao W restrita a con�gura�c~oes�nitas
do seguinte modo:

Wm;n (x0; : : : ; xn � 1) = h(x0; x1) + h(x1; x2) + : : : + h(xn � 1; x0 + m)

Note que a seqûencia das componentes (xk )k2 ZZ de uma �orbita pe-
ri�odica tip o (m; n) �e uma con�gura�c~ao estacion�aria de W , ou seja
(xk )k2 ZZ satisfaz as equa�c~oes(1.12). Por sua vez a periodicidade da
seqûencia (xk )k2 ZZ implica que esta �e uma con�gura�c~ao estacion�aria
de W se, e s�o se, (x0; x1; : : : ; xn � 1) �e ponto cr��tico de Wm;n . Por-
tanto, procurar �orbitas peri�odicas tip o (m; n) de F �e equivalente a
procurar pontos cr��ticos de Wm;n . Isto motiva o estudo da fun�c~ao
Wm;n . Para entender alguns aspectosde Wm;n �e conveniente fazer a
seguinte mudan�ca de vari�aveis (x0; : : : ; xn � 1) ! (s; � 1; : : : ; � n � 1):

s = x0

� 1 = x1 � x0

� 2 = x2 � x1; : : :

� n � 1 = xn � 1 � xn � 2
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ou

x0 = s

x1 = � 1 + s

x2 = � 1 + � 2 + s; : : :

xn � 1 = � 1 + : : : � n � 2 + � n � 1 + s

Nas novas vari�aveis vale:

Wm;n (s; � 1; : : : ; � n � 1) = h(s; � 1 + s) + h(� 1 + s; � 1 + � 2 + s) +

h(� 1 + � 2 + s; � 1 + � 2 + � 3 + s) : : :

+ h(� 1 : : : + � n � 1 + s;m + s)

Desta express~aoe da propriedade, h(x + 1; x0+ 1) = h(x; x0), �ca evi-
dente que Wm;n (s; � ) �e 1-peri�odica na vari�avel s, ou seja, Wm;n (s +
1; � ) = Wm;n (s; � ). Portanto, se s ! � = s (mod 1), s 2 IR, � 2
S1, �e uma aplica�c~ao de recobrimento do c��rculo, ent~ao a fun�c~ao

Ŵmn (� ; � ) def= Wmn (s; � ) est�a de�nida sobreo cilindro

Cmn
def= f (� ; � ) : � 2 S1; � 2 IRn� 1g

Agora, aplicando a proposi�c~ao 3, na se�c~ao 1.3, a cada parcela da
fun�c~ao Wmn (s; � ) obt�em-sea seguinte desigualdade:

Ŵmn (� ; � ) = Wm;n (s; � ) �
c
2

[� 2
1 + � 2

2 + : : : � 2
n � 1 + (� 1 + � 2 + : : : � n � 1)2]

(2.1)
Isto implica que sobre cada �bra � =constante, o gr�a�co da fun�c~ao
Ŵmn (� ; �) est�a acima do parabol�oidede�nido no lado direito da equa-
�c~ao (2.1). Isso e a continuidade de Ŵmn implicam o seguinte lema
(fa�ca a prova).

Lema 8. A fun�c~ao Ŵmn , ou equivalentementeWmn , possuium ponto
de m��nimo global, que ser�a denotadopor p.

A diferenciabilidade de Wmn implica que p �e um ponto cr��tico
desta fun�c~ao. Portanto, as componentes (x0; : : : ; xn � 1) de p corres-
pondema uma �orbita peri�odicatip o (m; n) deF . �E poss��vel encontrar
um segundoponto cr��tico deŴmn , ou deWmn , usandoum argumento
\mini-max", da seguinte forma.
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Lema 9 (Mini-Max). A fun�c~ao Ŵmn , ou equivalentementeWmn ,
possui um segundo ponto cr��tico distinto do ponto p do lema 8.

Demonstra�c~ao. SejaA o conjunto de todas as curvas 
 : S1 ! Cmn :
diferenci�aveis, homot�opicas �a curva  ! (� =  ; � = 0),  2 S1, e
que passampelo ponto de m��nimo p. Seja � o valor mini-max

� = inf 
 2 A max  2 S1 Ŵmn � 
 ( )

Primeiro consideremoso caso� = Ŵmn (p). Seja� um valor qual-
quer de� , distinto daquelequecorresponde�a coordenada� dep. Note
que qualquer curva 
 de A �e homotopicamente n~ao trivial, portanto
possuium ponto cuja coordenada� vale � . Ent~ao, da de�ni�c~ao de � ,
existe uma seqûenciade curvas 
 k , k = 1; 2; : : :, e uma corresponden-
te seqûencia de pontos (� ; � k ) 2 
 k tal que lim k !1 Ŵmn (� ; � k ) = � .
Devido �a desigualdade(2.1) a seqûencia (� ; � k )k2 IN �e limitada e por-
tanto possui uma subseqûencia convergente a um ponto (� ; � ). Da
continuidade de Ŵmn conclu��-se que Ŵmn (� ; � ) = � = Ŵmn (p), ou
seja,existeum segundoponto distinto de p queminimiza Ŵmn e, por-
tanto, um segundoponto cr��tico. Como a escolhade � �e arbitr�aria,
conclu��-se que para todo � 2 S1, a fun�c~ao Ŵmn possui um ponto
cr��tico (� ; � (� )). Ou seja,no casoparticular em que � coincidecom o
valor m��nimo da fun�c~ao Ŵmn , a aplica�c~ao F possui um cont��nuo de
�orbitas peri�odicasdo tip o (m; n).

Agora consideremoso caso � > Ŵmn (p). Seja � > 0 su�cien-
temente pequeno tal que � � � > Ŵmn (p), e considereo conjunto

B def= f (� ; � ) 2 Cmn : � � � � Ŵmn (� ; � ) � � + � g. Mostraremosque,
seŴmn n~ao possuinenhum ponto cr��tico em B , ent~ao � n~ao pode ser
o valor mini-max. Isso prova o lema. Portanto, suponha que Ŵmn

n~ao possui ponto cr��tico em B . Se z = (� ; � ) denota um ponto de
Cmn , considereo campo de vetoresgradiente _z = �r Ŵmn (z), onde
r = (@� ; @� 1 ; : : : ; @� n � 1 ) �e o gradiente usual do Rn . Seja� t (z), t � 0,
a curva integral destecampo de vetoresque, para t = 0, passapor z.
Sobreesta curva vale

d
dt

Ŵmn � � t (z) = �jjr Ŵmn (� t (z)) jj2

Devido �a desigualdade(2.1) o conjunto B �e limitado e, uma vez que
�e fechado, �e compacto. Como Ŵmn n~ao possuipontos cr��ticos em B ,
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ent~ao existe k > 0 tal que k = minz2 B jjr Ŵmn (z)jj2. Agora, seja z
um ponto qualquer em B e T(z) > 0 o valor m�aximo de t tal que
� t (z) 2 B para 0 � t � T (z) (a princ��pio T(z) pode ser in�nito).
Para 0 � t � T (z) vale

d
dt

Ŵmn � � t (z) = �jjr Ŵmn (� t (z)) jj2 � � k =)

Ŵmn (z) � Ŵmn � � t (z) � kt

Como Ŵmn (z) � Ŵmn � � t (z) � 2� para z e � t (z) em B , tem-seque
2� � kt o que implica T(z) � 2�=k . Ou seja, um ponto qualquer
em B , quando carregadopelo 
uxo � t , permaneceem B no m�aximo
pelo tempo 2�=k . A de�ni�c~ao de � implica a exist̂enciade uma curva

 2 A tal que Ŵmn j 
 < � + � . Considerea fam��lia a um parâmetro
de curvas 
 t = � t � 
 , t 2 [0; 3�=k ]. Qualquer curva nesta fam��lia
pertencea A (lembre-seque p �e um ponto cr��tico de Ŵmn e portanto
n~ao se move sobre a a�c~ao de � t ). Mas Ŵmn j 
 t < � � � se t > 2�=k ,
o que contradiz a de�ni�c~ao de � . Logo B tem que conter um ponto
cr��tico de Ŵmn . Como o valor de � > 0 utilizado na constru�c~ao acima
pode ser arbitrariamente pequeno,conclui-seque o valor de Ŵmn no
novo ponto cr��tico �e � .

�
Nossopr�oximo lema (\lema de cruzamento de Aubry") �e um re-

sultado fundamental no contexto das �orbitas minimizantes (ver de�-
ni�c~oes1 e2 na se�c~ao1.2). Ele a�rma queduascon�gura�c~oesminimais
podem se\cruzar" no m�aximo uma vez. Antes de apresent�a-lo, �e pre-
ciso de�nir o termo cruzar. Sejam a e b, a < b, dois inteiros, e seja
I = f a; a + 1; : : : ; bg. A partir de um segmento qualquer (xk )k2 I

de�ne-se uma fun�c~ao t ! x t , com t 2 [a; b], tal que x t = xk para
t = k, e x t �e linear para k � t � k + 1, k 2 I . O gr�a�co da fun�c~ao
t ! x t ser�a chamadode gr�a�co do segmento (xk )k2 I . Substituindo-se
I por ZZ de�ne-se o gr�a�co de uma con�gura�c~ao (xk )k2 ZZ do mesmo
modo. Dizemos que dois segmentos (xk )k2 I e (zk )k2 I se cruzam
se seusgr�a�cos se cruzam, ou seja, se existem t1, t2, t3 e t4, com
a � t1 < t2 � t3 < t4 � b, tal que x t < zt para t 2 [t1; t2), x t = zt

para t 2 [t2; t3], e x t > zt para t 2 (t3; t4]. Dizemos que duas con-
�gura�c~oesse cruzam se elas cont�em segmentos que se cruzam. No
lado esquerdodas �guras 2.1, 2.2 e 2.3 s~ao mostrados gr�a�cos de
con�gura�c~oesque secruzam.
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Lema 10. Duas con�gur a�c~oes (ou dois segmentos) minimais (ver
de�ni�c~oes1 e 2 na se�c~ao 1.2) se cruzam no m�aximo uma vez.

Demonstra�c~ao. Para provar o lema basta considerar o casode cru-
zamento de dois segmentos. Sejam (xk )k2 I e (� k )k2 I dois segmentos
minimais, I = f a; : : : ; bg. Primeiramente mostraremosque, ou estes
segmentos s~ao iguais, ou elesn~ao tem dois pontos consecutivosiguais.
De fato, se,por exemplo,xa = � a e xa+1 = � a+1 , ent~ao da minimali-
dade dos segmentos decorre que as �orbitas de F associadas as estes
segmentos possuema mesmacoordenaday em k = a (ver �gura 1.7),
e portanto coincidempara todo k 2 I . Disso,seguequeoscruzamen-
tos dos segmentos podem ser de dois tip os, como ilustrados no lado
esquerdodas�guras 2.1 e 2.2, respectivamente. Suponha queosdois

k k+1 k+2

x

tk k+1 k+2

a)
x

t

Figura 2.1: Elimina�c~ao de cruzamento.

segmentos minimais secruzemduasvezes,comono lado esquerdoda
�gura 2.3. Nesta �gura (xk )k2 I �e representada por c��rculos e (� k )k2 I

por quadrados. Suponha quepelo menosum doscruzamentos sejado
tip o da �gura 2.1, por exemplo o que ocorre entre k = i e k = i + 1,
e que o outro, em k = j , seja do tip o da �gura 2.2. Os casosem que
ambososcruzamentos s~ao do tip o da �gura 2.1, ou em queo primeiro
�e do tip o da �gura 2.2 e o segundodo tip o da �gura 2.1 podem ser
tratados da mesmamaneira. O casoem que os dois cruzamentos s~ao
do tip o da �gura 2.2 ser�a tratado posteriormente. Ent~ao, alterando
os subsegmentos de (xk )k2 I e (� k )k2 I entre k = i e k = j , como ilus-
trado no lado direito da �gura 2.3 (ou no lado direito das�guras 2.1 e
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t

b)
x

k+1 k+2k t

x

k+1 k+2k 

Figura 2.2: Elimina�c~ao de cruzamento.

x

i

x

i j j

Figura 2.3: Elimina�c~ao de cruzamentos.

2.2), obt�em-sedois novos segmentos, denotadosrespectivamente por
(wk )k2 I e (� k )k2 I , dadospor:

wk = xk ; � k = � k se k � i

wk = � k ; � k = xk se i < k < j

wk = xk ; � k = � k se k � i

Denotando a restri�c~ao de W ao segmento f x i ; : : : ; x j g por Wij (x) def=
W (x i ; : : : ; x j ), obt�em-se, da de�ni�c~ao de con�gura�c~ao minimal, as
seguintes desigualdades:

Wij (x) � Wij (w) e Wij (� ) � Wij (� ): (2.2)
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Usando a desigualdade da proposi�c~ao 2, se�c~ao 1.3, e que
W =

P
k h(xk ; xk+1 ), obt�em-se:

Wij (x) + Wij (� ) � [Wij (w) + Wij (� )] = h(x i ; x i +1 ) + h(� i ; � i +1 )

� h(x i ; � i +1 ) � h(� i ; x i +1 ) � c(x i � � i )( � i +1 � x i +1 )

Mas o fato dos gr�a�cos secruzarem entre i e i + 1 implica que (x i �
� i )( � i +1 � x i +1 ) > 0, o quecontradiz asdesigualdades(2.2) e portanto
a minimalidade dos segmentos (xk )k2 I e (� k )k2 I . O ponto crucial
nesteargumento foi, queaomudarmosossegmentos do lado esquerdo
da �gura 2.1, para as do lado direito, decrescemoso valor da soma
dassuasa�c~oesW . Ou seja,eliminar cruzamentos diminui a somadas
a�c~oesW .

Para concluir a prova do lema �e precisoconsideraro casoem que
os dois cruzamentos s~ao do tip o da �gura 2.2, ou seja x i +1 = � i +1

e x j � 1 = � j � 1. Neste caso,constr�oi-se segmentos minimais (wk )k2 I

e (� k )k2 I de modo semelhante, mas ocorre que Wij (x) = Wij (w) e
Wij (� ) = Wij (� ), e o argumento acima n~ao se aplica. No entanto,
nestecaso,tanto (xk )k2 [i;j ] quanto (wk )k2 [i;j ] s~aosegmentos minimais
quepossuemdois elementos consecutivosem comum, a saber x i = wi

e x i +1 = wi +1 . Mas, como visto no come�co da prova, isto implica
que xk = wk = � k para todo k. Isto viola a hip�otesede cruzamento,
que requer que (xk )k2 I e (� k )k2 I sejam distintas. �

O lema 10 possui uma variante que ser�a necess�aria futuramente.
Uma vezque suaprova �e praticamente idêntica �a do lema 10 ela ser�a
enunciada aqui.

Lema 11. Sejam (xk )k2 I e (� k )k2 I , I = f a; : : : ; bg, duas con�gu-
ra�c~oes minimais tais que xa 6= � a e xb = � b (ou xa = � a e xb 6= � b).
Ent~ao (xk )k2 [a;b� 1] e (� k )k2 [a;b� 1] (ou (xk )k2 [a+1 ;b] e (� k )k2 [a+1 ;b])
n~ao se cruzam.

Demonstra�c~ao. Considere o caso xa 6= � a e xb = � b , o outro �e
an�alogo. Suponha que ocorra um cruzamento entre (xk )k2 [a;b� 1] e
(� k )k2 [a;b� 1] como no lado esquerdoda �gura 2.1. Ent~ao o mesmo
argumento usado na prova do lema 10, e ilustrado no lado direito
da �gura 2.1, mostra que tal cruzamento n~ao pode ocorrer. Agora,
suponha que o cruzamento �e comono lado esquerdoda �gura 2.2, ou
seja, existe i , a < i < b � 1, tal que x i = � i . Ent~ao, os segmentos
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(xk )k2 [i;b ] e (� k )k2 [i;b ] possuemas mesmasa�c~oesW . Isso implica que
tanto (xk )k2 [i � 1;b] , quanto f x i � 1; x i ; � i +1 ; : : : ; � bg s~ao segmentos mi-
nimais, distintos e que possuemdois pontos consecutivos iguais. Mas
isto �e imposs��vel. �

O lema10possuiin�umerasconseqûenciasimportantes. Uma delas
�e o seguinte.

Corol �ario 2. Duas con�gur a�c~oesminimais peri�odicas de tipo (m; n)
nunca se cruzam.

De fato se elas se cruzassemuma vez, ent~ao, devido a periodici-
dade, elassecruzariam in�nitas vezes,o que violaria o lema 10. Um
outro corol�ario, que de fato implica o corol�ario acima, �e o seguinte.

Corol �ario 3. Duas con�gur a�c~oesperi�odicas tipo (m; n), quecorres-
pondem a m��nimos globais da fun�c~ao Wmn (ver lema 8), nunca se
cruzam.

De fato, seelassecruzassemuma vez, por exemploentre k = 0 e
k = 1, elas teriam que possuir um segundocruzamento no intervalo
[1; n]. Mas isto violaria o lema 10, pois restrito a estes intervalos
as con�gura�c~oes que minimizam Wmn s~ao segmentos minimais. O
corol�ario 3 possuia seguinte conseqûencia.

Lema 12. Considere a fun�c~ao Wm 0n 0, ondem0 = im , n0 = in , com i
inteir o positivo e (m; n) primos entre si. Seja p um ponto de m��nimo
global de Wm 0n 0, que existe pelo lema (8). Ent~ao, p corresponde a
uma con�gur a�c~ao peri�odica tipo (m; n) que minimiza Wmn .

Demonstra�c~ao. Seja (xk )k2 ZZ uma con�gura�c~ao que corresponde a
um m��nimo global de Wm 0n 0. Ent~ao (� k )k2 ZZ , onde � k = xk+ n � m,
tamb�em corresponde a um m��nimo global de Wm 0n 0. Se (xk )k2 ZZ �e
igual a (� k )k2 ZZ , ent~ao (xk )k2 ZZ correspondea uma �orbita peri�odica ti-
po (m; n) e a prova est�a concluida. Se(xk )k2 ZZ �e diferente de (� k )k2 ZZ

ent~ao considerea con�gura�c~ao wk = � k � xk . Note que, wk+ n 0 = wk

e que a m�edia de wk �e zero, pois

n 0
X

k=1

wk =
inX

k=1

(xk+ n � m) �
inX

k=1

xk = � inm +
nX

k=1

(xk+ in � xk ) = 0:
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Portanto, wk muda de sinal pelo menos duas vezes,o que implica
que (xk )k2 ZZ e (� k )k2 ZZ secruzam, o que viola o corol�ario 3. Ou seja,
(xk )k2 ZZ �e do tip o (m; n). Agora, se (� k )k2 ZZ �e uma con�gura�c~ao
qualquer do tip o (m; n), ent~ao Wm 0n 0(� ) = iW mn (� ). Portanto, se
(xk )k2 ZZ minimiza Wm 0n 0 ent~ao ela minimza Wmn . �

Finalmente, usandoos lemas8 e 12 mostraremoso teorema3. Do
lema 8 seguea exist̂encia de uma �orbita peri�odica associada a uma
con�gura�c~ao (xk )k2 Z queminimiza Wmn , com m e n primos entre si.
Vamosmostrar queesta�orbita �e de fato uma �orbita minimizante. Su-
ponha o contr�ario. Ent~aoexisteminteiros a e b, b > a, e um segmento
� a ; � a+1 ; : : : ; � b, com xa = � a , xb = � b, tal que Wab(x) > Wab(� ). Se-
ja i o menor inteiro tal que i:n > b � a, e considerea con�gura�c~ao
peri�odica (wk )k2 ZZ que satisfaz wk = � k se a � k � b, e wk = xk se
b < k � a+ in . Note quewa+ in = xa+ in = xa + im = wa + im , ou seja
(wk )k2 ZZ �e uma con�gura�c~ao tip o (im; in ). Finalmente, a desigual-
dade Wab(x) > Wab(� ) implica que Wim;in (x) > Wim;in (w). Isso, no
entanto, �e imposs��vel, pois o lema 12 implica que as con�gura�c~oes
minimais de Wim;in s~ao precisamente as con�gura�c~oesminimais de
Wmn , portanto (xk )k2 Z �e con�gura�c~ao minimal de W( im;in ) . Isso
conclui a prova do teorema 3.

2.2 Monotonicidade e �orbita minimizan te

Nesta se�c~ao veremosa for�ca do corol�ario 2, que essencialmente im-
plica na exist̂encia de certas �orbitas not�aveis das aplica�c~oesdo tip o
twist. Antes de iniciar tal discuss~ao precisamosapresentar a seguinte
de�ni�c~ao.

De�ni� c~ao 8 (Con�gura� c~ao ( �Orbita) mon�otona). Uma con�gu-
ra�c~ao (xk )k2 ZZ �e dita mon�otona sex i < x i + j + k implica x l < x l + j + k,
para quaisquer inteir os i; j; k; l . Outra maneira de expressar isto �e
dizer que,duas\tr ansla�c~oes" inteir as do gr�a�c o de uma con�gur a�c~ao
mon�otona ou nunca se intersectam ou coincidem. Uma �orbita �e dita
mon�otona se sua con�gur a�c~ao associada �e mon�otona.

Abaixo, usaremosa seguinte caracteriza�c~ao alternativ a de mono-
tonicidade. Uma con�gura�c~ao (xk )k2 ZZ �e mon�otona se,e s�o se, para
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quaisquer inteiros i , j e k vale:

x i < x j + k =) x i +1 < x j +1 + k (2.3)

Uma generaliza�c~ao desta de�ni�c~ao �e a seguinte.

De�ni� c~ao 9 (Conjun to in varian te mon�otono). SejaF uma apli-
ca�c~ao de tipo twist como na se�c~ao 1.3. Um conjunto S, invarian-
te por F , �e dito mon�otono, quando ele possui a seguinte proprie-
dade: se (x; y) e (x; y) s~ao dois pontos de S tal que x < x ent~ao
F1(x; y) < F1(x; y). Ou seja, a ordem da coordenadax dospontos de
S �e mantida pela a�c~ao de F .

Note que se (xk )k2 ZZ �e uma con�gura�c~ao minimal peri�odica tip o
(m; n), ent~ao tamb�em o �e (� k )k2 ZZ , onde � k = xk+ a + b, com a e b
inteiros quaisquer. Logo os gr�a�cos de (xk )k2 ZZ e (� k )k2 ZZ nunca se
cruzam, pelo corol�ario 2. Ou seja, vale a seguinte proposi�c~ao.

Prop osi�c~ao 4. Uma con�gur a�c~ao (ou �orbita) minimal peri�odica tipo
(m; n) �e mon�otona.

Uma conseqûencia fundamental do corol�ario 2 �e o seguinte lema,
quediz que, uma �orbita minimizante peri�odica tip o (m; n) possuiseu
gr�a�co contido em uma estreita faixa como ilustrado na �gura 2.4.

x +mk

xk

m
nxkx=    +     ( t -    )k
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Figura 2.4: Regi~ao de con�namento de uma con�gura�c~ao peri�odica
minimal.
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Lema 13. Se (xk )k2 ZZ �e uma con�gur a�c~ao minimal peri�odica tipo
(m; n), ent~ao para todo k 2 ZZ vale

�
�
�xk � x0 � k

m
n

�
�
� < 1

Demonstra�c~ao. Primeiramente provaremosque,sexk � x0 = � ent~ao
para todo i 2 ZZ vale

� � 1 < x ik � x( i � 1)k < � + 1 (2.4)

Dado i , existe um inteiro b tal que a con�gura�c~ao (� j ) j 2 ZZ , dada
por � j = x j +( i � 1)k � b, �e minimal e satisfaz x0 < � 0 < x0 + 1 ou,
equivalentemente,

� 1 < x0 � � 0 < 0 (2.5)

Logo, pelo corol�ario 2, o gr�a�co de (� j ) j 2 ZZ �ca entre o gr�a�co de
(x j ) j 2 ZZ e (x j + 1)j 2 ZZ , ver �gura 2.5. Mas isso implica que xk <

x +mk

x0+1

x0

x0

k0

Translacao deste segmento~

Figura 2.5: Constru�c~ao usadana prova do lema 13.

� k < xk + 1, o que implica xk � x0 < � k � x0 < xk + 1 � x0, ou seja,
� < � k � x0 < � + 1. Somando esta desigualdade�a desigualdade
(2.5), obt�em-se� � 1 < � k � � 0 < � + 1, que �e equivalente a (2.4).

Agora, contrariando a tesedo lema, suponhaquexk � x0 > k m
n + 1

(o casoxk � x0 < k m
n � 1 �e an�alogo). Ent~ao da desigualdade(2.4)

segueque para qualquer i vale km=n < x ik � x( i � 1)k . Portanto,

km = xkn � x0 = (xkn � x(n � 1)k ) + (x(n � 1)k � x(n � 2)k ) : : :

+( xk � x0) > n
km
n

= km
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o que �e uma contradi�c~ao. �
Agora, enunciaremoso principal resultado desta se�c~ao.

Teorema 4. Dado qualquer n�umero de rota�c~ao irr acional � , existe
uma con�gur a�c~ao (xk )k2 ZZ que possui esten�umero de rota�c~ao, que �e
minimal e mon�otona.

Demonstra�c~ao. Primeiramente, dado � 1 > 0 qualquer, seja (� i ) i> 0

uma seqûencia de n�umeros racionais que convergepara � , com j� �
� i j < � 1, para todo i > 0. Para cada� i seja(x i

k )k2 ZZ uma con�gura�c~ao
minimal peri�odica com n�umero de rota�c~ao � i e tal quex i

0 2 [0; 1]. Tal
con�gura�c~ao existe pelo teorema 3. Da compacidadede [0; 1] segue
que existe uma subseqûencia (x i p

0 )p> 0 de (x i
0) i> 0, tal que x i p

0 ! x0

quando p ! 1 . Portanto, dado � 2 > 0 existe um inteiro J tal que
jx i p

0 � x0j < � 2 sep > J . Para um j > 0 qualquer sejap = J + j e seja
(x0;j

k )k2 ZZ uma nova nota�c~ao para a seqûencia (x i p

k )k2 ZZ . Note que
x0;j

0 ! x0 2 [0; 1] quando j ! 1 e jx0;j
0 � x0j < � 2 para todo j > 0.

Do lema 13 segueque para qualquer j > 0 a seqûencia (x0;j
k )k2 ZZ

satisfaz

jx0;j
k � x0 � k� j = jx0;j

k � x0;j
0 � k� + x0;j

0 � x0j

� jx0;j
k � x0;j

0 � k� j + jx0;j
0 � x0j

< jx0;j
k � x0;j

0 � k� i p j + jk� i p � k� i j + � 2

< 1 + jkj� 1 + � 2 (2.6)

Ou seja, todos os pontos das seqûencias(x0;j
k )k2 ZZ , para j > 0, est~ao

contidos na regi~ao ilustrada na �gura 2.6. Portanto, para qualquer
k �xo, a seqûencia (x0;j

k ) j > 0 est�a contida em um intervalo compacto.
Em particular, isto vale para a seqûencia (x0;j

1 ) j > 0, o que implica
a exist̂encia de uma subseqûencia (x0;j i

1 ) i> 0 que converge para um
x1. Denotemosa seqûencia (x0;j i

k )k2 ZZ por (x1;i
k )k2 ZZ . Aplicando o

mesmoracioc��nio, a partir de (x1;i
� 1) i> 0 obt�em-seuma subseqûencia

(x1;i j
� 1 ) j > 0 que convergepara x � 1. Denotemosa seqûencia (x1;i j

k )k2 ZZ

por (x � 1;j
k )k2 ZZ . Repetindo tal opera�c~ao constr�oi-se sucessivamente

asseqûenciasde con�gura�c~oes(x2;i
k )k2 ZZ , (x � 2;i

k )k2 ZZ , (x3;i
k )k2 ZZ , etc...

Finalmente, a seqûencia \diagonal" de con�gura�c~oesminimais

(x0;0
k )k2 ZZ ; (x1;1

k )k2 ZZ ; (x � 1;2
k )k2 ZZ ; (x2;3

k )k2 ZZ ; (x � 2;4
k )k2 ZZ ; : : : :::
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x0

e2

e2

reta tr x0
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Figura 2.6: Constru�c~ao usadana prova do teorema 4.

�e tal que para qualquer k dado vale:

x0;0
k ; x1;1

k ; x � 1;2
k ; x2;3

k ; x � 2;4
k ; : : : ::: � ! xk

A con�gura�c~ao limite (xk )k2 ZZ �e aquela que est�avamos procurando.
O m�etodo usado para a obten�c~ao da mesma�e o chamado \m �etodo
diagonal" deCantor, comumente usadoeman�alise,comopor exemplo
na prova do teorema de Arzel�a-Ascoli (ver [14]) ou do teorema de
Tikhonov (ver [41]). Um subproduto imediato desta constru�c~ao �e
que, para qualquer k, vale a desigualdade(2.6) para o valor limite
xk , ou seja,

jxk � x0 � k� j � jkj� 1 + 1 + � 2

Como � 1 e � 2 podem ser escolhidost~ao pequenosquanto o desejado,
segueque, para qualquer k, vale:

jxk � x0 � k� j � 1

Isso implica que o n�umero de rota�c~ao de (xk )k2 ZZ (ver de�ni�c~ao 7) �e
� .

A prova que (xk )k2 ZZ �e minimal ser�a por absurdo. Suponha que
(xk )k2 ZZ n~ao �e minimal. Ent~ao existem inteiros a e b e um segmento
(� k )k2 [a;b] , com xa = � a e xb = � b, tal queWab(x) = Wab(� ) + � 1, para
algum � 1 > 0. Como (xk )k2 ZZ �e o limite de con�gura�c~oesminimais
e h �e cont��nua, para qualquer � 2 > 0 dado, existe uma con�gura�c~ao
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minimal (x i
k )k2 ZZ tal que:

jWab(x) � Wab(x i )j < � 2;

jh(xa ; � a+1 ) � h(x i
a ; � a+1 )j < � 2;

jh(� b� 1; xb) � h(� b� 1; x i
b)j < � 2 (2.7)

Considereagora o segmento (� k )k2 [a;b] , que �e uma pequenavaria�c~ao
de (� k )k2 [a;b] , dado por: � k = � k se a + 1 � k � b � 1, � a = x i

a , e
� b = x i

b. Ent~ao, escolhendo� 2 < � 1=3 vale:

Wab(x i ) � Wab(� ) = Wab(x i ) � Wab(x) + Wab(x) � Wab(� )

� h(� a ; � a+1 ) + h(� a ; � a+1 )

� h(� b� 1; � b) + h(� b� 1; � b)

> � 1 � jWab(x i ) � Wab(x)j

�j h(x i
a ; � a+1 ) � h(xa ; � a+1 )j

�j h(� b� 1; x i
b) � h(� b� 1; xb)j

> � 1 � 3� 2 > 0;

o que viola a minimalidade de (x i
k )k2 ZZ .

Finalmente, provemosa monotonicidadede (xk )k2 ZZ . Dados i e k
existeuma seqûenciadecon�gura�c~oesminimais (x j

p)p2 ZZ , j = 0; 1; : : :,
tal que x j

p ! xp, quando j ! 1 , para p = k; k + 1; k + 2; i; i + 1; i +
2. Logo da monotonicidade de (x j

p)p2 ZZ , ver equa�c~ao (2.3), segue
x j

k < x j
i + a ) x j

k+1 < x j
i +1 + a e, portanto, vale xk < x i + a )

xk+1 � x i +1 + a. Queremosmostrar que na �ultima desigualdaden~ao
pode valer xk+1 = x i +1 + a. De fato, se esta igualdade vale ent~ao
�e poss��vel mostrar que xk+2 > x i +2 + a. Mas isso implica que para
valores de j su�cientemente grandes vale x j

k+2 > x j
i +2 + a, o que

viola a monotonicidade de (x j
p)p2 ZZ . Portanto para concluir a prova

da monotonicidade de (xk )k2 ZZ , bastar mostrar que, se xk < x i + a
e xk+1 = x i +1 + a ent~ao xk+2 > x i +2 + a. Provemosesta a�rma�c~ao
de uma forma geom�etrica. A con�gura�c~ao (xk )k2 ZZ �e minimal, e
portanto est�a associada a uma �orbita de F . Ent~ao, o que queremos
provar decorre facilmente da propridade de twist como mostrado na
�gura 2.7 (se voce n~ao seconvenceuescreva a prova). �

A con�gura�c~ao minimal (xk )k2 ZZ , garantida pelo teorema 4, est�a
associada a uma �orbita (� k ; yk )k2 ZZ de f no cilindro C (lembre-seque
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xk xk+1

x i+1

F
-1

xi+a xk+2x i+2
x

y

F

+a

+a

Figura 2.7: Argumento geom�etrico usadona prova da monotonicida-
de de (xk )k2 ZZ .

� = x(mod 1)). O fecho de tal �orbita, que ser�a denotado por AC , �e
formado pela uni~ao da �orbita mais seusconjuntos � e ! -limite. Logo
AC �e invariante por f . Seja A o levantamento de AC para o plano.
Denotaremospor A1 a proje�c~ao de A na reta f xg. O conjunto A1

tamb�em pode ser caracterizadocomo o fecho de todas as transla�c~oes
inteiras de (xk )k2 ZZ , ou seja:

A = fecho f xpq
k

def= xk+ p + q : k 2 ZZ; p 2 ZZ; q 2 ZZg

Lema 14. O conjunto A �e mon�otono.

Demonstra�c~ao. Sejamx0 e � 0 ascomponentes x de dois pontos quais-
quer de A com x0 < � 0 e, (xpi qi

k i
) i> 0 e (xr i si

j i
) i> 0, duas seqûenciasde

aproximantesde x0 e � 0, respectivamente, tais quexpi qi
k i

< xr i si
j i

, para
todo i > 0. Uma vez que (xpq

k )k2 ZZ �e mon�otona para todo par (p;q),
ent~aousandoasdesigualdadesna de�ni�c~ao 8 obt�em-sexpi q1

1+ k i
< xr i si

1+ j i
,

o que implica

lim
i !1

xpi qi
1+ k i

= x1 � lim
i !1

xr i si
1+ j i

= � i +1 ;

ondex1 e � 1 denotam ascomponentes x da imagempor F dospontos
associadosa x0 e � 0. Novamente, para mostrar a monotonicidade de
A basta mostrar que n~ao ocorre a igualdade na desigualdadeacima.
De fato, seocorrer a igualdadeent~ao, assimcomo ilustrado na �gura
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2.7 e na prova do teorema 4, vale que x2 > � 2. Novamente, isto
contradiz o fato que x2 = lim i !1 xpi qi

2+ k i
, � 2 = lim i !1 xr i si

2+ j i
, e que

(xk )k2 ZZ �e mon�otona. �
Os conjuntos mon�otonos invariantes por F possuema seguinte

interessante propriedade geom�etrica.

Teorema 5. Seja S um conjunto invariante e mon�otono de F . Su-
ponha queS est�a contido entre os paralelosy = a e y = b. Ent~ao n~ao
existemdois pontos de S sobre a mesmavertical (ou seja, a proje�c~ao
de S no eixo x �e injetora) e se (~x; ~y), (x; y) s~ao dois pontos distintos
quaisquerde S ent~ao vale:

jy � ~yj
jx � ~xj

< L;

onde L �e uma constante que s�o depende dos valores de a e b e de-
rivadas da aplica�c~ao F . Uma maneira mais sint�etica de expressar a
tese, �e dizer que: S �e o gr�a�c o de uma fun�c~ao Lipshitz x ! y, cujo
dom��nio �e a proje�c~ao de S no eixo x.

Demonstra�c~ao. SeS �e mon�otono ent~ao n~ao pode conter dois pontos
(x1; y1) e (x1; y1), na mesmavertical com x1 = x1 e y1 < y1, pois,
como ilustrado na �gura 2.7, isto implicaria x0 < x0, o que contradiz
a propriedade de monotonicidade de S.

A id�eia para provar a desigualdadeda tesedo teorema �e simples.
Semperda de generalidade,suponha que ~x < x. Ent~ao como mostra
a �gura 2.8, se ~y for muito maior que y, ent~ao a propriedadede twist
implica que ~x1 = F1(~x; ~y) > F1(x; y) = x1 o que viola a propriedade
de monotonicidade. Para provar a desigualdadeacima suporemos,
primeiramente, que ~y > y. Note que para todo y 2 [a; b] e x 2 IR
existe uma constante � tal que j@1F1(x; y)j < � , pois F1 �e conti-
nuamente diferenci�avel e F1(x + 1; y) = F1(x; y) + 1. Isso implica
que

jF1(x; y) � F1(~x; y)j < � jx � ~xj

Lembrando que y � ~y < 0 e usandoa hip�otesec � @2F1(x; y) de twist
uniforme obt�em-se:

F1(~x; y) � F1(~x; ~y) =
Z y

~y
@2F1(~x; s)ds < c(y � ~y)
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x x1 x1
x

y

x

F

~ ~

Figura 2.8: Argumento geom�etrico para mostrar o teorema 5.

Portanto, usandoque x > ~x ) F1(x; y) � F1(~x; ~y) > 0 , obt�em-sedas
desigualdadesacima

0 < F1(x; y) � F1(~x; ~y) = F1(x; y) � F1(~x; y) + F1(~x; y) � F1(~x; ~y)

< jF1(x; y) � F1(~x; y)j + c(y � ~y) < � jx � ~xj + c(y � ~y)

que �e a desigualdadedesejadano caso~y > y. O caso~y < y �e provado
de maneira an�aloga, tro candoF por F � 1 e usandodesigualdadesco-
mo asacima. Lembre queF � 1 tamb�em�e uma aplica�c~ao de tip o twist
que desviaa vertical para a esquerda.A constante L do enunciado �e
a maior das constantes que aparecenos casos~y > y e ~y < y (o caso
y = ~y �e trivial). �

Aplicando o teorema 5 ao conjunto A de�nido acima, e usando
que A �e fechado, obt�em-seque sua proje�c~ao no eixo x, denotada por
A1, tamb�em �e um conjunto fechado. Logo o complementar de A1 �e
uma uni~ao de intervalos abertos. A �m de entender a topologia de
A e a dinâmica de F restrito a A, faremosa constru�c~ao auxiliar de
um homeomor�smo do c��rculo que, \essencialmente", possuia mesma
dinâmica que F quando restrito a A. De acordocom o teorema5, tal
constru�c~ao come�ca com a de�n�c~ao de uma fun�c~ao Y : A1 ! IR, dada
por

x ! y = Y (x) tal que (x; Y (x)) 2 A: (2.8)

A partir desta fun�c~ao e da invariância de A por F , constr�oi-se uma
outra fun�c~ao v : A1 ! A1 dada por x0 = v(x) = F1(x; Y (x)). O
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teorema 5 garante que v tamb�em �e uma fun�c~ao Lipscitz, a monoto-
nicidade de A garante que v �e mon�otona e a periodicidade de A1 e
F1 garantem que v(x + 1) = v(x) + 1. Agora a fun�c~ao v �e estendida
a toda a reta da seguinte forma: sex n~ao pertence a A1 ent~ao v(x)
possuio valor linearmente interpolado entre aquelesque v possuinos
pontos de A1 mais pr�oximos a x, ver �gura 2.9. Tal extens~ao de v,

x

xa xb

xav(    )

xbv(    )

x

Intervalo fora de A

Valor de v(x)

x

1
Ponto de A1

Figura 2.9: Extens~ao da fun�c~ao v.

que continuar�a a ser denotada por v, �e um homeomor�smo Lipshitz
da reta e v(x + 1) = v(x) + 1, o que implica que v induz um homeo-
mor�smo do c��rculo dado por � = x(mod 1), � 2 S1. Al �em disso,por
costru�c~ao, v deixa invariante o conjunto A1. Note que o gr�a�co da
fun�c~ao Lipshitz

x ! y = u(x; v(x)) def= Y (x);

ondeu �e de�nida por x0 = F1(x; u(x; x0)), de�ne uma curva quepassa
pelos pontos de A. O homeomor�smo v desempenhar�a um papel
fundamental no entendimento da dinâmica de F restrito a A, o que
ser�a feito na pr�oxima se�c~ao. Concluimos esta se�c~ao com o seguinte
lema.

Lema 15. Toda �orbita em A �e minimizante.

Demonstra�c~ao. O argumento usadonesta prova �e muito semelhante
�aqueleusadona parte da minimalidade na prova do teorema 4. Seja
(x0; y0) um ponto qualquer de A e (xk )k2 ZZ a con�gura�c~ao associada
�a sua �orbita. Queremosmostrar que (xk )k2 ZZ �e uma con�gura�c~ao
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minimal. Se x0 �e um ponto de (xk )k2 ZZ , onde (xk )k2 ZZ �e a con�gu-
ra�c~aodo teorema4, ent~ao n~ao h�a o queprovar. Suponha que isson~ao
ocorre ou seja,contrariamente ao que queremosprovar, (xk )k2 ZZ n~ao
�e minimal. Ent~ao existem inteiros a e b, e um segmento (� k )k2 [a;b] ,
com � a = xa e � b = xb, tal que Wab(x) � Wab(� ) > � 2, para algum
� 2 > 0. Da continuidade de h e F , e do fato que A �e o levantamento
de AC (que �e o fecho da �orbita (xk ; yk )k2 ZZ projetada no cilindro C),
segueque dado qualquer � 1 > 0 existem inteiros p e q tais que, a
con�gura�c~ao minimal (~xk )k2 ZZ dada por ~xk = xk+ p + q, satisfaz:

jWab(~x) � Wab(x)j < � 1;

jh(~xa ; � a+1 ) � h(xa ; � a+1 )j < � 1;

jh(� b� 1; ~xb) � h(� b� 1; xb)j < � 1

Considereagora o segmento (� k )k2 [a;b] , que �e uma pequenavaria�c~ao
de (� k )k2 [a;b] , dado por: � k = � k se a + 1 � k � b � 1, � a = ~xa , e
� b = ~xb. Ent~ao, escolhendo� 1 < � 2=3 vale:

Wab(~x) � Wab(� ) = Wab(~x) � Wab(x) + Wab(x) � Wab(� )

� h(� a ; � a+1 ) + h(� a ; � a+1 )

� h(� b� 1; � b) + h(� b� 1; � b)

> � 2 � jWab(~x) � Wab(x)j

�j h(~xa ; � a+1 ) � h(xa ; � a+1 )j

�j h(� b� 1; ~xb) � h(� b� 1; xb)j

> � 2 � 3� 1 > 0;

o que viola a minimalidade de (~xk )k2 ZZ . �

2.3 Homeomor�smos do c��rculo e conjun-
tos de Aubry-Mather

Antes de prosseguircom o estudo da dinâmica de F restrita ao con-
junto A, �e necess�ario apresentar alguns resultados sobrehomeomor-
�smos do c��rculo (ver [11], [38]). Seja v como na se�c~ao anterior, um
homeomor�smo v : IR ! IR com a propriedade v(x + 1) = v(x) + 1,
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que induz um homeomor�smo v̂ : S1 ! S1 do c��rculo � ! v̂(� )
atrav�esde � = x(mod 1).

Sex1; x2; : : : denotam as iteradas de um ponto x0 ent~ao o n�umero
de rota�c~ao � (x0) de x0, �e de�nido exatamente como na de�ni�c~ao 7.
Como v induz um homeomor�smo do c��rculo, tamb�em o faz sua k-
�esima iterada vk . De fato, vk (x + 1) = vk (x) + 1. Isso implica que
se ~x e x s~ao dois pontos quaisquer de IR com j~x � xj < 1, ent~ao
j~xk � xk j < 1. Isso por sua vez implica:

Prop osi�c~ao 5. O n�umero de rota�c~ao � (x) de v no ponto x independe
do valor de x. Ou seja, � dependeapenas do homeomor�smo v.

Demonstra�c~ao. De fato, se~x e x s~ao dois pontos quaisquerde IR com
j~x � xj < 1, ent~ao j~xk � xk j < 1. Isso por sua vez implica:

� (~x) � � (x) = lim
k !1

~xk � xk � (~x0 � x0)
k

� lim
k !1

j~xk � xk j + j~x0 � x0 j
k

� lim
k !1

2
k

= 0

Ou seja, � �e constante em intervalos de comprimento um, e portanto
constante em IR. �

Da proposi�c~ao 5, segueimediatamente quesev possuiuma �orbita
peri�odica tip o (m; n), ou seja vn (x0) = x0 + m, ent~ao o n�umero de
rota�c~ao de v �e � = m=n. A rec��proca de tal a�rma�c~ao tamb�em vale.

Prop osi�c~ao 6. O homeomor�smo v possui n�umero de rota�c~ao raci-
onal � = m=n, com m e n primos entre si, se, e s�o se, v possui uma
�orbita peri�odica tipo (m; n).

Demonstra�c~ao. Se v possui uma �orbita peri�odica tip o (m; n), ent~ao
tal proposi�c~ao �e imediata. Resta provar que, se � = m=n ent~ao v
possui uma �orbita peri�odica de tip o (m; n), ou equivalentemente, se
v n~aopossui�orbita peri�odicadetip o (m; n) ent~ao� 6= m=n. Portanto,
supondo que v n~ao possui �orbita peri�odica de tip o (m; n), para todo
x 2 [0; 1] vale, vn (x) > x + m ou vn (x) < x + m. Considereo caso
vn (x) > x + m, o outro �e an�alogo. Neste casoexiste � > 0 tal que,
devidoa periodicidadedev, para todo x 2 IR vale, vn (x)� x > + m+ � .
Isso implica que para qualquer i > 0 inteiro vale:

vin (x) � x = vin (x) � v( i � 1)n (x) + v( i � 1)n (x) � : : : v(x) � x > im + i�
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Portanto

� = lim
i !1

vin (x) � x
in

>
m
n

+
�
n

;

ou seja, � 6= m=n. �
Provemosagorao resultado acercade homeomor�smosdo c��rculo

que mais nos interessa. Lembramos que um conjunto de Cantor em
IR pode ser caracterizado como: um conjunto fechado, perfeito (ou
seja todo ponto do conjunto est�a arbitrariamente pr�oximo de outros
pontos do conjunto) e que n~ao cont�em nenhum intervalo.

Teorema 6. Suponha que o n�umero de rota�c~ao de v �e irr acional.

Ent~ao o conjunto ! -limite E de qualquerponto � 2 S1, E def= ! (� ), �e
o mesmopara qualquer� , e E , ou �e todo o c��rculo, ou �e um conjunto
de Cantor.

Demonstra�c~ao. Come�caremosprovandoo seguinte resultadoauxiliar.
Seja � um ponto qualquer de S1, e a e b dois inteiros positivosquais-
quer. Ent~ao a semi-�orbita positiva de qualquer ponto � 2 S1, passa
dentro do intervalo fechado com extremos v̂a(� ) e v̂b(� ) ( de fato, h�a
dois destesintervalos em S1 e o resultado vale para ambos). Para
mostrar isso basta provar que as pr�e-imagensde I = [v̂a(� ); v̂b(� )]
pela aplica�c~ao v̂ cobrem S1. A �m de simpli�car a prova �e conve-
niente analisar n~ao as pr�e-imagensdeste intervalo por v̂, mas sim
por v = v̂i onde i = b � a. Se as pr�e-imagensde I por v co-
brem S1, ent~ao o mesmovale para as pr�e-imagenspor v̂. Note pri-
meiramente que I ; v� 1(I ); v� 2(I ); : : : s~ao intervalos adjacentes, pois
v� 1(v̂b(� )) = v̂a (� ), etc. Portanto seestesintervalos n~ao preenchem
o c��rculo ent~ao existe um ponto � �1 tal que lim k !1 v� k (� ) ! � �1 .
Da continuidade de v̂ segueque v(� �1 ) = � �1 , o que por sua vez
implica que o n�umero de rota�c~ao de v �e inteiro, o que viola a hip�otese
de irracionalidade de � (v).

Seja � um ponto qualquer de S1 e p um ponto qualquer no con-
junto ! (� ). Ent~ao existe uma seqûencia de inteiros (ki ) i> 0 tal que
v̂k i (� ) = � k i ! p, quando i ! 1 . Sejaz um outro ponto qualquer de
S1. Pelo resultado acima, dado qualquer i > 0, existe um elemento
da semi-�orbita positiva de z que entra no intervalo [� k i ; � k i +1 ]. Logo
o ponto p tamb�em est�a em ! (z). Isto mostra que E = ! (� ) = ! (z),
ou seja o conjunto ! -limite de qualquer ponto de S1 �e E .
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Note que E �e o �unico conjunto fechado, n~ao vazio, invariante
por v̂ e minimal (aqui, por minimal entendemosque, E n~ao cont�em
estritamente nenhum outro conjunto fechado n~aovazio invariante por
v̂, ou equivalentemente, a �orbita de todo ponto de E �e densaem E).
De fato, seja B um conjunto n~ao vazio, fechado e invariante por v̂.
Se� 2 B ent~ao E = ! (� ) � B , pois B �e fechado e invariante. Agora,
como a fronteira @E do conjunto E tamb�em �e um conjunto fechado
invariante, conclu��mosque@E ou �e vazio ou �e igual a E . No primeiro
casotemos que E = S1. No segundocasotemos que E n~ao cont�em
nenhum intervalo, pois casoissoacontecesseent~ao @E seria diferente
de E. Como a �orbita de qualquer ponto � em E seacumula em todos
ospontos de E, pois ! (� ) = E , e v̂k (� ) 6= � para todo k, pois de outro
modo � seria, pela proposi�c~ao 6, racional, segueque E �e perfeito. Ou
seja, se@E = E ent~ao E �e um conjunto de Cantor. �

Voltemos agora a analisar o particular homeomor�smo v cons-
tru��do no �m da se�c~ao anterior, com o objetivo de estudar a dinâmica
de F restrita a A. A nota�c~ao segueaquela anterior ao lema 15. A
con�gura�c~ao minimal (xk )k2 ZZ , obtida no teorema 4, est�a contida
em A1 e possui n�umero de rota�c~ao irracional � . Pela proposi�c~ao
6, como (xk )k2 ZZ �e uma �orbita de v, ent~ao o n�umero de rota�c~ao de
todas as �orbitas de v �e � . Seja v̂ a aplica�c~ao em S1 induzida por
v. Se Ê denota o conjunto ! -limite de qualquer �orbita de v̂, como
no teorema 6, seja E1 o levantamento de Ê para a reta f xg. Pelo
teorema 6 o conjunto Ê �e o conjunto ! -limite da �orbita (� k )k2 ZZ .
Portanto, o conjunto A1 �e a uni~ao de E1 mais o levantamento da
�orbita (� k )k2 ZZ para a reta, ou seja,(xk+ i + j )k2 ZZ;i2 ZZ;j 2 ZZ . Note que,
n~ao necessariamente A1 e E1 coincidem, pois a �orbita (� k )k2 ZZ pode
ser errante, ou seja,nenhum ponto da �orbita �e ponto de acumula�c~ao
da pr�opria. Seja E � A o levantamento de E1 para o plano f x; yg
atrav�es de E = f (x; y) : x 2 E1; y = Y (x)g, onde Y �e de�nida na
equa�c~ao (2.8). Como o n�umero de rota�c~ao de qualquer ponto em E1

�e � , o mesmovale para E (e tamb�em para A). O conjunto E � A �e
invariante por F , mon�otono, pelo lema 14 e minimizante, pelo lema
15. Agora, do teorema 6 segueque E pode assumir duas naturezas
distintas. Primeiramente se Ê = S1, o que implica A1 = IR, ent~ao
E �e o gr�a�co da fun�c~ao Lipshitz x ! Y (x), x 2 IR, dada na equa�c~ao
(2.8). Ou seja, neste caso f possui um c��rculo invariante que �e o
gr�a�co de uma fun�c~ao Lipshitz � ! y = Y(� ), e toda �orbita neste
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c��rculo �e minimizante e possuio mesmon�umero de rota�c~ao irracional.
Finalmente, seÊ �e um conjunto de Cantor, E tamb�em o �e. Neste

casoE est�a estritamente contido no gr�a�co de uma fun�c~ao Lipshitz
x ! Y (x), x 2 E1. Ou seja, F (e consequentemente f ) possui
um conjunto de Cantor invariante, chamado conjunto de \Aubry-
Mather", tal que toda �orbita neste conjunto �e minimizante e possui
o mesmo n�umero de rota�c~ao irracional. Em suma, vale o seguinte
not�avel teorema.

Teorema 7 (Aubry-Mather). Seja � um n�umero irr acional qual-
quer e f uma aplica�c~ao de tipo twist quesatisfaz as hip�otesesa, b, c
da se�c~ao 1.3. Ent~ao f possui um conjunto invariante E no qual toda
�orbita �e minimizante e possui n�umero de rota�c~ao � . Tal conjunto E
possui uma das duas seguintes caracteriza�c~oes:

ou E �e uma curva rotacional invariante dada pelo gr�a�c o de
uma fun�c~ao Lipshitz � ! y = Y (� );

ou E �e um conjunto de Cantor invariante que est�a contido no
gr�a�c o de uma fun�c~ao Lipshitz � ! y = Y(� ). Neste caso E �e
chamadoum conjunto de Aubry-Mather.

2.4 �Orbitas minimais hetero cl��nicas

Nesta se�c~ao voltaremos a estudar �orbitas minimizantes com n�umero
de rota�c~ao racional. Na se�c~ao 2.1 foi provada a exist̂encia de �orbitas
minimizantes peri�odicas com n�umero de rota�c~ao racional � = m=n.
Considere o conjunto de todas essas�orbitas, para um dado par de
inteiros m e n > 0 primos entre si, e sejaPmn o conjunto de todas as
suascon�gura�c~oesminimais associadas. Pelo corol�ario 2 duas con�-
gura�c~oesde Pmn nunca secruzam. Issoimplica que,sew e z s~ao duas
con�gura�c~oesem Pmn e w0 < z0, ent~ao wk < zk para todo k 2 ZZ.
Neste casodiz-seque w �e menor que z, w < z.

De�ni� c~ao 10 (Con�gura� c~oes, ou �orbitas, vizinhas). Duas con-
�gur a�c~oes w e z de Pmn s~ao ditas vizinhas se n~ao existe nenhuma
outra x 2 Pmn tal quew < x < z. Duas �orbitas minimizantes de tipo
(m; n) de F s~ao ditas vizinhas se suas respectivas con�gur a�c~oes s~ao
vizinhas.
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Note que, se os gr�a�cos de todas as con�gura�c~oes de Pmn s~ao
representados simultaneamente, como ilustrado na �gura 2.10, ent~ao
w e z s~ao vizinhas seentre os gr�a�cos de w e z n~ao passaro gr�a�co
de nenhuma outra con�gura�c~ao de Pmn . A princ��pio, pode ocorrer

W
Z

Figura 2.10: Duas con�gura�c~oesvizinhas.

que haja um cont��nuo de �orbitas minimizantes (ou con�gura�c~oesmi-
nimais) de tip o (m,n) de modo que os gr�a�cos das con�gura�c~oesem
Pmn preenchemo plano. Nestecaso,queocorrepara a aplica�c~aostan-
dard com � = 0 (ver �gura 1.1), n~ao existem con�gura�c~oesvizinhas
em Pmn .

Dizemosque uma con�gura�c~ao x �e heterocl��nica entre duas con-
�gura�c~oesw e z se lim k !�1 jxk � wk j ! 0 e lim k !1 jxk � zk j ! 0.
Note que, sew, x e z s~ao todas con�gura�c~oesminimais e x �e hetero-
cl��nica entre w e z, ent~ao a �orbita associada a x �e heterocl��nica entre
as �orbitas associadas a w e z, no sentido de ser assint�otica �a �orbita
de w para k ! �1 e assint�otica �a �orbita de z para k ! 1 . Nosso
objetivo nesta se�c~ao �e provar o seguinte teorema.

Teorema 8. SeW e Z s~ao duas �orbitas peri�odicas minimizantes de
tipo (m; n) de F , ent~ao existe uma �orbita heterocl��nica minimizante
entre W e Z e uma outra entre Z e W .

Demonstra�c~ao. Sejam (wk )k2 ZZ e (zk )k2 ZZ as con�gura�c~oesminimais
associadasa W e Z , respectivamente. Iremos mostrar queexisteuma
con�gura�c~ao minimal, (xk )k2 ZZ , que �e heterocl��nica entre (wk )k2 ZZ e
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(zk )k2 ZZ . A prova da exist̂encia de uma outra, heterocl��nica entre
(zk )k2 ZZ e (wk )k2 ZZ , �e essencialmente a mesma. A prova ser�a feita
atrav�esda combina�c~aodediversosresultadosj�a apresentadosealguns
outros a seremapresentadosnestase�c~ao. O primeiro destesresultados
�e an�alogo ao teorema de Tonelli do c�alculo das varia�c~oes.

Prop osi�c~ao 7 (Exist ência de segmentos minimais). Dados um
par de inteir os a, b, e um par de n�umeros reais xa , xb, existe um
segmento minimal f xa ; xa+1 ; : : : ; xb� 1; xbg que \c onecta" xa a xb.

Demonstra�c~ao. Da de�ni�c~ao 1 de segmento minimal segueque, para
provar a proposi�c~ao, basta mostrar queexiste (xa+1 ; : : : ; xb� 1) 2 IRp ,
p = b� a � 1, que minimiza a fun�c~ao

(r1; : : : ; rp) ! h(xa ; r1) + h(r1; r2) : : : + h(rp; xb) def= Wab(r )

Da proposi�c~ao 3 decorrea desigualdade

Wab(r ) >
c
2

[(r1 � xa)2 + (r2 � r1)2 + : : : (xb � rp)2]

Se Wab(0) = A ent~ao existe R > 0, su�cientemente grande, tal que
o lado direito da desigualdadeacima �e maior do que A se jj r jj � R.
Logo a fun�c~ao Wab possuium ponto de min��mo global na bola jj r jj <
R. �

Sejama1 e b1 um par de inteiros positivos. A proposi�c~ao7 implica
que existe um segmento minimal � 1 que conecta os pontos w� na 1 e
znb1 . Dado outros dois inteiros a2 � a1 e b2 � b2, existe um outro
segmento minimal � 2 que conecta w� na 2 a znb2 , e assim sucessiva-
mente. Sejam x j , j = 1; 2; : : :, as seguintes con�gura�c~oes: x j

k = � j
k

se naj � k � nbj , x j
k = wk se k < � naj , e x j

k = zk se k > nbj

(ver �gura 2.11). A id�eia central na prova do teorema 8, �e mostrar
que a seqûencia de con�gura�c~oes(x j ) j > 0 possui uma subseqûencia,
que converge para a desejadacon�gura�c~ao heterocl��nica. Esse�e o
conte�udo do seguinte lema.

Lema 16. Existem duas seqûencias de inteir os (aj ) j > 0, e (bj ) j > 0,
tais quea seqûencia decon�gur a�c~oes(x j ) j > 0 possuiuma subseqûencia
que converge para uma con�gur a�c~ao minimal (xk )k2 ZZ . A con�gu-
ra�c~ao (xk )k2 ZZ : �e distinta de (wk )k2 ZZ e (zk )k2 ZZ ; seu gr�a�c o est�a
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X 1

X 2

x

k0-2n 2nn-n

config. Z

config.

config.

config.W

Figura 2.11: Id�eia da prova de exist̂encia de uma con�gura�c~ao hete-
rocl��nica.

contido entre os gr�a�c os de (wk )k2 ZZ e (zk )k2 ZZ ; satisfaza proprieda-
de xk � n + m � xk , para qualquerk 2 ZZ; e possui n�umero de rota�c~ao
m=n.

Demonstra�c~ao. Suponha que as seqûencias (aj ) j > 0 e (bj ) j > 0 sejam
escolhidas,a priori, como aj = bj = j , j = 1; 2; : : :. O lema 11,
se�c~ao 2.1, implica que o gr�a�co do segmento minimal � j n~ao intesec-
ta os gr�a�cos de (wk )k2 ZZ e (zk )k2 ZZ , para jkj < j � 1 e j = 1; 2; : : :.
Portanto, o gr�a�co de todas as con�gura�c~oesx j , j = 1; 2; : : :, est�a
contido entre os gr�a�cos de (wk )k2 ZZ e (zk )k2 ZZ , e do mesmo argu-
mento de compacidadeusado na prova do teorema 4, envolvendo o
m�etodo diagonal de Cantor, segueque existe uma subseqûencia de
con�gura�c~oes(x j i ) i> 0 queconvergea uma con�gura�c~ao(xk )k2 ZZ ,para
i ! 1 . Tal con�gura�c~ao possui,por constru�c~ao, n�umero de rota�c~ao
m=n. A con�gura�c~ao (xk )k2 ZZ �e minimal. O argumento para provar
isto �e o mesmousado na prova do teorema 4. Ou seja, se (xk )k2 ZZ

n~ao �e minimal, ent~ao ela possuium segmento n~ao minimal. Mas tal
segmento pode ser arbitrariamente bem aproximado por segmentos
minimais, e issoleva a uma contradi�c~ao (ver o argumento envolvendo
a equa�c~ao(2.7) na prova do teorema4). O problemacom estanatural
escolhade seqûenciade con�gura�c~oes(x j ) j > 0 �e provar que a a con�-
gura�c~ao limite obtida, (xk )k2 ZZ , n~ao coincide nem com (wk )k2 ZZ nem
(zk )k2 ZZ . Infelizmente, para demonstrar este fato precisamosmodi-
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�car (e complicar) a escolhada seqûencia de con�gura�c~oes(x j ) j > 0.
Neste ponto, deve-seenfatizar que a id�eia central na prova do teore-
ma 8 est�a contida nestepar�agrafo e na �gura 2.11. O leitor n~ao deve
seesquecerdissodurante, e ap�os, a leitura do particular e intrincado
racioc��nio que segueabaixo.

Seja � 1 o segmento minimal que liga w� a1 n a zb1 n , onde a1 =
b1 = 1. Se � 1

0 � (z0 + w0)=2 ent~ao de�na os segmentos A1 e B 1

como A1
k = � 1

k , k 2 [� a1n; b1n] e B 1
k = � 1

k � n + m, k 2 [� (a1 �
1)n; (b1 + 1)n]. Neste casode�na a2 = a1 e b2 = b1 + 1, ver �gura
2.12(para simpli�car, naspr�oximas �guras m �e sempreigual a zero).
Por outro lado, se � 0 < (z0 + w0)=2 ent~ao de�na os segmentos A1

0z w0+

x

k0-2n 2nn-n

A =x

2 B

config.    Z

config.    W

x2

1 1

1

Figura 2.12: Algoritmo para a constru�c~ao dos segmentos � j .

e B 1 como A1
k = � 1

k+ n � m, k 2 [� (a1 + 1)n; (b1 � 1)n] e B 1
k = � 1

k ,
k 2 [� a1n; b1n]. Neste casoa2 = a1 + 1 e b2 = b1, ver �gura 2.13.
Agora, seja � 2 o segmento minimal que liga w� a2 n a zb2 n . Note que:
A1

� n < (z0+ w0)=2� m, B 1
n > (z0+ w0)=2+ m eA1 eB 1 s~aominimais e

n~aosecruzam (conseqûenciado lema10). O lema 10 tamb�emimplica
que o gr�a�co do segmento � 2 esta abaixo do gr�a�co de A1 (� 2

k � A1
k )

e acima do gr�a�co de B 1 (� 2
k � B 1

k ), ver �guras 2.12 e 2.13. Se
isso n~ao ocorresseestessegmentos teriam que se cruzar duas vezes.
Disso decorre que � 2

� n < (z0 + w0)=2 � m e � 2
n > (z0 + w0)=2 + m.

Agora, repitamos o procedimento feito com � 1 para obter � 2. Se
� 2

0 � (z0 + w0)=2 ent~ao de�na os segmentos A2 e B 2 como A2
k = � 2

k ,
k 2 [� a2n; b2n] e B 2

k = � 1
k � n + m, k 2 [� (a2 � 1)n; (b2 + 1)n]. Neste

casode�na a3 = a2 e b3 = b2 + 1. Note que A2
� n < (z0 + w0)=2 � m
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0z w0+

x

k0-2n 2nn-n

2

B

xconfig.     Z

config.     W

A x=
1

1 1

2

Figura 2.13: Algoritmo para a constru�c~ao dos segmentos � j .

e B 2
n > D1(z0 + w0)=2 + m. Se � 2

0 < (z0 + w0)=2 ent~ao de�na os
segmentos A2 e B 2 como A2

k = � 1
k+ n � m, k 2 [� (a1 + 1)n; (b1 � 1)n]

e B 2
k = � 1

k , k 2 [� a1n; b1n]. Neste caso a3 = a2 + 1 e b3 = b2.
Agora, seja � 3 o segmento minimal que liga w� a3 n a zb3 n . Pode-se
repetir a constru�c~ao acima e obter a4, b4 e � 4, etc. Ao �nal obt�em-se
uma seqûenciain�nita de segmentos minimais (� j )[a j ;bj ], j = 1; 2; : : :,
tais que: � j

� n < (z0 + w0)=2 � m, � j
n > (z0 + w0)=2 + m, � j

� na j
=

w� na j e � j
nb j

= znb j , para todo j . Al �em disso, aj ! 1 e bj ! 1 ,
para j ! 1 . Destaspropriedadesas �unicas que n~ao s~ao facilmente
obtidas da constru�c~ao acima s~ao aj ! 1 e bj ! 1 , para j !
1 . Elas ser~ao provadas abaixo. Seja agora (x j ) j > 0 a seqûencia de
con�gura�c~oes de�nida por: x j

k = � j
k se aj � k � bj , x j

k = wk se
k < aj , e x j

k = zk se k > bj . A minimalidade de dos segmentos
� j e o lema 10 implicam que o gr�a�co de (� j

k )k2 [a j ;bj ] est�a acima do
gr�a�co do seu transladado (� j

k � n + m)k2 [a j ;bj ], pois estessegmentos
n~ao se cruzam. Logo vale x j

k � x j
k � n + m. Para a seqûencia de

con�gura�c~oes(x j ) j > 0 pode-serepetir o racioc��nio feito no primeiro
par�agrafo desta prova, e obter uma con�gura�c~ao minimal (xk )k2 ZZ ,
com n�umero de rota�c~ao m=n e tal que wk � xk � zk . Al �em disso,
por constru�c~ao x � n < (z0 + w0)=2 � m e xn > (z0 + w0)=2 + m
ou seja (xk )k2 ZZ n~ao coincide, nem com (wk )k2 ZZ , nem com (zk )k2 ZZ .
Finalmente, a propriedadex j

k � x j
k � n + m implica quea con�gura�c~ao

(xk )k2 ZZ satisfazxk � xk � n + m, k 2 ZZ.
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Para concluir a prova do lema�enecess�ario provar quevaleaj ! 1
e bj ! 1 , para j ! 1 . Da constru�c~ao dessasseqûenciassegueque
an � an +1 e bn � bn +1 . Contrariando a tese, suponha que uma das
seqûencias,por exemplo(bj ) j > 0, seja limitada. Nestecasoexiste um
valor J de j , tal que bj = bJ e aj +1 = aj + 1, para todo j > J .
Mais ainda, do lema 11 segueque, para todo j > J , o gr�a�co de
� j +1 est�a acima do gr�a�co de � j , uma vez que � j

bJ
= � j +1

bJ
, ver �gu-

ra 2.14. Isso implica que a seqûencia das con�gura�c~oes(x j
k )[�1 ;bJ ],

bJ

x

k

config.     Z

config.    W

Figura 2.14: Seqûenciade con�gura�c~oesconvergindo para (x k )�1 ;bJ .

covergir�a a uma con�gura�c~ao minimal (xk )[�1 ;bJ ]. Novamente, o le-
ma 10 implica que o gr�a�co de (� j

k )k2 [a j ;bJ ] est�a acima do gr�a�co do
seutransladado (� j

k � n + m)k2 [a j ;bJ ], pois estessegmentos n~ao secru-
zam. Disto decorrequea con�gura�c~ao limite satisfazxk � xk � n + m,
k 2 [�1 ; bJ ]. Para terminar a prova do lema precisamosda seguin-
te proposi�c~ao, onde �nalmen te ser�a usada a hip�otese que (wk )k2 ZZ

e (zk )k2 ZZ s~ao con�gura�c~oesvizinhas. Tal proposi�c~ao ser�a tamb�em
usadana �naliza�c~ao da prova do teorema 8.

Prop osi�c~ao 8. As con�gur a�c~oes (xk )k2 ZZ e (xk )[�1 ;bJ ], dadas na
prova do lema 16, seexistirem, satisfazemas seguintesdesigualdades:
xk < xk � n + m, k 2 ZZ e xk < xk � n + m, k 2 [�1 ; bJ ]. Al�em
disso, existem inteir os a, b e c tais que valem os seguintes limites:
lim k !�1 xk � wk+ a = 0, lim k !1 xk � zk+ b = 0 e lim k !�1 xk �
wk+ c = 0.
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Demonstra�c~ao. Vamos provar apenasque xk < xk � n + m, k 2 ZZ, e
lim k !�1 xk � wk+ a = 0. As outras a�rma�c~oess~ao provadasusando-
se os mesmosargumentos. Da prova do lema 16 segueque xk �
xk � n + m. Suponha que exista k tal que xk = xk � n + m. Uma vez
que (xk )k2 ZZ �e uma con�gura�c~ao minimal, issoimplica que (xk )k2 ZZ �e
uma con�gura�c~ao tip o (m; n). Como o gr�a�co de (xk )k2 ZZ est�a entre
osgr�a�cos de (wk )k2 ZZ e (zk )k2 ZZ , e n~ao coincidecom nenhum desses,
obt�em-seque (wk )k2 ZZ e (zk )k2 ZZ n~ao s~ao con�gura�c~oesvizinhas, o
que �e imposs��vel. Logo vale xk < xk � n + m, k 2 ZZ. Considere
agora a seqûencia de con�gura�c~oes ~x j

k = xk � j n + j m, k 2 ZZ e j =
1; 2; : : :. Note que, para todo j > 0, o gr�a�co de ~x j est�a acima
do gr�a�co de ~x j +1 , que est�a acima do gr�a�co de (wk )k2 ZZ , e vale
~x j

0 > ~x j +1
0 = ~x j

� n + m > w0. Isso,comoantes, implica quea seqûencia
de con�gura�c~oesminimais (~x j ) j > 0 converge para uma con�gura�c~ao
minimal (x̂k )k2 ZZ , quesatisfazx̂ � n + m = x̂0 � w0. Ou seja,(x̂k )k2 ZZ

�e uma con�gura�c~aominimal peri�odica do tip o (m; n), cujo g�a�co est�a
entre osgr�a�cos de(wk )k2 ZZ e(zk )k2 ZZ , podendocoincidir apenascom
(wk )k2 ZZ , pois a seqûencia (~x j ) j > 0 �e decrescente. Como (wk )k2 ZZ e
(zk )k2 ZZ s~ao con�gura�c~oesvizinhas, (x̂k )k2 ZZ tem que coincidir com
(wk )k2 ZZ . Isso implica o limite enunciado na proposi�c~ao. �

Voltemosa prova do lema 16. Seja ~xk = xk � n + m, k 2 [�1 ; bJ +
n]. A proposi�c~ao 8 implica que as con�gura�c~oes (xk )[�1 ;bJ ] e
(~xk )[�1 ;bJ + n ] satisfazem: xk > xk � n + m = ~xk , k 2 [�1 ; bJ ],
lim k !�1 xk � wk+ c = 0 e lim k !�1 ~xk � wk+ c = 0. Considereagora
a con�gura�c~ao (x̂k )[�1 ;bJ + n ], dada pela colagemde (xk )[�1 ;bJ ] com
um per��odo da con�gura�c~ao (zk )k2 ZZ , ou seja, x̂k = xk , para k � bJ e
x̂k = zk para bJ < k � bJ + n, ver �gura 2.15. Abaixo ser�a mostrado
que a con�gura�c~ao (x̂k )[�1 ;bJ + n ] �e minimal. Mas isto �e imposs��vel,
pois (x̂k )[�1 ;bJ + n ] possuium segmento que coincide com (zk )k2 ZZ , e
como ambas s~ao minimais deveriam coincidir, pois geram a mesma
�orbita da aplica�c~ao F . Issopor sua vezmostra que (bj ) j > 0 n~ao pode
�car limitada quando j ! 1 .

Portanto, para concluir a prova do lema basta mostrar que se
a con�gura�c~ao (x̂k )[�1 ;bJ + n ] existe ela �e minimal. Para simpli�car
a nota�c~ao, fa�camosuma transla�c~ao nas con�gura�c~oesenvolvidas de
modo que k = bJ seja levado em k = 0. Seja a < 0 um inteiro
qualquer e considere as fun�c~oes (� ! Ŵa(� ) e � ! ~Wa (� ), � =
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x~

x

1 periodo de w

1periodo de z

x

k
0a

Figura 2.15: Constru�c~ao usadapara mostrar que (xk )�1 ;0 n~ao pode
existir.

� a+1 ; : : : ; � � 1), dadaspor:

Ŵa (� ) = h(x̂a ; � a+1 ) + h(� a+1 ; � a+2 ) + : : : h(� � 1; z0)
~Wa (� ) = h(~xa ; � a+1 ) + h(� a+1 ; � a+2 ) + : : : h(� � 1; z0)

Note que para qualquer � dado:

jŴa (� )� ~Wa (� )j = jh(x̂a ; � a+1 )� h(~xa ; � a+1 )j ! 0; para a ! �1 ;
(2.9)

uma vez que lima!�1 jx̂a � ~xa j = 0, ver �gura 2.15. Note tamb�em
que (ver �gura 2.15):

jŴa (x̂) � ~Wa (~x)j = jh(z� n ; z� n +1 ) + : : : + h(z� 1; z0)

� h(~xa ; ~xa+1 ) + : : : � h(~xa+ n � 1; ~xa+ n )

! 0 para a ! �1 ; (2.10)

pois, lim k !�1 ~xk � wk+ c = 0 implica que, para a ! 1 , vale

h(~xa ; ~xa+1 ) + : : : + h(~xa+ n � 1; ~xa+ n ) !

h(wa+ c; wa+ c+1 ) + : : : + h(wa+ c+ n � 1; wa+ c+ n )

e

h(wa+ c; wa+ c+1 ) + : : : + h(wa+ c+ n � 1; wa+ c+ n ) =

h(z� n ; z� n +1 ) + : : : + h(z� 1; z0)
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poisambascon�gura�c~oesperi�odicasminimizam globalmente a mesma
fun�c~ao Wmn , de�nida na se�c~ao 2.1. Agora suponha, ao contr�ario do
que queremosprovar, que (x̂k )�1 ;0 n~ao �e minimal. Ent~ao existem
inteiros negativos p e q, um � > 0, e uma varia�c~ao � de (x̂k )[�1 ;0] ,
dada por, f : : : x̂p; � p+1 ; : : : � q� 1; x̂q; : : : x̂0g, tal que para todo a < q
vale Ŵ (� ) < Ŵa(x̂) � � , onde � independede a. Dessadesigualdadee
da minimalidade de ~x segueque (na desigualdadeabaixo \ � " denota
as devidas restri�c~oesda con�gura�c~ao � ):

Ŵa(� ) � ~Wa(� ) < Ŵa(x̂) � � � ~Wa(� ) < Ŵa (x̂) � ~Wa (~x) � �

Tomando o limite a ! �1 dos dois lados desta desigualdade, e
usandooslimites (2.9) e (2.10), obt�em-sea contradi�c~ao desejada.Ou
seja, sea con�gura�c~ao (x̂k )[�1 ;0] existe ela �e minimal. �

Finalmente, o teorema8 �e uma conseqûenciaimediata do lema 16
e da proposi�c~ao 8. �

2.5 A F�orm ula de MacKa y-Meiss

A classi�ca�c~ao dos pontos peri�odicos (hiperb�olico, el��ptico ou pa-
rab�olico) deuma aplica�c~aoquepreserva �areadependeapenasdo tra�co
da derivada. Isto ocorre porque o determinante da derivada �e igual
a 1.

Nestase�c~ao,apresentamosuma f�ormula, devida a Mackay eMeiss,
que relaciona o tra�co da derivada da aplica�c~ao de twist num ponto
peri�odico com o determinante hessianoda fun�c~ao geratriz ao longo
da con�gura�c~ao associada �a �orbita.

Suponha que uma aplica�c~ao do tip o twist F que preserva �area
tenha fun�c~ao geratriz h(x; x0):

Sabemosqueuma seqûencia (x i ) i 2 ZZ est�a associadaa uma �orbita
F (x i ; yi ) = (x i +1 ; yi +1 ) se e somente se yi = � @1h(x i ; x i +1 ) =
@2h(x i � 1; x i ):

Ou seja, a seqûencia (x i ) i 2 ZZ �e um ponto cr��tico do funcional
W (x) = � i 2 ZZh(x i ; x i +1 ) : ou @1h(x i ; x i +1 ) + @2h(x i � 1; x i ) = 0:

Escrevendo zi = (x i ; yi ) e
�

ui

vi

�
2 Tz i (C); espa�co tangente de

C em zi ,
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dF(zi )
�

ui

vi

�
=

�
ui +1

vi +1

�
ent~ao

vi = � @11h(x i ; x i +1 )ui � @12h(x i ; x i +1 )ui +1 e

vi = @21h(x i � 1; x i )ui � 1 + @22h(x i � 1; x i ):ui

Isto signi�ca que a seqûencia de vetores
�

ui

vi

�
�e um campo

de vetoresao longo de uma �orbita de F ent~ao satisfaz �a equa�c~ao de
Jacobi:

@22 h(x i � 1 ; x i )+ @11h(x i ; x i +1 )]ui + @21 h(x i � 1 ; x i )ui � 1+ @22h(x i ; x i +1 )ui +1 = 0

Em particular se (zi ) �e uma �orbita peri�odica, de per��do q ent~ao
F q(zi ) = zi + (p;0); ou seja, existe um inteiro p tal que x i + q =
x i + p, 8i 2 ZZ; e a equa�c~ao de Jacobi acima nos permite relacionar
a natureza de ponto cr��tico (x) com o tip o de �orbita peri�odica.

Teorema 9. (MacKa y-Meiss )

tr dF q(z0) � 2 =
(� 1)q Hess W (x)

� @12h(x i ; x i +1 )
:

Como det dF q(z0) = 1 ent~aoa classi�ca�c~aodas�orbitas peri�odicas
(hiperb�olica, el��ptica ou parab�olica) dependeapenasdo sinal de
jtr dF q(z0)j � 2; pois a condi�c~ao de twist nos garante que
@12h(x i ; x i +1 ) < 0 e o sinal do produto no denominador �e igual a
(� 1)q:

Corol �ario 4. Se Hess W (x) > 0 ent~ao (z0; � � � ; zq� 1) �e uma
�orbita peri�odica el��ptica ou hiperb�olica .

Se HessW (x) < 0 ent~ao (z0; � � � ; zq� 1) �e hiperb�olica

Se Hess W (x) = 0 ent~ao (z0; � � � ; zq� 1) �e parab�olica

Demonstra�c~ao. Se � �e um autovalor de dF q(z0) e
�

u0

v0

�
�e o

autovetor associado ent~ao dF q(z0)
�

u0

v0

�
= �

�
u0

v0

�
:
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Usando a regra da cadeiae a periodicidade da �orbita (zi ; � � � ; zq)

temos dF q(zi )
�

ui

vi

�
= �

�
ui

vi

�
onde

�
ui +1

vi +1

�
= d F (zi )

�
ui

vi

�
:

Isto signi�ca que �u i = ui + q:
Substituindo esta igualdade na equa�c~ao de Jacobi para i = 1 e

i = q respectivamente, obtemos:

@21 h(x 0 ; x 1 ) � � 1 uq + [@11 h(x 1 ; x 2 ) + @22 h(x 0 ; x 1 )] u1 + @12 h(x 1 ; x 2 )u2 = 0

@21 h(x q ; x q+1 ) �u 1 + [@11 h(x q ; x q+1 ) + @22 h(x q� 1 ; x q )] uq + @12 h(x q� 1 ; x q )uq� 1 = 0

Escrevendona forma matricial M (� ):u = 0 com

0

B
@

ui
...

uq

1

C
A e a matriz

M (� ) tem as seguintes entradas M ij :
M 11 = @11h(x1; x2) + @22h(x0; x1),
M 12 = @12h(x1; x2) e M 1q = @21h(x0; x1)� � 1

Para i = 2; :::q � 1:
M i i � 1 = @21h(x i � 1; x i ) e M i i +1 = @12h(x i ; x i +1 )
M ii = @11h(x i ; x i +1 ) + @22h(x i � 1; x i )
M q1 = �@12h(xq; xq+1 ) e M q q� 1 = @12h(xq� 1; xq)
M qq@11h(xq1 ; xq+1 ) + @22h(xq� 1; xq) e as demaisposi�c~oess~ao to-

das nulas.
Portanto, � �eum autovalor de dF q(z1) seesomente sedetM (� ) =

0:
Se D(� ) = detM (� ); ent~ao

D (� ) = D (1)+( � � 1)( � 1) q� 1 � q
i =1 @12 h(x i ; x i +1 )+( � � 1 � 1)( � 1) q� 1 � q

i =1 @12 h(x i ; x i � 1 )

Portanto D(� ) = 0 sesomente se

D(1) = (� 1)q(� + � � 1 � 2)� q
i =1 @12h(x i ; x i +1 ):

Lembrando que � � 1 tamb�em autovalor de dF q(Z1); se � o for,
podemosescrever

tr (dF q(z1)) � 2 =
(� 1)qD(1)

� q
i =1 @12h(x i ; x i +1 )

Pela condi�c~ao de twist o denominador n~ao se anula, em particular
com as nossaship�otesestemos @12h < 0: Obviamente zi �e ponto
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peri�odico simples (� 6= 1) se e somente se D(1) 6= 0: Escrevendo
W (x1; � � � xq) = h(x1; x2) + � � � + h(xq; x1+ p) (lembre-seque xq+1 =
x1 + p) de modo que

grad W (x1; � � � ; xq) =

(@1h(x1 ; x2) + @2h(xq ; x1 + p); :::; @2h(xq� 1 ; xq) + @1h(xq ; x1 + p))

e calculandoa derivada segundaconclui-sequed2W (x1; x2; :::; xq) =
M (1):

Portanto det M (1) = det d2W (x1; � � � ; xq) = HessW (x1; � � � ; xq)
para uma seqûenciaque�eo ponto cr��tico deW e, quesatisfaz (x i + q =
x i + p):

Com isto �ca provada a f�ormula. �

De acordo com o corol�ario 4, a f�ormula de Mackay e Meiss nos
ajuda a classi�car os pontos peri�odicos de aplica�c~oesdo tip o twist
que preservam �area usandoa fun�c~ao geratriz.

Por exemplo, sea con�gura�c~ao �e um ponto de m��nimo n~ao dege-
nerado ent~ao a �orbita peri�odica O(p) correspondente �e hiperb�olica e
o Teoremade Hartman e Grobman [24] nos garante que existe uma
vizinhan�ca U do ponto p tal que f n jU �e topologicamente conjugada
�a sua parte linear D f n (p):

Por outro lado, sea �orbita peri�odica for el��ptica, ou sejaseos au-
tovalores� e � � 1 s~aocomplexoscomj � j= 1; a derivada, cuja matriz
�esemelhante a uma rota�c~ao, �e insu�ciente para dar informa�c~oessobre
a dinâmica local em torno do ponto peri�odico.

Para tratar desta quest~ao, o primeiro passo�e dado pela Forma
Normal de Birkho�, cuja conseqûencia fundamental �e dar condi�c~oes
su�cientes para que a aplica�c~ao restrita a uma vizinhan�ca de um
ponto �xo el��ptico seja do tip o twist. Este �e um dos exemplosmais
importantes de aplica�c~oesdo tip o twist que preservam �area.

2.6 M �eto dos top ol�ogicos

2.6.1 �Orbitas peri�odicas

Nesta subse�c~ao demonstraremosa exist̂encia de �orbitas peri�odicas
para as aplica�c~oesdo tip o twist de uma maneira construtiva, atrav�es
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da an�alise da intersec�c~ao de certos conjuntos e de suaspropriedades.
Suporemosapenasque f : A ! A ou f : C ! C satisfaz, al�em da
propriedadede twist, a seguinte propriedadede intersec�c~aode curvas:

PIC : Dada qualquer curva fechada simples 
 � int (A) ou 
 � C;
cujo complementar n~ao contenha um disco (intuitiv amente, 

circunda o anel ou cilindro), ent~ao f (
 ) \ 
 6= ; : �E claro que se
f preserva �area no anel ou �e exata no cilindro, ent~ao f satisfaz
PIC.

No que se segue,denotaremoso anel A ou o cilindro C por M
e um levantamento F de f est�a �xado. No casodo anel, como f �e
um homeomor�smo que �xa ascomponentes do bordo de A, em cada
componente do bordo f age como um homeomor�smo do c��rculo.
Assim podemosassociar um n�umero de rota�c~ao a cada uma destas
componentes. Denotando ascomponentes do bordo de A por @a e @b;
vamossupor que

� a = � (f restrita a @a) < � (f restrita a @b) = � b:

Se f preservar �area, ent~ao �e poss��vel mostrar que a desigualdade
abaixo �e conseqûenciadissomais a propriedade de twist, ver cap. 3,
corol�ario 6.

Vamosagora consideraro seguinte conjunto

K (p;q) = f (x; y) 2 M : (F q)1(ex; ey) = ex + pg; (2.11)

onde (ex; ey) 2 IR2 �e um levantamento qualquer de (x; y): Ent~ao vale a
seguinte:

Prop osi�c~ao 9. Para todo racional � a < p=q < � b (se M for o
cilindr o, vale para todo racional), K (p;q) cont�em um compacto co-
nexo C(p;q), cujo complementar possui pelo menos 2 componentes
conexas,uma contendo o �m inferior de M e outra contendo o �m
superior.

Demonstra�c~ao. Para q = 1, a prova �e imediata a partir da condi�c~ao
de twist, pois para cada x 2 S1; existe um �unico ponto de K (K �e
conexoe �e gr�a�co sobreS1):
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Se q > 1; K pode n~ao ser mais um conjunto conexo, assim �e
preciso procurar um compacto conexo, contido em K ; que separe
M como no enunciado da proposi�c~ao. Primeiramente, de�namos o
seguinte conjunto aberto:

O1 = f (x; y) 2 M : (F q)1(ex; ey) < ex + pg;

onde (ex; ey) 2 IR2 �e um levantamento qualquer de (x; y):
Se M for o cilindro, vamos observar que para qualquer ex 2 IR

�xado, temos o seguinte:

lim
t !�1

(F q)2(ex; t) = lim
t !�1

(F q)1(ex; t) = �1 (2.12)

Onde (2.12) �e conseqûenciada condi�c~ao de twist e do fato de que
as nossaship�otesesimplicam

lim
t !�1

F2(ex; t) = �1 :

Assim, existe Const > 0 su�cientemente grande, tal que :

O1 � S1� ] � 1 ; � Const[ e O1 \ S1� ]Const; + 1 [= ;

No casode M sero anel �e f�acil ver queO1 cont�emuma vizinhan�ca
do @a e O1 n~ao intersecta @b:

Agora, seja O2 a componente conexade O1; que cont�em
S1� ] � 1 ; � Const[; ou no caso do anel, a que cont�em @a : E, seja
O3 a componente conexade M nO2; que cont�em o �m superior de M :
Ent~ao�eclaro que@(O3) �eum compactoconexoC, comono enunciado
da proposi�c~ao. Al �em disso, da de�ni�c~ao de O1 temos que para todo
z pertencente �a fronteira de O3:

(F q)1(ez) = (ez)1 + p ) C � K (p;q):
�

Vamosagora lembrar a seguinte:

Prop osi�c~ao 10. Se z 2 f (C(p;q)) \ C(p;q) ) z �e ponto (p;q) pe-
ri�odico para f
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Demonstra�c~ao. Para cada ez 2 IR2; seja Vez a reta vertical por ez:
Como F �e do tip o twist, F (VF � 1 ( ez) ) \ Vez = ez: Agora suponha que
z 2 f (C(p;q)) \ C(p;q) :

F q(ez) = F (VF q� 1 ( ez) ) \ VF q ( ez) =
= F (VF � 1 ( ez)+( p;0) ) \ Vez+( p;0) = F (VF � 1 ( ez+( p;0)) ) \ Vez+( p;0) =
= ez + (p;0)

Assim, z �e ponto (p;q) peri�odico para f .
�

Finalmente estamosprontos para mostrar a exist̂encia de �orbitas
peri�odicascom todos os n�umerosde rota�c~ao poss��veis:

Teorema 10. Dado um racional � a < p=q< � b (se M for o cilindr o,
p=q �e qualquer), f possui ao menosuma �orbita q-peri�odica com esse
n�umero de rota�c~ao.

Demonstra�c~ao. Pela proposi�c~ao 10, �e su�ciente mostrar que

f (C(p;q)) \ C(p;q) 6= ; :

Assim, por absurdo,vamossupor que tal intersec�c~ao�e vazia. Nes-
te caso,comoC(p;q) �eo bordo de um aberto homeomorfoa M ; existe
uma curva fechada simples 
 � M ; que circunda M ; tal que C(p;q)
pertencea uma componente conexade 
 c e f (C(p;q)) pertencea ou-
tra. Mas issoimplica que f (
 ) \ 
 = ; ; o que contradiz a hip�otesede
intersec�c~ao de curvas.

�
Tudo o que foi feito anteriormente pode ser encontrado em [43] e

[47].
O teoremaacima n~ao nosd�a certaspropriedadesimportantes que

as �orbitas peri�odicas das aplica�c~oesdo tip o twist muitas vezestem.
Lembremosa de�ni�c~ao de �orbita bem ordenada(ver sec. 2.2):

De�ni� c~ao: Dizemosqueuma �orbita q-peri�odicaf z; f (z); :::; f q� 1(z)g
de uma aplica�c~ao do tip o twist f �e do tip o Birkho�, ou bem
ordenadase:

- para ez = (ex; ey); ez
0

= (ex0; ey0) 2 � � 1(f z; f (z); :::; f q� 1(z)g) com
ex < ex0, ent~ao F1(ez) < F1(ez0); onde � : fM ! M �e a aplica�c~ao
de recobrimento e fM �e o recobrimento universal de M .
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Finalmente citaremos, semdemonstra�c~ao, o seguinte teorema de-
vido a G. R. Hall [42]. Este teorema diz que se uma aplica�c~ao do
tip o twist tem uma �orbita peri�odica com um determinado n�umero de
rota�c~ao, ent~ao ela tem uma �orbita bem ordenada com essen�umero
de rota�c~ao.

Teorema 11. (Hal l) Dada uma aplica�c~ao do tipo twist f : M ! M
e um racional p=q; se f possui ao menosuma �orbita q-peri�odica com
n�umero de rota�c~ao p=q, ent~ao f possui uma �orbita peri�odica do tipo
Birkho� com essen�umero de rota�c~ao.

Para uma demonstra�c~ao quaseelementar desseresultado, ver [9].
Finalmente, se f satisfaz a propriedade de intersec�c~ao PIC acima
citada, ela tem, pelosteoremas10 e 11, �orbitas peri�odicasbem orde-
nadas com todos os n�umeros de rota�c~ao poss��veis. Agora aplicando
osm�etodosde aproxima�c~ao vistos anteriormente, sec. 2.2, obtemosa
exist̂encia dos conjuntos de Aubry-Mather com n�umeros de rota�c~ao
irracionais.

2.6.2 Teorema de Poincar �e-Birkho�

O teorema de Poincar�e-Birkho�, ou " �ultimo teorema geom�etrico de
Poincar�e" �e um resultado muito importante, n~ao s�o porque foi moti-
vado por aplica�c~oesmecânicas(problema restrito dos 3 corpos), mas
tamb�em porque deu��nicio a uma importante �areade pesquisadentro
dos sistemas dinâmicos. Basicamente, ele consiste numa generali-
za�c~ao do teorema 10 sem a hip�otese de twist. Vamos ent~ao a um
enunciado.

Suponha que h : S1 � [0; 1] ! S1 � [0; 1] seja um homeomor-
�smo que preserva �area, homot�opico a identidade, isto �e, se eh :
IR� [0; 1]! IR � [0; 1] �e um levantamento de h; ent~ao eh(ez + (1; 0)) =
eh(ez) + (1; 0) para todo ez 2 IR� [0; 1] e h(S1 � f i g) = S1 � f i g, para
i = 0; 1. Do fato de h ser um homeomor�smo, segueque h jS1 �f i g �e
um homeomor�smo do c��rculo, para i = 0; 1: No que seseguevamos
supor queosn�umerosde rota�c~ao desseshomeosdo c��rculo satisfazem
a seguinte condi�c~ao:

� (h jS1 �f 0g) < 0 < � (h jS1 �f 1g)
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O teorema que ser�a demonstradonessase�c~ao nos diz que, dadas
as hip�otesesacima, ent~ao h tem pelo menos1 ponto �xo. Na verda-
de �e poss��vel provar a exist̂encia de pelo menos2 pontos �xos, mas
isson~ao ser�a feito aqui. Existem diversasvers~oesdesseteorema,des-
de "corre�c~oes" das primeiras demonstra�c~oesfeitas por Poincar�e, at�e
provas modernas,que d~ao mais informa�c~ao sobreas �orbitas.

Uma tendência muito importante que se iniciou com o trabalho
de Kerekjarto foi a liga�c~ao entre essateoria e o estudo dos chamados
homeomor�smosde Brouwer, que s~ao homeomor�smos do plano que
preservam orienta�c~ao, sempontos �xos, ver [40], [37], [65] e [32] por
exemplo.

Podemos citar como refer̂encias b�asicas as seguintes: Poincar�e
[62] e os trabalhos de Birkho� [15] e [17], no primeiro provando a
exist̂encia de apenas um ponto �xo e no segundocom uma prova
mais topol�ogica, garantindo os 2.

Para mais algumasvers~oesinteressantes do teorema de Poincar�e-
Birkho�, ver por exemplo [20], [21], [8], [31] e [43].

A demonstra�c~ao apresentada aqui �e a que apareceem [15].

Demonstra�c~ao. A prova ser�a feita por absurdo. Assim, vamossupor
que existe h satisfazendoaship�otesesacima, sempontos �xos. Nesse
caso,como A = S1 � [0; 1] �e compacto, existe � > 0 tal que

dist ância(h(z); z) > � ; para todo z 2 A:

Sejaeh : IR� [0; 1]! IR � [0; 1] um levantamento de h: �E �obvio que
podemosestendereh ao plano todo da seguinte maneira:

dado ez = (ex; ey) =2 IR� [0; 1]; de�nimos

ehext (ez) =

8
<

:

eh(ex; 1) + (0; ey � 1); se ey > 1
e

eh(ex; 0) + (0; ey); se ey < 0

�E claro que ehext �e um homeomor�smo do plano, sempontos �xos
tal que dist ância(ehext (ez); ez) > � para todo ez 2 IR2: Vamos agora
chamar ehext simplesmente deeh econsideremosa seguinte perturba�c~ao
de eh: Para 0 < � < � ; sejaeh� (ez) = eh(ez) + (0; � ):
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Da escolhade � > 0; �eclaro queeh� n~ao tem pontos �xos. Mais ain-
da, como eh(IR�f 0g) = IR�f 0g; temos que eh� (IR�f 0g) = IR�f � g: Co-
mo eh� preserva �areana faixa IR� [0; 1] eeh� (IR� [0; � [)\ IR� [0; � [= ; , te-
mosque para algum inteiro n > 0, ehn

� (IR� [0; � [)\ IR�f 1g 6= ; : Assim,
existe k > 1 tal que ehk

� (ez0) = ezk ; com ez0 2 IR�f 0g e ezk 2 IR�f 1g:
Vamos agora considerar o segmento de reta r 0 de extremos ez0 e

ez1 = eh� (ez0): �E claro que r 0 � IR� [0; � ] e r 0 [ eh� (r0) [ ::: [ ehk � 1
� (r0) �e

um arco simplescont��nuo � � que come�ca em ez0 2 IR�f 0g e termina
em ezk 2 IR�f 1g:

Agora �e necess�ario apresentar a seguinte de�ni�c~ao:

De�ni� c~ao (Ind ��ce de uma curv a): Dada uma curva simples 
 :
[0; 1] ! IR2 de�nimos o seu��ndice com rela�c~ao a um homeo-
mor�smo eh da seguinte forma; seja H : [0; 1] ! S1 dada por

H (t) =
eh(
 (t)) � 
 (t)





 eh(
 (t)) � 
 (t)








; para t 2 [0; 1]:

Vamos agora tomar um levantamento de H; denominado eH :
[0; 1] ! IR. Ent~ao o ��ndice �e de�nido como ind (
 jeh ) = eH (1) �
eH (0): �E claro que o ��ndice n~ao depende da particular escolha
do levantamento, pois 2 levantamentos distintos diferem por um
inteiro.

�E f�acil ver que eh� (� � ) � � � [ ehk
� (r0): Assim, para � ! 0; o ��ndice

da correspondente � � orientada com in��cio em ez0 e �m em ezk satisfaz
ind (� � jeh �

) ! � 1=2:

Sejaagora � um arco simples, tal que
�
� � IR� ]0; 1[ e um extremo

de � pertence a IR�f 0g e o outro pertence a IR�f 1g: Tomando um
transladado de � � podemos supor que � � \ � = ; : Seja agora 
 a
curva fechadasimplesformada por � ; � � edois segmentos horizontais,
� 0 � IR�f 0g e � 1 � IR�f 1g: Como eh� n~ao possuipontos �xos,
ind (
 jeh �

) = 0: Como eh� (ez+ (1; 0)) = eh� (ez)+ (1; 0) para todo ez 2 IR2;
obtemosque o ind (� jeh �

) ! � 1=2; quando � ! 0 e � �e percorrida de
baixo para cima, isto �e, de IR�f 0g at�e IR�f 1g:

Assim, ind (� " jeh ) = � 1=2: Sejaagora� = eh(� ): Fazendoa an�alise
anterior utilizando eh� 1 ao inv�esde eh e � ao inv�esde � obtemosque
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ind (� " jeh � 1 ) = 1=2. Mas isto contradiz a seguinte propriedade sobre
��ndices,de f�acil veri�ca�c~ao:

ind (� " jeh ) = ind (eh(� )" jeh � 1 )

O que garante a exist̂encia de pelo menosum ponto �xo para eh:
�
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Cap��tulo 3

Curv as In varian tes

Este Cap��tulo trata da no�c~ao de curva rotacional invariante por uma
aplica�c~ao do tip o twist e de suaspropriedades.

De�ni� c~ao 11. Dizemos que � �e uma curva rotacional invariante
por uma aplica�c~ao do tipo twist f se � �e a imagem de uma cur-
va parametrizada cont��nua, fechadae simples (sem auto-interse�c~ao),
homotopicamente n~ao trivial, tal que f (�) = � .

Por exemplo, o cilindro est�a completamente folheado por cur-
vas rotacionais invariantes pela aplica�c~ao que no recobrimento, se
escreve:F (x; y) = (x+ y; y) erestrita a cadauma dascurvas(y=const.)
temos uma rota�c~ao.

Vale portanto, perguntar se aplica�c~oessu�cientemente pr�oximas
a f possuemcurvas rotacionais invariantes. Birkho� [18] provou �e
poss��vel destruir as curvas invariantes rotacionais com n�umero de
rota�c~ao racional.

A exist̂enciade curvas rotacionais invariantes com n�umero de ro-
ta�c~ao irracional �e parte dos resultados obtidos por Kolmogorov, Ar-

99
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nold e Moser, num contexto m-dimensional, que fornecemcondi�c~oes
su�cientes para a exist̂encia de toros invariantes ( Teoria KAM).

O casobidimensional �e particularmente interessante, pois o com-
plementar de uma curva rotacional invariante tem duascomponentes
conexashomeomorfasao cilindro ques~ao invariantes por f e, portan-
to, as �orbitas �cam con�nadas �a essasregi~oes.

Em particular, seexistem curvas invariantes contidas em todasas
vizinhan�casde um ponto �xo el��ptico, ent~ao esteponto �e est�avel.

De fato, este exemplo �e uma das motiva�c~oes hist�oricas para a
investiga�c~ao da exist̂encia de curvas invariantes, conforme pode ser
visto no livro de Moser, Stable and Random Motions in Dynamical
Systems[60].

De acordo com Moser, esta motiva�c~ao vem da Mecânica Celeste
e trata do problema da estabilidade do sistema solar. Este proble-
ma fundamental dos sistemasdinâmicosenvolveu matem�aticos como
Laplace, Lagrange, Poisson, Weierstrass, Poincar�e, Birkho�, entre
outros e tema de intensa pesquisaat�e hoje.

3.1 O Teorema da Curv a In varian te de
Birkho�

Iniciaremoscoma prova do Teoremada Curva Invariante de Birkho�,
cuja conseqûenciamais importante �e que toda curva rotacional inva-
riante projeta-se injetiv amente sobreS1 e portanto, �e um gr�a�co.

As refer̂enciasque usamosaqui s~ao [29] e [38]

Teorema 12. Seja f : S1 � IR ! S1 � IR uma aplica�c~ao do tipo twist
que preserva �area. Suponha que U � S1 � IR seja um subconjunto
aberto tal que

(i) U �e homeomorfo ao cilindr o S1 � IR
(ii) U �e invariante por f
(iii) existem n�umeros a < b tais que
S1 � (�1 ; a] � U � S1 � [b;1 )
(iv) int ( �U) = U
Ent~ao @U, a fronteira de U, �e o gr�a�c o de uma fun�c~ao Lipschitz

g : S1 ! IR
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Corol �ario 5. Se 
 �e uma curva invariante rotacional, isto �e, n~ao
homotopicamentetrivial, por uma aplica�c~ao do tipo twist quepreserva
�area ent~ao 
 �e o gr�a�c o de uma fun�c~ao de Lipschitz.

Demonstra�c~ao. (do teorema 12) Observemosinicialmente que:
(a) U e �U s~ao conexos
(b) O complementar Uc = S1 � IR � U �e conexo
(c) @U �e conexo(para a prova dissoveja Newman [61]) e seuma

curva simples fechada (de Jordan) contida em U limita uma regi~ao
simplesmente conexa,ent~aon~aoh�a pontos de@U no interior da curva.

Provaremosinicialmente quea restri�c~ao da proje�c~aocanônica � 1 :
S1 � IR ! S1 ao subconjunto @U �e injetiv a ( pois j�a �e sobrejetiva).

Em seguida provamos que a fun�c~ao g(� ) = supf y 2 IRjf � g �
(�1 ; y] � Ug �e uma fun�c~ao de Lipschitz.

Vamostrabalhar no recobrimento universal � : IR2 ! S1 � IR do
cilindro e �xar um levantamento F : IR2 ! IR2 de f .

Considereo subconjunto U1 = � � 1(U), aberto conexoe simples-
mente conexo,invariante por F e invariante por transla�c~oeshorizon-
tais (T(x; y) = (x; y) + (1; 0).

Seja V = f (x; y)j(x; y1) 2 U1; 8y1 2 [a; � y]g subconjunto de
pontos de U1 acess��veis por semi-retasverticais.

Ent~ao V �e um aberto em IR2 conexopor caminhos. Provaremos
que U1 = V usandouma sequenciade lemas.

Lema 17. Sejam I = [x1; x2] um intervalo e y 2 IR tais que (x1; y)
e (x2; y) pertencem a V e I � f yg � U1 , ent~ao I � [a; y] � U1.

Demonstra�c~ao. SeD i (x; y) denotaa semi-retavertical f xg� (�1 ; y).
Considerea curva � � U1 simplese fechada, formada por I � f ag [
I � f yg e por segmentos verticais contidos em [ D i (x1; y) [ D i (x2; y)
e acima de y = a. Ent~ao � separao aberto U1.

Se� cont�em um ponto da fronteira de U1 no seu interior, ent~ao,
como @U1 �e conexa, toda a fronteira de U1 est�a contida no interior
de �, o que �e um absurdo.

Mas seinterior de � cont�em um ponto do complementar a U1 no
ent~ao cont�em tamb�em um ponto da fronteira, o que, comoacabamos
de ver, n~ao ocorre.
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Logo, todo ponto do interior de � est�a em U1. Isto signi�ca que
I � [a; y] � U1. �

Denotemospor @U1 V a fronteira de V em U1 ou seja, o subcon-
junto de pontos p de U1 tais que todo aberto quecont�em p, intersecta
V e o seucomplementar em U1, U1 � V .

Lema 18. @U1 V �e a uni~ao disjunta (possivelmenteenumer�avel) de
segmentosverticais Si com extremidadesem @U.

Al�em disso, sep 2 Si ent~ao toda bola centrada em p �e subdividida
por Si em dois abertos U+

i e U �
i um dois quais �e disjunto de V .

Demonstra�c~ao. Para cadax 2 IR, considerea interse�c~aof xg� [a; 1 )\
U1 da semi-reta vertical, denotada por D s(x), que passapor x com
o aberto U1.

SejaS uma componente de D s(x) quecontenha um ponto (x; y) 2
@U1 V . Podemos escrever S = f xg � (y1; y2) com (x; y1) e (x; y2)
pertencentes a @U1 e V \ S = ; . Note que qualquer ponto de @U1 V
est�a contido em um intervalo S

Provemosque S � @U1 V . Para isso,basta provar que S \ @U1 V �e
aberto e fechado em S

Tomemosuma vizinhan�ca aberta de (x; y) em U1 da forma W =
I � (y � �; y + � ) onde I �e um intervalo aberto que cont�em x.

Observe que se(x0; y0) 2 W \ V ent~ao f x0g � (y � �; y + � ) � V .
LogoV [ W = [f x0g� (y� �; y+ � )) �ea uni~aodesegmentos verticais

e f xg � (y � �; y + � ) � @U1 (V \ W ). Portanto S \ @U1 V �e aberto em
S. Como �e tamb�em fechado em S, conclu��mos que S \ @U1 V = S, ou
seja S � @U1 V , como quer��amosdemonstrar.

Observeagoraquese(u; y) e (v; y) pertencema W \ V , comu < v,
ent~ao pelo Lema anterior [u; v] � (y � �; y + � ) � V . Isto signi�ca que
seW cont�em pontos de V em ambos os lados de W � S ent~ao toda
a faixa ( incluindo os pontos de S) estar�a contida em V , o que �e um
absurdo.

Portanto, existe um n�umero � > 0 pequenotal que (x � � ; x + � ) �
(y � �; y + � )) � [f xg � (y � �; y + � )] possuiduas componentes, uma
contida em V , outra em U1 � V .

Como existem no m�aximo uma quantidade enumer�avel de inter-
valos do tip o S � @U1 V acima, conclu��mos a prova do Lema 18. �

Denotemospor Si os "p ort~oesverticais": sub-intervalos verticais
que formam o conjunto @U1 V .
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Lema 19. Para todo i , U1 � Si �e a uni~ao de duas componentes
conexas,uma das quais �e disjunta de V e tem fronteira disjunta de
Sj , para j 6= i .

Segue ent~ao que a componente de U1 � Si , disjunta de V , tem
fronteira formada por Si e um subconjunto da fronteira de U1 (uma
"bolsa" inacess��vel por segmentosverticais contidos em U1)

Demonstra�c~ao. Vimos, no Lema 18, que todo ponto p de Si cont�em
uma vizinhan�ca Zp tal que Zp � Si = V 0 [ U0 com V 0 � V e U0 �
U1 � V .

Seja A i a componente contida em U1 � V . A i �e uma "b olsa"
inacess��vel por verticais que situa-se �a esquerdaou �a direita de Si .

Suponha,por absurdo,queexista um caminhoemU1 iniciando em
algum ponto deA i e �nalizando em um ponto no interior do segmento
Sj , para j 6= i sempassarpor nenhum port~ao Sk . Prolongando este
caminhoat�eo interior deSi , constru��mosum caminho 
 emU1 � [ k Sk

ligando Si com Sj .
Prolongando um pouco mais 
 para a esquerdaou para a direita,

de modo a entrar no subconjunto V e �nalmen te, usandoduas verti-
cais, obtemosuma curva fechada � que liga dois pontos de S1 � f ag,
passapelosport~oesverticais Si e Sj e �e disjunta de @U1.

Pelo Teoremade Jordan, estacurva separao plano em duascom-
ponentes conexas.

Mas asextremidadesdossegmentos Si e Sj , que �cam em compo-
nentes distintas de IR2 � � pertencem�a fronteira @U1, que �e conexa.
Obtemos assimuma contradi�c~ao.

Com isso conclu��mos que a fronteira de cada bolsa A i �e a uni~ao
de Si com um peda�co da fronteira de U1. �

Seguedo Lema 18 que clU1 A i = A i [ Si e V \ clU1 A i = ; .
Designemospor Ri , i 2 J , todas as componente conexasde U1 �

clU1 V quesituam-se�a direita de Si epor E i aquelasqueseencontram
�a esquerdade Si .

ObservequeseR = [ Ri eE = [ E i ent~ao, U1 = clU1 R[ clU1 E [ V .
Vamos agora observar como se comportam os subconjuntos V ,R

e E em rela�c~ao �a aplica�c~ao F , que estamossupondo �e do tip o twist
para a direita.
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Lema 20. Nas hip�otesesdo Teorema de Birkho� (Teorema 12), e
usandoa nota�c~ao de�nida nos Lemas18 e 19 temos:

(1) F (V ) \ clU1 Ek = ;
(2)F � 1(V ) \ clU1 Rk = ;
(3) F � 1(clU1 Ek ) \ V = ;
(4) F � 1(clU1 E) \ clU1 R = ;
(5) F (clU1 R) \ clU1 E = ;

Demonstra�c~ao. (1) Se (x; y) 2 V ent~ao, por de�ni�c~ao (x; sy) 2 U1,
para s � 1, e segueda invariância desteconjunto, que F (x; sy) 2 U1.
Como F �e do tip o twist para a direita, a curva F (x; sy) intersecta
cada reta vertical no sentido da esquerdapara a direita.

Mas, por de�ni�c~ao as bolsas E i est~ao sempre �a esquerdade Si

e portanto, se houvesseum ponto de F (x; sy) em E i ent~ao, usando
uma constru�c~ao semelhante �a feita no Lema 4, isto �e, conectandoum
ponto de E i a um ponto de V , obter��amos uma curva que separa
pontos da fronteira de U1, o que �e um absurdo.

O mesmo�e v�alido para a intersec�c~ao da imagemde V com clU1 Ek

A prova de (2) seguede modo an�alogo aplicando a F � 1, que �e do
tip o twist para a esquerda.

A prova de (3) �e imediata a partir de (1), uma vezque se(x; y) 2
F � 1(clU1 Ek ) \ V ent~ao F (x; y) 2 F (V ) \ clU1 Ek = ; .

(4) Se F � 1(clU1 E) \ clU1 R 6= ; ent~ao F � 1(clU1 Ek ) \ clU1 Ri 6= ;
para algum par i; k.

Como as bolsasclU1 A i s~ao disjuntas duas a duas e conexas,em
vista do item (3) do Lema acima, devemoster F � 1(clU1 Ek ) � clU1 Ri .

Por�em, F � 1(Sk ) intersecta Si transversalmente, no sentido da
direita para a esquerda.Portanto,F � 1(Sk ) \ Ri 6= ; e F � 1(Sk ) \ V 6=
; .

Pela monotonicidade de F � 1 restrita a cada segmento vertical,
vemosisso implica que F � 1(V ) \ Rj 6= ; . O que �e um absurdo.

Logo F � 1(clU1 E) \ clU1 R = ; isto �e, F � 1(clU1 E) � E
Analogamente obtem-seque F ((clU1 R) \ clU1 E = ; , concluindo a

prova do Lema 20. �
Usandoa invariânciadeU1 ea decomposi�c~aoU1 = clU1 R[ clU1 E [

V , obtemos,em particular que
F � 1(clU1 E) � E e F (clU1 R) � R
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Mas se isso ocorresse,ent~ao o aberto F � 1(R � F (clU1 R)) seria
um subconjunto errante, contradizendo o Teoremade Recorr̂enciade
Poincar�e (veja [10]).

De fato, sep 2 F � 1(R� F (clU1 )R) ent~ao, comoF preserva �area,o
Teoremade Poincar�e nos diz que para toda bola aberta Bp contendo
p, existe um inteiro n tal que F n (Bp) \ Bp 6= ; .

TomemosBp � F � 1(R � F (clU1 R)) de modo que F (Bp) � (R �
F (clU1 R), F 2(Bp) � (F (clU1 R) � F 2(clU1 R)), e assimpor diante, at�e
n para chegar�a conclus~aodequeF n (Bp) � F n (clU1 R) � F (clU1 R) �
R

Logo seq 2 F n [Bp] \ Bp, ent~ao, F (q) 2 F (clU1 R) � R ao mesmo
tempo que F (q) 2 R � F (clU1 R). Uma contradi�c~ao.

Podemosdesta forma concluir que R = ; e analogamente E = ; .
Segue-seque U = V , ou seja, todo ponto de U �e acess��vel por

retas verticais.
Para concluir a prova do Teorema de da Curva Invariante de

Birkho�, basta provar que @U1 n~ao cont�em segmento vertical.
Mas isto segueda condi�c~ao de twist pois se S � @U1 �e um seg-

mento vertical, ent~ao pontos de U1 �a direita (ou �a esquerda)de U1

seriam levados por F em pontos de U n~ao acess��veis por verticais.
Um absurdo.

Conclu��mos assim que @U1 �e gr�a�co de uma fun�c~ao cont��nua
� 1(x) = supf yj(�1 ; y) � U1g, tal que � 1(x + 1) = � 1(x). �

Lema 21. � 1(x) �e uma fun�c~ao de Lipschitz.

Demonstra�c~ao. Suponhamosque F sejado tip o twist para a direita,
demodo queexisteum n�umero � tal que@2F1 > � emuma vizinhan�ca
de @U1 = graf (� 1).

Tomemosum par de pontos (x0; � 1(x0)) e (x0
0; � 1(x0

0)) com x0 <
x0

0.
Se� 1(x0) > � 1(x0

0), ent~ao

F1(x0
0; � 1(x0)) � F1(x0

0; � 1(x0
0)) > � [� 1(x0) � � 1(x0

0)]:

Mas pela continuidade da derivada e da fun�c~ao � 1, existe uma
constante positiva L tal que
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F1(x0
0; � 1(x0)) � F1(x0; � 1(x0)) < L [x0

0 � x0]

Usando a monotonicidade da fun�c~ao x ! F1(x; � 1(x)) temos
F1(x0

0; � 1(x0
0)) > F1(x0; � 1(x0)).

Juntando todas essasdesigualdadesobtemos:

F1(x0
0; � 1(x0)) � L [x0

0 � x0] < F1(x0; � 1(x0)) < F1(x0
0; � 1(x0

0))
< F1(x0

0; � 1(x0)) � � [� 1(x0) � � 1(x0
0)]:

Isto �e:
[� 1(x0) � � 1(x0

0)] < L� � 1[x0
0 � x0]

Se � 1(x0) < � 1(x0
0), procedemosanalogamente usandoF � 1 para

obter

[� 1(x0
0) � � 1(x0)] < L 0� 0� 1[x0

0 � x0];

para outras constantes L 0 e � 0, concluindo assima prova do Lema.
�

Usando a periodicidade de � 1 obtemosque @U tamb�em coincide
com o gr�a�co de uma fun�c~ao de Lipschitz, � , de�nida em S1.

Com isso, �ca conclu��da a prova do teorema 12 �

3.2 Propriedade variacional das curv as
invarian tes

No Cap��tulo 2, utilizamos a fun�c~ao geratriz (ou princ��pio variacional)
para obter �orbitas peri�odicase os conjuntos de Aubry-Mather.

Provaremosnesta se�c~ao que as �orbitas contidas em curvas rotaci-
onais invariantes est~ao associadasa con�gura�c~oesminimizantes.

Prop osi�c~ao 11. Seja � uma curva invariante rotacional por uma
aplica�c~ao do tipo twist quepreserva�area f : S1 � IR ! S1 � IR.

Ent~ao toda �orbita em � �e minimizante global, isto �e, se (x i ; yi ) =
f (x i � 1; yi � 1), i 2 ZZ �e uma �orbita contida em � e h �e a fun�c~ao
geratriz de f , ent~ao dados quaisquer dois n�umeros inteir os n < m
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e uma seqûencia qualquer zn ; zn +1 ; :::; zm com zn = xn e zm = xm

vale:

Wnm (zn ; :::; zm ) =
m � 1X

i = n

h(zi ; zi +1 ) �
m � 1X

i = n

h(x i ; x i +1 ) = Wnm (xn ; :::; xm )

Demonstra�c~ao. Pelo Teoremada Curva Invariante de Birkho�, exis-
te uma fun�c~ao de Lipschitz � : S1 ! IR tal que � = graf (� ) =
f (x; � (x))g

Seja h� (x; x0) = h(x; x0) �
Rx 0

x � (t)dt, onde h �e a fun�c~ao geratriz
da aplica�c~ao f .

Observe que pela invariância de � obtemos uma fun�c~ao g(x) =
� 1 � f (x; � (x)) (� 1 �e a proje�c~ao no primeiro fator) que �e um homeo-
mor�smo de Lipschitz.

Portanto f (x; � (x)) = (g(x); � (g(x))).

Logo, h� (x; g(x)) = h(x; g(x)) �
Rg(x )

x � (t)dt. Mas o Teoremade
Rademacher nos diz que � , e portanto g �e diferenci�avel exceto num
conjunto de medida de Lebesguezero.

Portanto, tomando a derivada total na express~ao acima temos:

d
dx

h� (x; g(x)) = @1h(x; g(x))+ @2h(x; g(x))g0(x)� � (g(x))g0(x)+ � (x)(11)

Mas pelade�ni�c~aode fun�c~aogeratriz, f (x; � (x)) = (g(x); � (g(x)))
see somente se� (g(x)) = @2h(x; g(x)) e � (x) = � @1h(x; g(x)).

Susbstituindo estasexpress~oesem (11) temos

d
dx

h� (x; g(x)) = � � (x) + � (g(x))g0(x) � � (g(x))g0(x) + � (x) = 0

Ou seja h� (x; g(x)) �e uma fun�c~ao de Lipschitz com derivada nula
(onde existir).

Logo, h� (x; g(x)) = constante = c.
Usemosagoraa condi�c~aode twist que,nasnossaship�oteses,impli-

ca @12h < 0, para obter que �xado x 2 IR a aplica�c~ao x0 ! h� (x; x0)
tem valor m��nimo igual a h� (x; g(x)).

De fato, g(x) �eum ponto cr��tico pois@2h� (x; g(x)) = @2h(x; g(x)) �
� (g(x)) = 0.



\imp a1"
2005/5/2
page108

i

i

i

i

i

i

i

i

108 [CAP. 3: CURVAS INVARIANTES

Al �em disso, como @12h� (x; x0) = @12h(x; x0) < 0, a fun�c~ao x0 !
@1h� (x; x0) �e decrescente.

Portanto, x0 > g(x) implica @1h� (x; x0) < @1h� (x; g(x)) = 0 e
x0 < g(x) implica @1h� (x; x0) > @1h� (x; g(x)) = 0.

Ou seja,para (x; x0) acima (abaixo) do gr�a�co de g, @1h� (x; x0) <
0 (respectivamente @1h� (x; x0) > 0). Isso claramente implica que o
m��nimo de x ! h� (x; x0) ocorre exatamente quando x = g� 1(x0).
Analogamente, a fun�c~ao x ! @2h� (x; x0) �e decrescente. ou seja,
x0 > g(x) implica @2h� (x; x0) < @2h� (x; g(x)) e x0 < g(x) implica
@2h� (x; x0) > @2h� (x; g(x)).

Geometricamente isto signi�ca que o vetor gradiente r h� (x; x0)
aponta para fora do gr�a�co de g.

Portanto c = h� (x; g(x)) � h� (x; x0) para todo par (x; x0).
Dadosdois n�umerosinteiros n < m considereuma seqûenciaqual-

quer zn ; zn +1 ; :::; zm com zn = xn e zm = xm , onde, como no enunci-
ado da proposi�c~ao, a seqûencia (x i ; � (x i )) corresponde a uma �orbita
em �.

Ent~ao

Wnm (zn ; :::; zm ) =
m � 1X

n

h(zi ; zi +1 ) =

m � 1X

i = n

h� (zi ; zi +1 ) +
m � 1X

i = n

[
Z z i +1

z i

� (t)dt] =

=
m � 1X

i = n

h� (zi ; zi +1 ) +
Z zm

x n

� (t)dt

A segundaparcela s�o dependedas extremidades.
Mas h� (x; x0) � h� (x; g(x)) = c = h� (x i ; x i +1 ), donde conclu��mos

que

Wnm (zn ; zn +1 ; :::; zm ) � (m � n)c +
Z x m

x n

� (t)dt =

m � 1X

i = n

h� (x i ; x i +1 ) +
Z x m

x n

� (t)dt = Wnm (xn ; xn +1 ; :::; xm )

como quer��amosdemonstrar. �



\impa1"
2005/5/2
page109

i

i

i

i

i

i

i

i
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3.3 Inexist ência de Curv as In varian tes

Vejamosalgumasaplica�c~oesdo Teoremada Curva Invariante deBirkho�.
A refer̂enciapara esta se�c~ao �e [39].

Prop osi�c~ao 12. Suponha que F seja uma aplica�c~ao do tipo twist e
z um ponto tal que

l im sup
� 1(F k (z))

k
= b

l im inf
� 1(F k (z))

k
= a com a < b

Ent~ao n~ao existecurva invariante � cujo n�umero de rota�c~ao � (�)
satisfaz

a < � (�) < b

Demonstra�c~ao. Escreva z = (x0; y0) e seja � uma curva invariante
que �e o gr�a�co de uma fun�c~ao peri�odica de Lipschitz, � .

Suponha que z esteja abaixo da curva � isto �e, y0 < � (x0). Seja
C0 = (x0; � (x0)).

Usandoa condi�c~ao de twist � -uniforme em um compacto (@2(� 1 �
F ) > � ) e o Teorema Fundamental do C�alculo aplicado �a fun�c~ao
� 1(F (x0; (1 � � )y0 + �� (x0)) obtemos

� 1� F (C0)� � 1� F (z) =
Z 1

0
@2� 1(F (x0; (1� � )y0+ �� (x0))( � 0(x0)� y0)d�

� 1 � F (C0) � � 1 � F (z) > � (� (x0) � y0)

De�na x1 = � 1 � F (z) , C1 = (x1; � (x1)) e, por indu�c~ao xk =
� 1 � F k (z), Ck = (xk ; � (xk )) de modo que ospontos Ck e F k (z) est~ao
sobrea mesmareta vertical.

Aplicando o mesmoracioc��nio acima obtemos

� 1 � F (Ck ) � � 1 � F k (z) > 0

Mas o homeomor�smo g(x) = � 1 � F (x; � (x)) de�nido pela res-
tri�c~ao de F �a curva �, �e crescente. Logo, g(x0) > x1 implica g2(x0) >
g(x1).
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E x2 < g(x1) < g2(x0) e assimpor diante, provamospor indu�c~ao
que xk < gk (x0):

xk+1 = � 1 � F k+1 (z) < � 1 � F (Ck+1 ) = g(xk ) < gk+1 (x0)
Conclu��mos assimque

xk

k
<

gk (x0)
k

O que implica

l im sup
� 1(F k (z))

k
� � (�)

Analogamente se o ponto z estiver acima da curva invariante �,
obteremos

� (�) � l im inf
� 1(F k (z))

k
�

Corol �ario 6. Suponha que� 1 < � 2 sejam duasfun�c~oesde�nidas no
c��rculo cujos gr�a�c os � 1 e � 2 sejam curvas invariantes rotacionais
por um aplica�c~ao F do tipo twist quepreserva�area.

Se � (� 1) e � (� 2) denotam os respectivos n�umeros de rota�c~ao,
ent~ao � (� 1) < � (� 2)

Demonstra�c~ao. Segueimediatamente da Proposi�c~ao 12 que � (� 1) �
� (� 2). Vejamoscomo usar a condi�c~ao de preservar �area para obter a
desigualdadeestrita.

Caso A: N�umero de rota�c~ao irr acional
Se� (� 1) ou � (� 2) �e irracional, ent~ao � (� 1) < � (� 2).
Suponha que � (� 1) seja irracional. Sejam g1 e g2 os homeomor-

�smos crescentes de�nidos pela restri�c~ao de F a � 1 e � 2 respectiva-
mente. �E claro que � (gi ) = � (� i ), para i = 1; 2. Al �em disso, como
estamossupondo que F �e do tip o twist, a hip�otese � 1(x) < � 2(x)
implica a desigualdadeg1(x) < g2(x).

Sejam > 0 tal quepara todo x 2 IR, g2(x) � g1(x)+ m. Tomemos
um convergente ��mpar por fra�c~oescont��nuas de � (g1), p=q 2 Ql tal
que 1=q< m. Ent~ao, p

q � m
q < � (g1) < p

q .
Observe que existe um ponto x0 tal que gq

1(x0) � x0 > p � m.
Casocontr�ario, para todo x 2 IR ter��amosgq

1(x) � x � p � m, o que
implicaria, usandoindu�c~ao e uma somatelesc�opica,
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gnq
1 (x) � x � np � nm

Dividindo tudo por n e tomando o limite quando n ! 1 ter��amos
uma contradi�c~ao

� (g1) �
p
q

�
m
q

Portanto, seguepor indu�c~ao e da de�ni�c~ao do n�umero m, que
gq

2(x0) > gq
1(x0) + m > p + m pois, para todo k temos que gk

2 (x) >
gk

1 (x) implica gk+1
2 (x) > g1(gk

2 (x)) + m > gk+1
1 (x) + m.

Logo, gq
2(x0) > g1(gq� 1

2 (x0)) + m > gq
1(x0) + m > p + m

Usando o mesmo argumento anterior, isso implica que � (g2) �
p=q > � (g1) como quer��amos demonstrar. Se � (g2) for irracional,
procedemosanalogamente. Observe que at�e agora apenasusamosa
condi�c~ao de twist.

Restaprovar o casoondeosdois n�umerosderota�c~aos~aoracionais.
Aqui, usa-seque F preserva �area.

Caso B: N�umero de rota�c~ao racional
Suponha que � (� 1) = � (� 2) = p=q e que � 1 6= � 2. A id�eia �e

contruir um quadril�atero Q de �area n~ao nula, limitado por curvas
cont��nuas,que cont�em estritamente a sua imagempor uma aplica�c~ao
que preserva �area. Isso �e obviamente imposs��vel.

Escreva, como acima, � i = graf (� i ), com � 1 < � 2. Nessecaso,
existe um ponto (x1; � 1(x1)) tal que F q(x1; � 1(x1)) = (x1; � 1(x1)) +
(p;0).

Ou melhor, z1 = (x1; � 1(x1)) �e um ponto �xo da aplica�c~ao
T� p � F q, onde T� p(x; y) = (x; y) � (p;0) �e a transla�c~ao.

Seja z2 = (x2; � 1(x2)) o primeiro ponto �xo de T� p � F q situado
em � 2 �a direita de z1. N~ao est�a descartada �a priori a coincidência
x1 = x2.

O quadril�atero Q �e limitado pelasseguintes curvas:
os segmentos verticais V1 =: [(x1; � 1(x1)); (x1; � 2(x1))] e
V2 =: [(x2; � 1(x2)); (x2; � 2(x2))]
o arco em � 1 entre (x1; � 1(x1)) e (x2; � 1(x2))
o arco em � 2 entre (x1; � 2(x1)) e (x2; � 2(x2)).
Provemosent~ao que a imagemde Q por T� p � F q est�a contida em

Q. Para ver isso,bastaveri�car asimagensdossegmentos verticais Vi

s~ao curvas inteiramente contidas no interior de Q. De fato, a imagem
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de V1 �e um caminho negativo (veja Cap. 4), portanto, est�a sempre
�a direita de V1, mais precisamente, se 
 (t) �e uma parametriza�c~ao de
T� p � F q(V1) com 
 (0) = z1 ent~ao � 1(
 (t)) > x1, para todo t 6= 0.

Al �em disso,x1 < � 1 � T� p � F q(x1; � 2(x1)) < x2.
Analogamente, a imagem de V2 �e tamb�em um caminho negativo

que termina no ponto �xo z2 e que est�a inteiramente �a esquerdade
V2 e inicia em T� p � F q(x2; � 1(x2)) :

Pela de�ni�c~ao de n�umero de rota�c~ao, e pela invariância por F ,
conclui-seque os arcosem � i ; i = 1; 2 s~ao invariantes por T� p � F q.
Dessaforma, conclui-seque imagem de Q est�a inteiramente contida
em Q, absurdo. No casoem que x1 = x2, tamb�em chegamosa um
absurdo, pois a imagem de uma vertical por T� p � F q �e um caminho
negativo, portanto um arco vertical n~ao pode ser invariante. �

3.4 C�austicas e curv as invarian tes em bi-
lhares convexos

No Cap��tulo 1, vimos o exemplo do bilhar el��ptico, cujo espa�co de
fase�e totalmente folheadopor curvasinvariantes, algumasrotacionais
outras homotopicamente triviais. Como vimos, as curvas invariantes
rotacionais est~ao associadas aos raios que intersectam o eixo maior
da elipseem pontos fora do segmento entre os focos.

As curvashomotopicamente triviais est~aoassociadasaosraios que
intersectam o segmento entre os focos.

Separandoestesdois subconjuntos de curvas, temos os raios que
passampelos focos, e que correspondem a duas curvas invariantes
rotacionais que se intersectam na �orbita peri�odica de per��odo dois
correspondente ao diâmetro (eixo maior).

As curvasinvariantesrotacionaisde�nem uma fam��lia de raios que
tangenciam uma elipse confocal com a elipse bordo do bilhar. Esta
bela propriedade, �e v�alida em geral para os bilhares convexos. Em
outras palavras, cada curva rotacional invariante de�ne uma fam��la
de raios que tangenciamuma curva, denominadac�austica, no interior
do bilhar. Esta se�c~ao, que �e baseadaem [27] e [64], descreve algumas
propriedadesdas c�austicasnos bilhares.

De�ni� c~ao 12. Uma c�austica no bilhar de�nido por uma curva � �e
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uma curva 
 situada no interior de � tal que todo raio tangente a 

se re
ete em � em um raio tangente a 
 .

Prop osi�c~ao 13. A cada curva rotacional invariante e diferenci�avel,
contida no anel S1 � (0; �

2 ) ou em S1 � ( �
2 ; � ) , est�a associada uma

c�austica no interior do bilhar.

Demonstra�c~ao. Seja� uma curva rotacional invariante que�eo gr�a�co
deuma fun�c~aodiferenci�avel ' de�nida no bordo do bilhar �. Se� (s) �e
a parametriza�c~aode � por comprimento de arco, ent~ao � = (s; ' (s)).
Vamossupor 0 < ' (s) < �

2 de classeC1.
Seja v' (s) = cos(' (s)) � 0(s) + sen(' (s)) � (s), onde � (s) �e o vetor

normal a � no ponto � (s). v' (s) �e um campo de vetoresunit�ario que
faz ângulo ' (s) com a tangente a �.

Considerea fam��la de raios de�nida por r (s; � ) = � (s) + �v ' (s).
Queremoscalcular a envolt�oria desta fam��lia ou seja queremosen-
contrar uma fun�c~ao � (s) tal que a curva � (s) = � (s) + � (s)v' (s) �e
tangente ao raio r (s; � ) no ponto � (s).

Mas, usando as f�ormulas de Frenet, � 0(s) = k(s)� (s) e � 0(s) =
� k(s)� 0(s) temos:

� 0(s) = � 0(s) + � 0(s)� (s) + � (s)[k(s) + ' 0(s)]v'
? (s);

onde v'
? (s) = � sen(' (s)) � 0(s) + cos(' (s)) � (s).

A condi�c~ao de tangência implica

< � 0(s); v'
? (s) > = 0

ou seja:

� sen(' (s)) + � (s)[k(s) + ' 0(s)] = 0

Esta �e a chamada condi�c~ao de focaliza�c~ao de fam��lia de raios.
Se [k(s) + ' 0(s)] 6= 0, ent~ao obtemos uma c�austica associada �a

curva invariante � (s) = � (s) + sen ( ' (s))
[k (s)+ ' 0(s)] v' (s):

Se [k(s0) + ' 0(s0)] = 0, ent~ao a condi�c~ao de focaliza�c~ao implica
que sen(' (s0)) = 0, ou seja (s0; ' (s0)) �e um ponto da fronteira do
anel, ' (s0) = 0 ou � , contradizendo a hip�otese. �
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Assim como as evolutas das curvas planas, em geral as c�austicas
de bilhares podem n~ao ser curvas regulares. Entretanto, �e f�acil des-
crever condi�c~oespara quesea curva invariante estiver su�cientemente
pr�oxima do bordo do anel ent~ao a c�austica �e uma curva regular.

Observe tamb�em que a aplica�c~ao do bilhar �e invariante pela re-

ex~ao em torno da reta � = �

2 . Isto implica que seuma curva invari-
ante cruza esta reta ent~ao a c�autica pode n~ao ser regular.

Vejamos novamente o caso do caso do bilhar na elipse: seja O
a �orbita peri�odica, de per��odo dois, correspondente �as extremidades
do eixo maior. Esta �orbita �e hiperb�olica e as variedadesest�avel e
inst�avel, W s(O) e W u (O), respectivamente, s~ao duas curvas invari-
antes que cont�em O. A c�austica associada a essascurvas coincide
com os dois focosda elipse.

A pr�oxima proposi�c~aotrata deuma daspropriedadesinteressantes
das c�austicas. Ela nos ensinaa desenhara fronteira � de um bilhar
a partir de uma curva convexa C dada, de modo que C seja uma
c�austica. Para isso,fa�ca um la�co, com folga, em torno de C, estique-
o com um l�apis e fa�ca-o deslizar, bem esticado, em torno da curva.
A curva tra�cada � �e o bordo de um bilhar com c�austica C.

Prop osi�c~ao 14. (O par âmetro de Lazutkin) SejaC uma c�austica
deum bilhar convexocom fronteira � ambasorientadas positivamente
(sentido anti-hor�ario).

Dado um ponto y 2 C, considere o raio positivo r y tangente a C
em y. Sejam x 2 r y \ � e z 2 C o ponto da c�austica tangenteao raio
re
etido em x.

Se m(y; z) = comprimento de arco em C entre y e z, j y � x j=
dist(y; x), j x � z j= dist(x; z) ent~ao:

j y � x j + j x � z j � m(y; z) = constante

Chama-separâmetro deLazutkin a constanteassociada �a c�austica.

Demonstra�c~ao. Utilizando a nota�c~aoda proposi�c~aoanterior, seja� (s)
a parametriza�c~ao do bordo �. Uma parametriza�c~ao de C �e dada por

 + (s) = � (s) + � (s)v(s), onde v(s) �e um vetor unit�ario.

Portanto, como 
 +
0(s) �e paralelo ao vetor unit�ario v(s) e ses1 <

s2, temos
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m(
 + (s1); 
 + (s2)) =
Z s2

s1

j 
 +
0(s) j ds =

� (s2) � � (s1) +
Z s2

s1

< � 0(s); v(s) > ds

Por outro lado, a c�austica pode serparametrizada no sentido con-
tr�ario, 
 � (s) = � (s) + � (s)v̂(s), usando-seo raio re
etido v̂(s) tal que
< � 0(s); v(s) > = � < � 0(s); v̂(s) > e
< � (s); v(s) > = < � (s); v̂(s) > .

Portanto,

m(
 � (s1); 
 + (s1)) � m(
 � (s2); 
 + (s2)) =

m(
 � (s1); 
 � (s2)) + m(
 � (s2); 
 + (s1))

� m(
 � (s2); 
 + (s1)) � m(
 + (s1); 
 + (s2))

Mas

m(
 + (s1); 
 + (s2)) = � (s2) � � (s1) +
Z s2

s1

< � 0(s); v(s) > ds

m(
 � (s2); 
 � (s1)) = � (s1) � � (s2) +
Z s1

s2

< � 0(s); v̂(s) > ds

E como, m(
 � (s2); 
 � (s1)) = m(
 � (s1); 
 � (s2)) e
< � 0(s); v(s) > = � < � 0(s); v̂(s) > , obtemos:

m(
 � (s1); 
 + (s1)) � m(
 � (s2); 
 + (s2)) =

� (s1) � � (s2) + � (s1) � � (s2)

Isto �e:

� (s2) + � (s2) � m(
 � (s2; 
 + (s2)) = � (s1) + � (s1) � m(
 � (s1); 
 + (s1))

Para concluir a prova da proposi�c~ao, basta usar o fato de que
� (si ) = j
 + (si ) � � (si )j e � (si ) = j
 � (si ) � � (si )j. �

O pr�oximo teorema �e conseq•uência do Teoremada Curva Invari-
ante de Moser. De acordo com R. Douady, este teorema foi provado
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inicialmente exigindo-se um alto grau de diferenciabilidade para a
curva do bordo do bilhar, esta vers~ao encontra-se em [27]. Na se�c~ao
3.6, provaremosuma vers~ao mais simpli�cada do teorema de Lazut-
kin.

Teorema 13. (Lazutkin) Sea curva do bilhar for estritamente con-
vexa (curvatura positiva) e su�cientemente diferenci�avel ( de classe
Ck ,k � 6), ent~ao existe uma fam��lia de c�austicas numa vizinhan�ca
do bordo do bilhar, cuja uni~ao tem �area positiva.

3.5 Bilhares sem curv as invarian tes

Nestase�c~ao, mostraremosquepara um bilhar em uma regi~aoconvexa
limitada do plano, cujo bordo �e uma curva C2 com pelo menosum
ponto de curvatura zero, n~ao existem c�austicas. Ou seja, o twist
mapping associado n~ao possui curvas rotacionais invariantes. Essa
an�alise est�a baseadano trabalho [54].

Considerandoagoraesseresultado juntamente com o teorema19,
obtemos:

Teorema 14. Seja � uma curva C2 com pelo menos um ponto de
curvatura zero, tal quea componente conexalimitada do seucomple-
mentar �e convexa. Ent~ao o bilhar a ela associado possui a seguinte
propriedade:

Existe (p0; � 0) 2 � � ]0; � [ tal que se (pn ; � n ) denota a �orbita de

(p0; � 0); ent~ao � n
n !1! 0 e � n

n !�1! � :

Como j�a foi dito, �e natural de�nir a aplica�c~ao do bilhar no anel
(s; r = cos(� )) 2 S1 � [� 1; 1]; onde p = �( s): O que o teorema diz,
�e que existe uma �orbita cujo ! -limite est�a contido no bordo superior
e o � -limite est�a contido no bordo inferior. Geometricamente, do
ponto devista da bolinha quicandona curva, estacondi�c~ao�ebastante
surpreendente. Convidamos o leitor a fazer alguns desenhospara
entendê-la corretamente.

A prova do teoremaconsisteem veri�car que a exist̂enciade pelo
menosum ponto decurvatura zeroimplica na n~aoexist̂enciadecurvas
rotacionais invariantes. Isto ser�a feito exibindo uma condi�c~ao geral
sobreas fun�c~oesgeratrizesde aplica�c~oesdo tip o twist.
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Lema 22. Seja f : S1 � [� 1; 1] ! S1 � [� 1; 1] um difeomor�s-
mo C1 do tipo twist, com fun�c~ao geratriz h: Se para algum x real,
@22h(x � ; x) + @11h(x; x# ) > 0 para quaisquer x � ; x# ; ent~ao f n~ao
possui curvas rotacionais invariantes.

Demonstra�c~ao. Para que esseresultado possa ser mais facilmente
aplicado ao problema do bilhar, faremosas seguintes conven�c~oes:

� @12h > 0 em todo ponto

� se(x1; y1) = f (x; y); ent~ao y = � @1h(x; x1) e y1 = @2h(x; x1)

Por absurdo,vamossupor que existe uma curva rotacional invari-
ante contida emS1 � (� 1; 1). Ent~ao,pelo teoremada curva invariante
de Birkho�, temosqueela coincidecom o gr�a�co de uma certa fun�c~ao
Lipschitz 
 : S1 ! (� 1; 1): Assim, f (x; 
 (x)) = (s(x); 
 (s(x))) ; on-
de s(x) �e um homeomor�smo do c��rculo. Como f �e pelo menosC1,
preserva orienta�c~ao (conseqûencia trivial de det[D f ] � 1 > 0) e 

�e Lipschitz, segueque s tamb�em �e Lipschitz e s(x + 1) = s(x) + 1.
Fixado x; vamosde�nir x1 = s(x) e x � 1 = s� 1(x): Do fato do gr�a�co
de 
 ser invariante, segueque

@2h(x � 1; x) + @1h(x; x1) = 0; para todo x 2 S1:

Vamos agora lembrar que apesar de uma fun�c~ao Lipschitz n~ao
ser necessariamente diferenci�avel em todo ponto, ela �e diferenci�avel
em quasetodo ponto (q.t.p.), com respeito a medida de Lebesgue.
Assim, podemosescrever, para quasetodo x:

@12h(x � 1; x)
ds� 1(x)

dx
+ @22h(x � 1; x)+ @12h(x; x1)

ds(x)
dx

+ @11h(x; x1) = 0;

o que nos d�a

@12h(x � 1; x)
ds� 1(x)

dx
+ @12h(x; x1)

ds(x)
dx

= � (@22h(x � 1; x)+ @11h(x; x1)) :

Agora note que:

� para todo ponto (x; x0); @12h(x; x0) > 0
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� as fun�c~oess(x) e s� 1(x) s~ao ambas estritamente crescentes (le-
vantamentos de homeomor�smosdo c��rculo) e Lipschitz, assim

comoelass~aoderiv�aveisq.t.p., segueque ds � 1 (x )
dx > 0 e ds(x )

dx > 0
para quasetodo x

Assim, @22h(x � 1; x) + @11h(x; x1) < 0 para quasetodo x. O que
implica que @22h(x � 1; x) + @11h(x; x1) � 0 para todo x: Mas isto
contradiz a hip�otesedo lema e portanto termina a prova.

�
Vamos agora voltar ao problema do bilhar. Para que possamos

aplicar o lema 22, codi�caremos o problema da seguinte maneira, j�a
explicadaanteriormente: Seja�( t) uma parametriza�c~aodo bordo por
comprimento de arco. Dado um ponto W pertencente a curva � e
um ângulo de sa��da �; sejaW1 o ponto de encontro da semi-reta que
tem W como origem e forma ângulo � com a tangente a � em W:
Seja � 1 o ângulo que a semi-reta anterior forma com a tangente a �
em W1: Ent~ao a nossaaplica�c~ao do bilhar �ca:

(t; u) ! f (t; u) = (s;w); (3.1)

onde�( t) = W; u = cos(� ); �( s) = W1 ew = cos(� 1): J�a foi mostrado
que f tem a seguinte fun�c~ao geratriz:

h(t; s) =
p

(�( s) � �( t)) :(�( s) � �( t))

Isto decorrede

@1h(t; s) =
� � 0(t):(�( s) � �( t))

p
(�( s) � �( t)) :(�( s) � �( t))

= � cos(� ) = � u (3.2)

@2h(t; s) =
� 0(s):(�( s) � �( t))

p
(�( s) � �( t)) :(�( s) � �( t))

= cos(� 1) = w (3.3)

Assim, como � �e suposta C2, f �e C1. Tamb�em j�a vimos que
@12h > 0:

Portanto, para concluir a prova, vamosmostrar que se�( s) �e um
ponto de curvatura zero, ent~ao podemos aplicar o lema 22. Como
estamostomando uma parametriza�c~ao da curva por comprimento de
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arco, a hip�otese de �( s) ser um ponto de curvatura zero se reduz
a � 00(s) = (0; 0): Portanto, derivando as express~oes (3.2) e (3.3),
obtemos:

@11h(s;w) =
k� 0(s)k2 k�( s) � �( w)k2 � k� 0(s):(�( s) � �( w))k2

k�( s) � �( w)k3

@22h(t; s) =
k� 0(s)k2 k�( s) � �( t)k2 � k� 0(s):(�( s) � �( t))k2

k�( s) � �( t)k3

Comoasexpress~oesacimas~ao iguais, nosconcentraremos em ape-
nasuma delas. Pela desigualdadede Cauchy-Schwarz, @22h(t; s) � 0:
A �unica maneira de @22h(t; s) = 0 �e se � 0(s) e �( s) � �( t) forem ve-
tores paralelos (� 1 = 0 ou � ). Mas como estamosconsiderandoum
bilhar convexo, issos�o ocorre seo ângulo � entre � 0(t) e �( s) � �( t)
for 0 ou � : Assim, o ponto de sa��da (t; cos(� )) 2 S1 � f� 1 ou 1g:
Como estamosbuscandocurvas invariantes em S1 � (� 1; 1); pois os
bordos do anel j�a s~ao invariantes, estecason~ao interessa.

Caso a aplica�c~ao do bilhar f (3.1) possuauma curva rotacional
invariante em S1 � (� 1; 1); que pelo teorema da curva invariante de
Birkho� coincide com o gr�a�co de uma fun�c~ao Lipschitz 
 : S1 !
(� 1; 1); temoscomoantes, que f (s; 
 (s)) = (g(s); 
 (g(s))) ; ondeg(s)
�e um homeomor�smo do c��rculo que preserva orienta�c~ao. Como o
gr�a�co de 
 est�a contido em S1 � (� 1; 1); �nalmen te obtemosque

@22h(g� 1(s0); s0) + @11h(s0; g(s0)) > 0;

onde s0 �e o parâmetro onde a curvatura vale 0: Assim o lema 22 se
aplica e a demonstra�c~ao est�a completa.

3.6 Exist ência de Curv as In varian tes

Apresentamos, nestase�c~ao, uma vers~ao do Teoremada Curva Invari-
ante de Moser tamb�em conhecidocomoo Teoremado Twist [59], que
seguede um resultado sobre perturba�c~oesde aplica�c~oesintegr�aveis.
A vers~ao aqui exposta vale para o casoanal��tico e est�a baseadana
refer̂encia [49] de Levi e Moser.
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O objetivo �e provar a exist̂enciade curvas rotacionais invariantes
numa vizinhan�ca de um ponto �xo el��ptico gen�erico, isto �e, quepossui
algum invariante de Birkho� n~ao nulo.

Teorema 15. Suponha que f : U � (IR2; 0) ! (IR2; 0) , U aberto
de IR2 seja uma aplica�c~ao anal��tica real quepreserva�area com ponto
�xo el��ptico na origem. Se a Forma Normal de Birkho� de f ; numa
vizinhan�ca de 0; se escreve em coordenadascomplexas(z; �z); ' (z) =
eiP ( j zj 2 ) :z + 0(j z jq) onde P �e um polinômio real de grau � q

2 � 1 e
n~ao constante, ent~ao 0 �e um ponto �xo est�avel.

Mais precisamente,para todo � > 0 su�cientemente pequenoexiste
uma curva (anal��tica) 
 , contida num anel em torno de 0, homoto-
picamente n~ao trivial e invariante por f ; f (
 ) = 
 :

Demonstra�c~ao. Este teorema �e conseqûencia de um resultado de
exist̂encia de curvas invariantes para pequenasperturba�c~oesde
aplica�c~oesdo tip o twist su�cientemente pr�oximas de aplica�c~oesinte-
gr�aveis. A formula�c~ao do problema dessamaneira �e conseguidaap�os
uma mudan�ca de coordenadasnuma vizinhan�ca da origem.

EscrevendoP(x) = � + � xm + P1(x) com grau P1 > m; onde, �
�e o primeiro invariante de Birkho� n~ao nulo, obtemos

' (z) = ei ( � + � j zj2m ) :z + ' 1(z; �z) onde ' 1(z; �z) 2 O(j z j2m +2 ); isto
�e j ' 1(z; �z) jj z j � (2m +2) �e limitado.

Observe que ' � 1(w) = ei ( � � + � jw j 2m ) w + O j w j2m +2 de modo
que tro cando ' por ' � 1; senecess�ario , podemossupor � > 0:

Provaremosa exist̂encia de curva invariante contida no anel

� � =: � 2(1 � � � ) < j z j2< � 2(1 + � � )

para � > 0 su�cientemente pequenoe � = 1
3 (por exemplo).

Escreva as"coordenadaspolares" com mudan�ca de escalano anel
� � , z = �

p
1 + � � y e2� ix de modo que j z j2= � 2(1 + � � y), assim o

anel � � transforma-seno anel j y j< 1:
�E f�acil veri�car, usandoa equa�c~ao de conjuga�c~ao, que a aplicac~ao

(x; y) 7! �
p

1 + � � y(cos(2� x); sen(2� x)) tem determinante jacobia-
no constante, portanto a aplica�c~ao ~' igual a ' restrita ao anel � �
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escrita nas coordenadas(x; y) �e exata, isto �e, existe uma fun�c~ao S
peri�odica na vari�avel x, tal que ~' � (ydx) � ydx = dS(x; y):

A�rma� c~ao: Se 
 = � m
2� � 2+ � > 0; a(
 ) = 1

2� (� + � 2m ) ent~ao
podemosescrever:

�' (x1; y1) = (x1 + a(
 ) + 
 y1 + f (x1; y1; 
 ); y1 + g(x1; y1; 
 ))

com f e g anal��ticas em j y1 j< 1 e j I m(x1) j< r; f ; g 2 O(� 2(m + � ) ),
onde� = 1

3 , r �euma constante positiva e j I m(x1) j signi�ca o m�odulo
do argumento do complexi�cado da coordenadax1.

Isto �e, a restri�c~ao de ' ao anel � � �e uma aplica�c~ao do tip o twist.
~' (x1; y1) = (x1 + a + 
 y1 + 0(� 2(m + � ) ); y1 + 0(� 2(m + � ) ):

Demonstra�c~ao. Escreva ~' (x1; y1) = (x2; y2) de modo que

�
p

1 + � � y2e2� ix 2 = ei ( � + � j zj 2m ) z + O(j z j2m +2 )

tomando o quadrado do m�odulo desta express~ao obtemos:

� 2(1 + � � y2) = � 2(1 + � � y1) + 0(j Z j2m +3 ) o que implica

y2 = y1 + 0(� 2m +1 � � ):
:

Por outro lado,

2� x2 = � + 2� x1 + � � 2m (1 + � � y1)m + 0(j z j2m +2 )

ou x2 = x1 + 1
2� (� + � � 2m ) + �

2� m� 2m + � y1 + O(� 2m +2 � )+

+ O(� 2m +1 � � ): Como � = 1
3 temos 1 � � = 2� isto �e

x2 = x1 + 1
2� (� + � � 2m ) + �

2� m� 2m + � y1 + 0(� 2m +1 � � ):

Fazendo a = 1
2� (� + � � 2m ) e 
 = � m

2� � 2m + � > 0; obtemos a
express~ao de ~' (x1; y1): �

Portanto o Teorema15 da Curva Invariante de Moser para o caso
anal��tico seguedo seguinte:
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Teorema 16. Seja F (x; y) = (x+ a(
 )+ 
 y+ f (x; y; 
 ); y+ g(x; y; 
 ))
onde f ; g s~ao fun�c~oesanal��ticas em j y j< 1, j I m(x) j� r , tal que F
preserva�area e 0 < 
 < 1:

Existe uma constante � > 0; independente de 
 ; tal que se j
f jr ;1 + j g jr ;1< 
 � ent~ao F possui uma curva invariante anal��tica
x = u(� ); y = v(� ) com j v j< 1 e u0(� ) > 0; û(� ) = u(� ) � � e
v(� ) peri�odicas de per��odo 1.

Aqui j f jr ;s = sup j f j para j y j< s; j I m(x1) j< r: (Veja o 2o

passona demonstra�c~ao abaixo).

A prova desteteorema ser�a apresentada no �nal desta se�c~ao. Ire-
mos mostrar a exist̂encia de curvas invariantes dentro do contexto
Lagrangiano, tal como apresentado no artigo de Levi e Moser [49].

Apesardaship�otesesaqui utilizadas serembem mais fortes do que
as usuais da Teoria KAM, v�arios aspectos interessantes desta teoria
podem ser ressaltados.

O primeiro deles,�e o uso de um "m�etodo variacional "para achar
a curva invariante, isto �e, usando a fun�c~ao geratriz da aplica�c~ao do
tip o twist, o problema de achar uma curva invariante traduz-se em
encontrar uma solu�c~ao para uma equa�c~ao de diferen�cas(equa�c~ao ho-
mol�ogica).

O segundoaspecto �e a modi�ca�c~ao do M�etodo de Newton para
encontrar aproxima�c~oespara a solu�c~ao. Isto signi�ca que em cada
etapa do processoiterativ o ao inv�esde resolver a equa�c~ao linearizada,
como no m�etodo de Newton usual, resolve-sea mesmaa menosde
um erro quadr�atico.

Finalmente, mostra-secomoassociar a um problema de exist̂encia
de curva invariante numa vizinhan�ca de um ponto �xo el��ptico um
problema perturbativ o.

Estestr êsaspectospor si s�o justi�cam, sen~aopor raz~oesest�eticas,
a escolhada exposi�c~ao que �zemos.

Para outras abordagensepara uma ampla discuss~aosobrea teoria
KAM referimos ao artigo [25] de R. de La LLave.

Passos preparat� orios para a pro va do teorema 16: Ap�os
reformular a quest~ao da exist̂encia de curvas invariantes em termos
da fun�c~ao geratriz, a id�eia �e usar um m�etodo de aproxima�c~oessu-
cessivas para resolver uma equa�c~ao de diferen�cas n~ao linear. Para
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isso, usa-seum m�etdodo de Newton modi�cado em que ao inv�esde
resolver a equa�c~ao linearizada usual, esta �e resolvida a menosde um
erro quadr�atico. Al �em do controle desteerro em cada etapa do pro-
cesso,h�a necessidadede acompanharuma diminui�c~ao do dom��nio de
analiticidade da solu�c~ao em rela�c~ao aosdados iniciais. Este �e o con-
te�udo do Lema de Aproxima�c~ao (Lemma 23). Finalmente prova-se
o resultado principal, Teorema17, que prova a exist̂encia de solu�c~ao
�unica, desdeque iniciemos com uma "quase solu�c~ao".

1o Passo: Reformula�c~ao do problema da exist̂encia da curva invari-
ante usandoa fun�c~ao geratriz h (princ��pio variacional ).

Seja h(x1; x2) uma fun�c~ao geratriz da aplica�c~ao, isto �e, h �e uma
fun�c~aoanal��tica quesatisfazh(x1+1 ; x2+1) = h(x1; x2), @12h(x1; x2) <
0 ef (x1; y1) = (x2; y2) sesomente se@1h(x1; x2) = � y1 e @2h(x1; x2) =
y2:

Suponha que � 7! (u(� ); v(� )) seja uma curva � , de classeC1, tal
que u �e crescente e u(� + 1) = u(� ) + 1 .

Podemosusar a fun�c~ao geratriz h para descrever a condi�c~ao de
invariância de � de modo que f j � �e conjugada a uma rota�c~ao de
ângulo ! ; isto �e

f (u(� ); v(� )) = (u(� + ! ); v(� + ! )) :

Em termos da fun�c~ao h isto signi�ca:
�

v(� ) = � @1h(u(� ); u(� + ! ))
v(� + ! ) = @2h(u(� ); u(� + ! ))

ou
�

v(� ) = � @1h(u(� ); u(� + ! ))
v(� ) = @2h(u(� � ! ); u(� ))

Portanto, estamosprocurando uma fun�c~ao � 7! u(� ) tal que

@1h(u(� ); u(� + ! )) + @2h(u(� � ! ); u(� )) = 0

Seusarmosa seguinte nota�c~aou+ (� ) = u(� + ! ); u� (� ) = u(� � ! )
podemosescrever a equa�c~ao acima como E(u(� )) = 0; onde
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E(u(� )) = @1h(u(� ); u+ (� )) + @2h(u� (� ); u(� )) :

Observ a�c~ao: a fun�c~ao u
0
(� )E (u(� )) tem m�edia zero, isto �e,

Z 1

o
u

0

(� )E (u(� ))d� = 0:

Demonstra�c~ao. Sedenotarmosr G(� ) = G(� + ! ) � G(� ) e r � G(� ) =
G(� ) � G(� � ! ) ent~ao

u
0
(� )E (u(� )) = u

0
(� )@1h(u(� ); u+ (� )) + u0(� )@2h(u+ (� ); u(� ))

= d
d� h(u(� ); u+ (� )) � r [(u0(� )@2h(u� (� ); u(� ))] :

Portanto Z 1

0
u

0
(� )E (u(� ))d� =

Z 1

0

d
d�

h(u(� ); u+ (� ))d� �
Z 1

0
r [u0(� )@2h(u� (� ); u(� ))]d� =

h(u(1); u+ (1)) � h(u(0); u+ (0)) �
Z 1

0
r [u0(� )@2h(u� (� ); u(� ))]d� :

Mas h(u(1); u+ (1)) = h(u(0) + 1; u+ (0) + 1) = h(u(0); u+ (0)) ; ou
seja,o primeiro termo �e nulo. Quanto ao segundo,

Z 1

0
u0(� + ! )@2h(u(� ); u(� + ! ))d� �

Z 1

0
u0(� )@2h(u(� � ! ); u(� ))d�

fazemosa mudan�ca � + ! = ' na primeira integral para obter:

Z ! +1

!
u0(' )@2h(u(' � ! ); u(' ))d' �

Z 1

0
u0(� )@2h(u(� � ! ); u(� ))d�

Como
Z !

0
u0(� )@2h(u� (� ); u(� ))d� =

Z 1+ !

1
u0(� )@2h(u� (� ); u(� ))d�
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Ent~ao reescrevemos

R! +1
! u0(� )@2h(u� (� ); u(� ))d� +

R!
0 u0(� )@2h(u� (� ); u(� ))d� �

�
R1

0 u0(� )@2h(u� (� ); u(� ))d� �
R1+ !

1 u0(� )@2h(u� (� ); u(� ))d� = 0

�

2o Passo: De�ni�c~aodeum espa�code fun�c~oesondeprocurar a solu�c~ao
de E(u) = 0:

Se g : IR ! IR �e uma fun�c~ao peri�odica, de per��odo 1 e anal��tica
real ent~ao usandoa expans~ao de Taylor, podemosestend̂e-la a uma
vizinhan�ca do eixo real em IC: Vale tamb�em a seguinte estimativa: se
sup j g(n ) (� ) j= M n ent~ao, 9R > 0 tal que M n � n! Rn

Al �em disso,g =
P

gk e2� ik � onde gk =
R1

0 g(� )e2� ik � d� e existem
constantes K > 0 e a > 0 tais que

j gk j� K e� aj k j

Demonstra�c~ao. Se g(z) �e anal��tica em j I m(z) j< � ent~ao mudando
o caminho de integra�c~ao

R1
0 g(� )e2� k i� d� em IC para a curva

 = f t� i g0� t � 1 � f t + � i g0� t � 1 � f 1 + (1 � t)� i g0� t � 1

com j � j < � de modo que

gk =
Z 1

0
g(t + � i ) e2� k � e� 2� ik t dt:

Logo

j gk j=
Z 1

0
j g(t + � i ) j e2� k � dt:

Seja 0 < � < �: Se k > 0 de�nimos � = � � � e se k < 0
fa�camos� = � � � , de modo que e2� k � = e� 2� j k j ( � � � ) e j gk j�j g j �
e� 2� j k j ( � � � ) , onde j g j � = sup j g(z) j em j I m(z) j< �:

Fazendo� ! 0 obtemoso decaimento exponencial do coe�ciente
de Fourier de uma fun�c~ao anal��tica:
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j gk j�j g j � e� 2� j k j � : onde j g j � = sup j g(z) j em j I m(z) j< �:
�

Observequea fun�c~aog(z) = � gk e2k � iz �eanal��tica em um dom��nio
j I m(z) j< �

2 pois,

j gk e2� ik z j= j gk jj e� 2� ky j�j g j � e� 2� ( j k j � + ky)

Mas

j k j � + ky > j k j � � j k j
�
2

= j k j
�
2

para j y j<
�
2

:

De modo que j gk e2� ik z �j g j � e� � j k j � e portanto a s�erie acima
convergeuniformente.

Obtemos ent~ao, que seWr �e o espa�co das fun�c~oesanal��ticas
peri�odicas, de per��odo 1, em j I mz j< r ent~ao para todo g 2 Wr

vale: j gk j�j g jr e� 2� j k j r :
O pr�oximo resultado, Teorema17, diz que seiniciamos com uma

fun�c~ao u0(� ) tal que E(u0) �e su�cientemente pequeno,ent~ao existe
uma solu�c~ao (�unica com m�edia nula) para o problema E(u) = 0
descrito no 1o Passo,para u pr�oxima de u0:

Suponhamosque a fun�c~ao geratriz h(x1; x2) seja anal�itica e que
seestendaa h(z1; z2) em um dom�inio D � IC2:

Fixemos um n�umero R > 0 tal que ; 6= D R � D est�a de�nido por

DR = f (z1; z2)=dist((z1; z2); D c) > Rg;

isto �e, DR �eo maior subconjunto de D cuja R-vizinhan�caest�a contida
em D:

Teorema 17. Suponha que minD j @12h j> N1 e que exista M > 0
tal quej h jC 3 < M em D (todasas derivadasat�e ordemtr êslimitadas
por M ).

Suponha queexista uma fun�c~ao u0(� ) tal que: u0(� ) � � 2 Wr para
algum 0 < r < 1 e que a curva (u0(z); u+

0 (z)) esteja inteir amente
contida em DR para j I m(z) j< r:

Al�em disso, suponha que exista No > 0 tal que j u
0

0 jr < No;
j (u

0

0)� 1 j< No:
Se� �e um n�umero quesatisfaz�a Condi�c~ao Diofantina (CD): exis-

tem K > 0; � > 0 tais que
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j � �
p
q

j�
K

q2+ � 8p;q > 0 inteir os:

Ent~ao existe� = � (r; R; M ; No; K ; � ; N1) > 0 tal quesej E(u0) jr <
� , existe uma �unica fun�c~ao u pr�oxima de u0, tal que E(u) = 0 com
u(� ) � � 2 Wr =2 e

R1
0 (u(� ) � � )d� = 0:

Exemplo: Se(h(x1; x2) = 1
2 (x2 � x1)2 + V (x1) ent~ao E(u) = 2u(� ) �

u+ (� )� u� (� )+ V 0(u) ea condi�c~ao j E(u0) jr < � dependefortemente
da norma j V 0(x1) j :

No caso da aplica�c~ao standard, V(x1) = k
4� 2 cos(2� x1), assim

come�cando com fun�c~ao u(� ) = � , basta tomar k su�cientemente pe-
queno.

Os pr�oximos passose lemass~ao dedicados�a prova do Teorema17.
3o Passo: Modi�ca�c~ao do M�etodo de Newton

Escrevendo E(u + v) = E(u) + E 0(u):v + Q(v) com j Q(v) j�
c j v j2 para jvj pequeno, o m�etodo de Newton consisteem resolver
sucessivamente a equa�c~ao linear tip o E(u) + E 0(u):v = 0, para obter
uma seqûenciaconvergente �a solu�c~ao de E(u) = 0.

Ao inv�esdisso, Levi e Moser prop~oem uma outra equa�c~ao linear
(Equa�c~ao Homol�ogica) que seescreve na forma:

u0E(u) + u0E 0(u):v � vE 0(u):u0 = 0

Lembrando que u+ (� ) = u(� + � ) e u� (� ) = u(� � � ), temos

E 0(u):v =

= @11h(u; u+ )v + @12h(u; u+ )v+ + @21h(u� ; u)v� + @22h(u� ; u)v

e

u0:E 0(u)v � v:E 0(u)u0 =
u0@11h(u; u+ ):v + u0@12h(u; u+ )v+ + u0@21h(u� ; u)v�

+ u0@22h(u� ; u)v � v@11h(u; u+ )u0 � v@12h(u; u+ )(u0)+

� v@21h(u� ; u)(u0)� � v@22h(u� ; u)(u0)� =
@12h(u; u+ )(u0v+ � v(u0)+ ) + @21h(u� ; u)(u0v� � v(u0)� )
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Fazendov = u0w; de modo que v+ = (u0)+ w+ etc..., tem-se

u0E 0(u)v � vE 0(u)u0 =
@12 h(u; u+ )( u0(u0)+ w+ � u0w(u0)+ ) + @21 h(u� ; u)(u0(u0) � w� � u0w(u0) � )
= @12 h(u; u+ )u0(u0)+ :(w+ � w) � @12 h(u� ; u)u0(u0) � (w � w� )

Lembrando que

r G(� ) = G(� + � ) � G(� ) = (G+ � G)( � )

r � G(� ) = G(� ) � G(� � � ) = (G � G� )( � )

Escrevemos:

@12h(u; u+ )u0(u0)+ r w � @12h(u� ; u)u0(u0)� r � w

Mas

r � (@12h(u; u+ )u0(u0)+ ) =
@12h(u; u+ )u0(u0)+ � @12h(u� ; u)u0(u0)�

e
r � (@12h(u; u+ )u0(u0)+ r w) =
@12h(u; u+ )u0(u0)+ r ! � @12h(u� ; u)u0(u0)� r � w

Isto signi�ca que podemos reescrever a equa�c~ao homol�ogica na
seguinte forma:

r � (@12h(u; u+ )u0(u0)+ r w) = � u0E(u):

Esta equa�c~ao pode ser ent~ao resolvida em duas etapas:

�
r � ( ) = � u0E(u)
@12h(u; u+ )u0(u0)+ r w =  + � ; � constante

a ser determinada.
Como @12h(u; u+ )u0(u0)+ < 0; a segundaequa�c~ao se escreve na

forma r w = g:
O pr�oximo lema a�rma a exist̂encia da solu�c~ao para o sistema

acima, mas com uma perda no dom��nio da analiticidade.
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Lema 23. (de Apro xima�c~ao)
Suponha que � satisfa�ca �a condi�c~ao diofantina (CD)

j �q � p j�
K

q� +1

e g 2 Wr tenha m�edia zero. Ent~ao, para todo 0 < r 0 < r , a equa�c~ao
r ' = g tem solu�c~ao �unica, com ' 2 Wr 0, e

R1
0 'd� = 0 (m�edia

zero) tal queexiste uma constante C(K ; � )

j ' jr 0� C(K ; � )
j g jr

(r � r 0)� ; � = 2 + �

Demonstra�c~ao. Escreva as s�eries de Fourier ' (� ) =
P

' n e2n� i� e
g(� ) =

P
gn e2n� i�

r ' (� ) = ' (� + � ) � ' (� ) =
X

' n e2n� i� (e2n� i� � 1):

Para que r ' (� ) = g(� ) devemoster ' n =
gn

e2n� i� � 1
e ' 0 = 0:

Esta �ultima condi�c~ao �e necess�aria para que ' tenha m�edia zero e
�e poss��vel porque estecoe�ciente �ca indeterminado na equa�c~ao.

A condi�c~aoDiofantina (CD) nosd�a a exist̂enciade uma constante
K tal que escolhendom com j n� � m j< 1

2 ; temos

j e2n� i� � 1 j= 2 j sen(n� � ) j= 2sen(� j n� � m j) � 4 j n� � m j>
4K

j n j � +1

Al �em disso, j gn j� j g jr e� 2� jn j r ; pois g 2 Wr :

Logo, j ' n j� j gj r e� 2 � j n j r :j n j 1+ �

4K
Se 0 < r

2 < s < r;

j ' n j�j g jr (4K )� 1 : e� 2� sjn j e� 2� ( r � s) jn j : j n j1+ �

usandoque xe� x � e� 1 e fazendox = 2� ( r � s) jn j
1+ � obtemos:
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2� (r � s) j n j
1 + �

: e
� 2 � ( r � s ) j n j

1+ � < e� 1

ou
�

2� (r � s)
1 + �

� 1+ �

j n j1+ � e� 2� ( r � s) jn j < e� (1+ � )

isto �e,

j ' n j�j g jr (4K ) � 1e� 2� sjn j : (1+ � )1+ �

(2 � )1+ �
1

(r � s)1+ � e1+ �

ou seja: j ' n j�j g jr C(K ; � ) e� 2 � j n j s

( r � s)1+ �

Portanto, ser 0 > 0 �e tal que s = r + r 0

2 obtemos

j ' jr 0� � j ' n j e2jn j � r 0
� � j gj r C (K;� )e2� j n j ( r 0� s )

( r � s)1+ �

ou j ' jr 0 � 2jgj r C (K;� )
( r � s)1+ � : � e2� jn j ( r 0� s) :

j ' jr 0 �
2 j g jr C(K ; � )

(r � s)1+ � :
1

1 � e2� ( r 0� s)
:

Usando que 1
1� e� 2 � x < 1

x para 0 < x < 1
2 temos

j ' jr 0�
2C(K ; � )
(r � s)1+ � :

j g jr
(s � r 0)

=

2C(K ; � ) j g jr
(s � r 0)2+ � =

2(3+ � ) C(K ; � ) j g jr
(r � r 0)2+ �

Conclu��mos assima demonstra�c~ao do Lema de Aproxima�c~ao 23. �
Analogamente procedemospara a equa�c~ao r �  = g onde g tem

m�edia zero e r �  (� ) =  (� ) �  (� � � ):
r �  (� ) = �  n e2n� i� [1 � e� 2� in� ] e obviamente
j 1 � e� 2� in� j= j e2n� i� � 1 j :
Voltemos nossaaten�c~ao agora para o sistema

�
r �  = g(u) = � u0 E(u)
p� 1r w =  + �
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Onde p� 1 = @12h(u(� ); u+ (� ))u0(� )(u+ )0(� ) e o parâmetro � �e deter-
minado pela condi�c~ao

R2�
o p( + � )d� = 0

isto �e � = �
R

p d�R
pd� :

Primeiramente resolvemos r �  = � u0E(u) com u satisfazendo
as hip�otesesdo Teorema16:

u(� ) � � 2 Wr ; j (u0)� 1 jr < N; j u0 jr < N:

Pelo Lema 23 de Aproxima�c~ao,

j  jr 0�
C(K ; � ) j u0 jr j E (u) jr

j r � r 0 j �

� C(K ; � ; N )
j E (u) jr
j r � r 0 j �

:

Para obtermosuma estimativa para a solu�c~aoder (w) = p( + � ),
observemosque r � ( + � ) = r �  = � u0E(u) e

j � j�

R
j p j

j
R

p j
�j  jr 0

R
j p j

j
R

p j
=

j  jr 0

R
1

j@12 hu 0(u+ )0j

j
R

1
@12 hu 0(u+ )0 j

:

Usando a desigualdadede Cauchy-Schwarz obtemos

1
j
R

1
@12 hu 0(u+ )0 j

�j
Z

@12hu0(u+ )0 j� N 2:

Portanto j � j�j  jr 0 N 2M :N 2N1 = j  jr 0 M N1N 4

isto �e: j � j� C(k; � ; N ; N1; M )
j E (u) jr
j r � r 0 j �

Usando o Lema 23, de Aproxima�c~ao, conclu��mos que existe uma
constante C0

1 tal que a solu�c~ao de r w = p( + � ) satisfaz

j w j � � C0
1(K ; � )

j p( + � ) jr 0

j r 0 � � j �
� C1:

j E (u) jr
j r � r 0 j � j r 0 � � j �

:
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para todo 0 < � < r 0 < r com C1 = C0
1(K ; N1; � ; N ; M )

Fazendo r 0 = � + r
2 ; obtemos j w j � � C1

jE (u) j r

j r � � j 2�

Finalmente, sev = u0w ent~aoobtemosuma solu�c~aopara u0E(u)+
u0E 0(u)v � vE 0(u)u0 = 0 anal��tica, que satisfaz:

j v j � � C2(K ; � ; N1; N ; M )
j E (u) jr
j r � � j2�

e usandoa estimativa de Cauchy, provamosque:

j v0 j � � 2C2
j E (u) jr

j (r � � ) j2� +1

Com efeito, sev(z) = 1
2� i

R



v(w )
w � z dw, ent~aov0(z) = 1

2� i

R



v(w )
(w � z)2 dw

Para z tal que j I m(z) j< � , tomemoso c��rculo 
 =: fj w � z j=
r � � g para obter a seguinte estimativa:

j v0(z) j�
1

2�

Z




j v(w) j

j w � z j2
j dw j

�j v j j I m (z) j+ r � �
1

j r � � j
� C2

j E (u) jr
j r � � j jj I m(z) j � � j2�

Issosigni�ca, que para veri�car a estimativa para a derivada de v
�e su�ciente que se tenha j I m(z) j + r � � < �:

Conclu��mos assimque, dado � < r seja ~� = � + r
2 . Ent~ao vale:

j v j � �j v j ~� � C2
j E (u) jr
j r � ~� j2� = 22� C2

j E (u) jr
j r � � j2� +1

e

j v0 j � �j v j ~�
1

j ~� � � j
� 22� +1 C2

j E (u) jr
j r � � j2� +1 :

Logo, fazendoC = 22� C2 valem as seguints desigualdadespara a
solu�c~aode u0E(u) + u0E 0(u)v � vE 0(u)u0 = 0:

j v j � � C
j E (u) jr

j (r � � )2�
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j v0 j � � 2C
j E(u) jr

j (r � � )2� :

4o Passo: Estimativ a do erro quadr�atico

Lema 24. Suponha que v = u0w com w 2 W� (0 < � < r ) seja
uma solu�c~ao da equa�c~ao u0E(u) + u0E 0(u)v � vE 0(u)u0 = 0, tal que
j w j � � C1

jE (u) j r

j r � � j 2� :

Ent~ao j E(u + v) j � � C6
j E (u) j2r
j r � � j4�

para C6 = C6(k; � ; N1; N ; M )

Demonstra�c~ao. Vimos que a equa�c~ao u0E(u) + u0E 0(u):v = vE 0(u)u0

equivale a:

E(u) + E 0(u):v = (u0)� 1vE 0(u)u0 = w
d
d�

[E (u)]:

Pela estimativa de Cauchy j d
d� [E (u)] j � � D jE (u) j r

j r � � j para alguma
constante D :

Logo, j E (u) + E 0(u):v j � �j w j � D jE (u) j r

j r � � j :

Por hip�otese,j w j � � C1 jE (u) j r

j r � � j 2� : Portanto, existe uma constante
C3 > 0 tal que

j E(u) + E 0(u):v j � � C3
j E (u) j2r

j r � � j2� +1 :

Pela F�ormula de Taylor, E (u + v) = E(u) + E 0(u):v + Q(u; v)
com j Q j � � ~C j v j2� ; e al�em disso j v j � = j u0w j � � N j w j � �
N C1 jE (u) j r

j r � � j 2� :
Donde conclu��mos que

j E(u + v) j � �
C3 j E (u) j2r
j r � � j2� +1 +

~CN 2C2
1 j E (u) j2r

j r � � j4� :



\impa1"
2005/5/2
page134

i

i

i

i

i

i

i

i

134 [CAP. 3: CURVAS INVARIANTES

Lembrando que � = 2+ � ; existe uma constante C6 > 0 tal que,
j E (u + v) j � � C6

jE (u) j 2
r

j r � � j 4� : �

5o Passo: Converĝencia do processoiterativ o para uma solu�c~ao de
E(u) = 0:

Se r > 0 �e dado como nas hip�otesesdo teorema 17, �xado r 1 <
r , de�nimos a seqûencia r n = r n � 1 + r 1

2 ; com r0 = r: �E claro
que em cada etapa a distância entre r n e r1 �e dividida por 2,
rn � r1 = r n � 1 + r 1

2 � r1 = r n � 1 � r 1

2 de modo que r n ! r1 e

rn � rn +1 = ( r 0 � r 1 )
2n +1 :

Vamossupor queresolvemossucessivamente a equa�c~aou0
n E(un )+

u0
n E 0(un ):vn = vn E 0(un )u0

n com u0 satisfazendoas hip�otesesdo Teo-
rema 17, e un +1 = un + vn , un 2 Wn e vn satisfazendoas seguintes
estimativas:

j vn jr n +1 � C1
j E (un ) jr n

j rn � rn +1 j2� e

j v0
n jr n +1 �

2C1 j E (un ) jr n

j rn � rn +1 j2� +1 :

De modo quepela estimativa quadr�atica do erro (4o Passo) temos:

j E (un +1 ) jr n +1 � C6
j E (un ) j2r n

j rn � rn +1 j4� =
C6(24� )n +1 j E (un ) j2r n

j r0 � r1 j4�

Sejam � n = j E(un ) jr n e a = 24� ; temos ent~ao uma express~ao
tip o � n +1 � C7an � 2

n para alguma constante C7:
�E precisoencontrar um n�umero � > 0 tal que iniciando com uma

condi�c~ao j E(u0) jr 0 = � 0 < � , como no enunciado do Teorema17 ,
temos � 2

n ! 0 su�cientemente r�apido de maneira queo produto an � 2
n

convirja a zero.
Escrevendo � n = C7an +1 � n temos

� n +1 = C7an +2 � n +1 � C2
7 a2n +2 � n

2 = � 2
n :

De modo queseescolhemos� 0 tal que C7a� 0 < 1, ent~ao � n � � 2n

0 ,
que convergea 0 e obviamente � n ! 0:
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Mas
un = u0 + � n

j =1 (uj � uj � 1) = u0 + � n � 1
j =0 vj

e

j vn jr 1 �j vn jr n +1 � C1
� n

j rn � rn +1 j2� =
C1(22� )n +1 � n

(r0 � r1 )2�

Como acabamosde ver, o lado direito �e o termo geral de uma
s�erie convergente.

Logo � vn convergeabsolutamente em j I m(z) j< r 1 :
O mesmopode sera�rmado sobreun e al�em disso, E(lim( un )) =

lim E(un ) = 0: Isto �e un convergeuniformemente a uma solu�c~ao de
E(u) = 0 no dom��nio j I m(z) j< r 1 :

6o Passo: Resta apenasprovar que em cadapassodo processoitera-
tiv o obtemosuma fun�c~ao un ; para a qual valem as hip�otesesusadas
no 3o Passoe no Lema 23 (de Aproxima�c~ao).

Isto �e, resta provar que un 2 Wr n com

(un ; u+
n ) � DR para j I m(z) j< r n e

j u0
n jr n < N; j (u0

n )� 1 jr n < N:

Lema 25. Suponha que u0(� ) seja uma fun�c~ao (condi�c~ao inicial)
tal que u0(� ) � � 2 Wr para algum 0 < r < 1: Suponha que
(u0; u+

0 ) 2 DR para j I m(z) j< r e quej u0
0 jr < N; j (u0

0)� 1 jr < N
onde R e N s~ao dadosna hip�otesesdo Teorema 17

Se un = un � 1 + (u0
n � 1)wn � 1 com wn � 1 2 Wr n a solu�c~ao da

equa�c~ao homol�ogica ent~ao

j un � u0 jr n <
R
2

e j u0
n � u0

0 jr n <
2
N

para todo n = 1; 2 � � �
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Demonstra�c~ao. Usando a nota�c~ao da prova do Lema 23, a = 24� ,
� n = C7an +1 � n ; rn � rn � 1 = 2� (n +1) (r0 � r1 ); se � � 4� ent~ao

� � n
( r n � r n � 1 ) � = � � n 2� ( n +1)

( r 0 � r 1 ) � �

� (r0 � r1 )� � C � 1
7 � C7� n an +1 =

(r0 � r1 )� � C � 1
7 � � n �

� 2� 0
C7 ( r 0 � r 1 ) � =

2a� 0
( r 0 � r 1 ) � para � 0 < 1

2 :

Logo

j un � u0 jr n � � n � 1
k=0 j vk jr k � � C1 � k

j r k � r k +1 j 2�

� 2aC 1 � 0
j r 0 � r 1 j 2�

e j u0
n � u0

0 jr n � � n � 1
k=0 j v0

k jr k � � j v0
k jr k

� � C1 � k
j r k � r k +1 j 2� +1 � 2C1 � 0 a

j r 0 � r 1 j 2� +1 :

Basta portanto, escolher� 0 = j u0 jr su�cientemente pequenopara
obtermos as desigualdadesenunciadas. �

Lema 26. Nas mesmascondi�c~oesdo Lema 25, se j u0 j< N ent~ao

(un (z); u+
n (z)) 2 D R

2
em j I m(z) j< r n

j u0
n jr n < 2N; j (u0

n )� 1 j< 2N ; 8n = 1; 2; :::

Demonstra�c~ao. Podemos supor que N > 2. Suponha que (z1; z2)
sejamtais que

dist ((z1; z2); (un (� ); u+
n (� )) < R

2 para todo � tal que j I m(� ) j<
rn : Ent~ao
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dist ((z1; z2); (u0(� ); u+
0 (� ))) �

dist ((z1; z2); (un (� ); u+
n (� )) + dist ((un (� ); u+

n (� )) ; (u0(� ); u+
0 (� )) <

R
2 + R

2 = R; para todo n su�cientemente grande.

Como (u0; u+
0 ) 2 DR , segueque (z1; z2) 2 D : Isto quer dizer que

se dist ((z1; z2); (un (� ); u+
n (� ))) < R

2 , ent~ao (z1; z2) 2 D . Logo, por
de�ni�c~ao do subconjunto D R

2
, segueque (un ; u+

n ) 2 D R
2

:

Al �em disso,pelo lema 25, j u0
n jr n �j u0

n � u0
0 jr n + j u0

0 jr n �
� 2

N + N < 2N:

E ainda, j (u0
0)� 1 jr n �j (u0

0)� 1 jr < N , o que implica

j u0
0 jr n >

1
N

:

Isso, juntamente com a desigualdadej u0
n � u0

0 jr n < 1
2N ; nos fornece

1
2N < j u0

n jr n ou j (u0
n )� 1 j< 2N .

Dete modo, conclu��mos a prova do Lema 26 e do Teorema17. �

Passemos�a prova do Teorema16 (Teoremada Perturba�c~ao).
Este resultado n~ao �e conseqûencia direta do que acabamosde

provar mas sim da sua demonstra�c~ao. A partir da constru�c~ao de um
princ��pio variacional adequadoprova-seque todosospassosdescritos
na prova do Teorema17 podem ser dados.

Em particular, mostramosque �e poss��vel escolherum n�umero �
que satisfaz �a condi�c~ao diofantina (CD), de modo que a restri�c~ao
da aplicac~ao F ao c��rculo invariante seja conjugada (no nossocaso
analiticamente conjugada) �a rota�c~ao de ângulo �

2� :
Iniciamos escrevendoo princ��pio variacional em coordenadascon-

venientes: F (x1; y1) = (x1+ a(
 )+ 
 y1+ f (x1; y1; 
 ); y1+ g(x1; y1; 
 ))
Se p = 
 � 1(x2 � x1 � a(
 )), ent~ao p = y1 + 
 � 1f (x1; y1; 
 ):Vamos

escrever a fun�c~ao geratriz nas coordenadas(x1; p): Por hip�otese

 � 1 j f jr ;1< � < 1; logo a aplica�c~ao (x1; y1) 7! (x1; p) �e um
difeomor�smo global de modo que y1 = p + ~f (x1; p; 
 ) com 
 � 1 j
~f j< � em aberto j I m(x1) j< r e j p j< � 1:
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Isto segueda seguinte propriedade das fun�c~oes anal��ticas reais,
cuja prova pode ser vista, no Lema A.3 da p�agina 730 de Poschel
[63]:

Lema 27. Seja G uma fun�c~ao anal��tica real que se estendea uma
vizinhan�ca Uh da forma j I m(y) j< h no plano complexo, tal que
j G(y) � id j� � � h

4 . Ent~ao G possui uma inversa anal��tica real ' ,
de�nida em uma vizinhan�ca Uh

4
quesatisfaz

j ' � id j< � ;
h
4

j d' � I d j< � :

Demonstra�c~ao. Seja� = h
4 . Tomemosdois pontos u; v 2 U2� tais que

G(u) = G(v). Ent~aou� v = u� G(u)� v+ G(v) e j u� v j�j G(u) � u j
+ j G(v) � v j� 2� < 2� . Portanto o segmento [u; v] = (1 � s)u + sv,
s 2 [0; 1] est�a contido no aberto U3� .

Pela estimativa de Cauchy para func~oesanal��ticas reais, ao longo
de [u; v] temos

j dG � I d j3� �
4j G � id jh

h
�

�
�

< 1:

Ou seja G �e uma perturba�c~ao da identidade e pelo Teoremado
Valor M�edio, j u � v j�j dG � I d j� �

� j u � v j. O que implica
u = v, isto �e, G �e injetiv a em U2� : Al �em disso, G(U2� ) cont�em U� ,
tendo em vista que, dado z 2 U� a equa�c~ao G(y) = z se escreve
y + (G(y) � y) = z com j G � id j� � .

Logo, se z 2 U� ent~ao a aplica�c~ao Tz (y) = y � G(y) + z �e uma
contra�c~ao em uma vizinhan�ca compacta contida em U2� .

Encontramos assim ' : U� ! U2� tal que ' = G� 1.
Como j G � id j� � em U2� , valem as estimativas: j ' � id j� �

em U� e

j d' � I d j � � j (dG) � 1 � I d j2� =

= j (dG) � 1 j2� j dG � I d j2� �
j dG � I d j2�

1 � j dG � I d j2�
�

�
�

:

�
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Continuando, de modo an�alogo, para y2 = y1 + g(x1; y; 
 ) com

 � 1 j g jr ;1< � < 1; obtemos y2 = p+ ~g(x1; p; 
 ) com 
 � 1 j ~g jr 1 ;� 1 <
� < 1:

Seja h(x1; x2) a fun�c~ao geratriz da aplica�c~ao F ou seja, tal que
F (x1; y1) = (x2; y2) se somente se dh = y2dx2 � y1dx1: Como
dx2 = 
 dp+ dx1 temos


 � 1(y2dx2 � y1dx1) = 
 � 1(y2
 dp+ y2dx1 � y1dx1) ou

 � 1(@1h + @2h)dx1 + @2hdp = y2dp+ 
 � 1(y2 � y1)dx1:

Portanto, se l(x1; p) = 
 � 1h(x1; x1 + 
 p + a(
 )) conclu��mos que
f (x1; y1) = (x2; y2) se somente se y2 = @2 l (x1; p); y2 � y1 =

 @1l (x1; p):

Finalmente, observequel(x1; p) = p2

2 + l � (x1; p; 
 ) coml � anal��tica
satisfazendoj l � jr 1 � 1 < � em j p j< � 1:

Vejamos agora como �cam os passospara a obten�c~ao de uma
curva invariante x1 = u(� ) = � + û(� ) e y1 = v(� ) com û e v
peri�odicas e com n�umero de rota�c~ao � a ser determinado, tal que
x2 = u(� + � ):

Substituindo emp = 
 � 1(x2� x1� a(
 )) obtemosp(� ) = 
 � 1(u(� +
� )� u(� )� a(
 )) : Usandoa nota�c~aoda prova do Teorema17, (r g(� ) =
g(� + � ) � g(� ) = g+ (� ) � g(� ) etc:::), podemosescrever:

p(� ) = 
 � 1r û(� ) + 
 � 1(� � a(
 )) :

De�nindo � = 
 � 1(� � a(
 )) obtemos p(� ) = 
 � 1r û(� ) + �:
A equa�c~ao E(u) = @1h(u; u+ ) + @2h(u� ; u) = 0; usandoo novo

princ��pio variacional l (x1; p) = 
 � 1h(x1; x1 + 
 p+ a(
 )) ; seescreve:


 @1l (u; u+ � u � a(
 )) � @2l (u; 
 � 1(u+ � u � a(
 )))+
+ @2l (u� ; 
 � 1(u � u� � a(
 ))) = 0

Substituindo 
 � 1(u+ � u � a(
 )) = 
 � 1r û(� ) + � = p(� ) e

 � 1(u � u� � a(
 )) = 
 � 1r û(� � � ) + � = p(� � � ) na express~ao
acima tem-seque:


 @1l (u(� ); p(� )) � @2 l (u(� ); p(� )) + @2l (u(� � � ); p(� � � )) = 0

 � 1[@2l (u(� ); p(� )) � @2l (u(� � � ); p(� � � ))] � @1l (u(� ); p(� )) = 0
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Como mudamosascoordenadasdo princ��pio variacional, agoradeno-
tando r � g(� ) = 
 � 1[g(� ) � g(� � � )], podemosescrever

E(u) = r � @2 l (u(� ); p(� )) � @1l (u(� ); p(� )) :

Portanto, sep(u) = 
 � 1(u+ � u � a(
 )) ent~ao p(u� ) = 
 � 1(u � u� �
a(
 )) e p0(u):v = 
 � 1(v+ � v).

Derivando e fazendo as simpli�ca�c~oes, chegamos�a seguinte ex-
press~ao para o m�etodo de Newton modi�cado:

u0:E 0(u)v � v:E 0(u):u0 = 
 � 2l22(u; p(u))[u0v+ � v(u0)+ ]�


 � 1l21(u� ; p(u� ))[u0v� + v(u0) � ]+ 
 � 2l22(u� ; p(u� ))[u0v� � v(u0)� ]�

� 
 � 1l21(u; p(u))[u0v+ � v(u0)+ ]; onde l ij = @ij l

As substitui�c~oesv = u0w, v+ = (u0)+ w+ , etc. na equa�c~aou0:E 0(u)v�
v:E 0(u):u0 = � u0E(u) resultam na seguinte equa�c~ao:

u0:E 0(u)v � v:E 0(u):u0 =

[
 � 2l22(u; p(u))u0(u0)+ � 
 � 1l21(u; p(u))u0(u0)+ ](w+ � w)+

[
 � 2l22(u� ; p(u� ))u0(u0) � � 
 � 1l21(u� ; p(u� ))u0(u0)� ](w� � w) = � u0E(u)

Que �e equivalente �a equa�c~ao:

r � [[l22(u; p(u)) � 
 l12(u; p(u))]u0(u0)+ r w] = � u0E(u)

e ao sistema
r � ( ) = � u0E(u)

[l22(u; p(u)) � 
 l12(u; p(u))]u0(u0)+ r w =  + �

Antes de prosseguir imitando a prova do Teorema 17, precisamos
escolherum n�umero � tal que � = 
 � 1(� � a(
 )) estejano dom��nio
de l ; por exemplo j w � a(
 ) j< 


2 ; de modo que j � j< 1
2 : Para

o Lema de Aproxima�c~ao, como as equa�c~oes obtidas anteriormente
dependem do fator de escala
 ; a condi�c~ao diofantina tamb�em sofre
uma dilata�c~ao e supomosque j � � p

q j� 
 k
q� +2 :

�E preciso, portanto, mostrar que podemosfazer uma escolhade
� satisfaza estasduas condi�c~oes.

A possibilidadedesta escolhaseguedo fato de que o conjunto dos
n�umeros que satisfazem�a condi�c~ao diofantina tem medida total em
[0; 1], ver [58].
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Demonstra�c~ao. Provemosque o complementar no intervalo [0; 1] dos
n�umerosque n~ao satisfazem�a condi�c~ao diofantina (CD) tem medida
nula.

De fato, se � n~ao satisfaz �a condi�c~ao diofantina, ent~ao 8�; K > 0
a inequa�c~ao jn� � mj < K n � (2+ � ) tem sempre uma solu�c~ao com
n > 0; m inteiros.

Considereo conjunto B (K ; � ) = f � 2 [0; 1]jn� � mj < K n � (2+ � ) g.
O conjunto B dos n�umerosque n~ao satisfazem�a condi�c~ao diofantina
seescreve B = \ K B (K ; � )

Para n; m �xos, a inequa�c~ao acima de�ne um intervalo I (K ; �; n)
em torno do n�umero m

n de tamanho 2K n� (3+ � ) . Al �em disso, a ine-
qua�c~ao jn� � mj < K n � (2+ � ) implica que � K < m < K + n e este
intervalo cont�em, no m�aximo, 2K + n + 1 n�umeros inteiros.

Portanto, denotandopor m(A) a medida de Lebesguede um sub-
conjunto A, obtemos

m(B (K ; � )) �
1X

n =1

m(I (K ; �; n)) �
1X

n =1

(2K + n + 1)2K n� (3+ � )

Mas 2K + n + 1 < 2(K + 1)n, portanto

m(B (K ; � )) < 4K (K + 1)
1X

n =1

n� (2+ � ) = 4K (K + 1)S(� )

onde �zemos S(� ) =
P 1

n =1 n� (2+ � ) .
Portanto, m(B ) � 4K (K + 1)S(� ), 8K > 0 ou seja, m(B ) tem

medida nula. Como quer��amosdemonstrar. �
Escolhido o n�umero � , resta observar que pelo fato de l(x1; p) =

p2

2 + 0(� ); podemosiniciar com a fun�c~ao u0(� ) = � de modo que
û0(� ) = 0, p(u(� )) = � e @2l (� ; � ) = � + 0(� ); @1 l (� ; � ) = 0(� ) e
E(u0) = 0(� ): Al �em disso, @22l = 1 + 0(� ) o que implica que o sis-
tema associado ao m�etodo de Newton modi�cado pode ser resolvido
de modo an�alogo ao descrito na prova do Teorema17.

Com isso,conclu��mos a prova do Teorema16 e do Teorema15 da
Curva Invariante de Moser.

Exemplo: Voltando �as aplica�c~oes do tip o bilhar em uma cur-
va convexa, sabemosque existem pelo menosdois pontos peri�odicos



\impa1"
2005/5/2
page142

i

i

i

i

i

i

i

i

142 [CAP. 3: CURVAS INVARIANTES

de per��odo dois, que correspondem �a largura e ao diâmetro. Neste
pontos, o ângulo de partida com a tangente �e igual a �

2 .
Nas coordenadas(s;p), com p = cos(� ), vemosque (s0; 0) �e um

ponto peri�odico do tip o el��ptico see somente se

L 0 � R0 � R1 < 0 e (L 0 � R0)(L 0 � R1) > 0;

ondeL 0 �e o comprimento da corda, R0 e R1 s~ao osraios de curvatura
nas respectivas extremidades.

Para veri�car se (s0; 0) �e um ponto �xo de f 2 que possui o pri-
meiro invariante de Birkho� n~ao nulo, e que portanto satisfaz �as
hip�otesesdo Teoremade Twist de Moser, �e necess�ario calcular a de-
rivada terceira de f 2 em (s0; 0). Na refer̂encia [26], este c�alculo �e
feito e �e demonstrado que para curvas convexasgen�ericascom pon-
tos peri�odicos de per��odo dois el��pticos, existem curvas invariantes
que circundam estespontos ("ilhas el��pticas").
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Cap��tulo 4

Regi ~ao de instabilidade

Nestaparte, suporemosquef : S1� [0; 1] ! S1� [0; 1] �euma aplica�c~ao
do tip o twist quepreserva �area,tal quepara qualquer fun�c~aocont��nua
 : S1 ! [0; 1] n~ao identicamente nula nem identicamente igual a 1,
o gr�a�co de  n~ao �e invariante por f :

Pelo teorema da curva invariante de Birkho�, ver cap��tulo I I I, os
resultados que obtivermos aqui poder~ao ser aplicados para a regi~ao
entre duas curvas rotacionais invariantes disjuntas de uma aplica�c~ao
do tip o twist qualquer, que preserve �area, desde que n~ao existam
outras curvas invariantes no interior da regi~ao.

Mas dada f : S1 � IR ! S1 � IR; o conjunto dascurvas invariantes
rotacionais para f �e um conjunto fechado. Ent~ao, se f possuir pelo
menosduas destascurvas e a regi~ao entre elas n~ao for folheada por
curvas rotacionais invariantes, poderemos encontrar um anel, cujo
bordo �e formado pela uni~ao de duas curvas rotacionais invariantes,
em cujo interior n~ao existe nenhuma outra.

Inicialmente, vamos intro duzir um pouco de nota�c~ao para este
cap��tulo:

1. A = S1 � [0; 1]; C � = S1 � f 0g and C+ = S1 � f 1g

2. D = fun�c~oescont��nuas  : S1 ! [0; 1] que veri�cam 0 <  < 1

3. dado z = (x; y) 2 A; V � (z) = f xg� [0; y] e V + (z) = f xg� [y; 1]

143
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4. dada  2 D; seja U � (+)
 = f (x; y) 2 S1 � [0; 1] : 0 � y �  (x)

( (x) � y � 1)g

5. � 1; � 2 : IR2 ! IR s~aoasproje�c~oescanônicas,dadaspor � 1(ex; ey) =
ex e � 2(ex; ey) = ey

6. os levantamentos para IR2 ou para IR � [0; 1] de aplica�c~oes e
conjuntos do cilindro ou anel ser~ao denotadoscom um e

Vamosagoraenunciar um teoremaque�e apenasuma outra forma
de escrever o teorema da curva invariante de Birkho�.

Teorema 18. Seja V � A � S1 � IR um conjunto fechado conexo,
tal que(S1 � IR)nV tem ao menos2 componentesconexas,uma delas
contendo o �m inferior do cilindr o e a outra contendo o �m superior,
e ainda f (V ) = V: Ent~ao:

i) V = C �

ii) V = C+

iii) V � C � [ C+

O teorema acima implica o seguinte resultado:

Lema 28. Dada  2 D; C+ � f echo([ 1
n =0 f n (

�

U �
 )) :

Demonstra�c~ao. Seja V = f echo([ 1
n = �1 f n (

�

U �
 )) : Ent~ao V �e fecha-

do, conexo, f -invariante, cont�em C � e n~ao �e igual a C � ; logo pelo
teorema acima cont�em C+ : Vamosagora notar o seguinte:

[ 1
k= �1 f k (

�

U �
 ) = [ 1

m =0 f � m ([ 1
n =0 f n (

�

U �
 ))

�E imediato ver que f � (m +1) ([ 1
n =0 f n (

�

U �
 )) � f � m ([ 1

n =0 f n (
�

U �
 )) ; as-

sim o conjunto [ 1
k= �1 f k (

�

U �
 ) pode ser escrito como uma reuni~ao

crescente de abertos, todos com a mesma�area, pois f preserva �area.
Assim, como

[ 1
k= �1 f k (

�

U �
 ) � [ 1

n =0 f n (
�

U �
 )

e ambos os conjuntos s~ao abertos com a mesma�area, os seusfechos
coincidem e portanto o lema est�a provado.
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�
Vamos agora intro duzir um conceito bastante importante no es-

tudo de aplica�c~oesdo tip o twist.

4.1 Caminhos positiv os e negativ os

De�ni� c~ao: Um caminho positivo partindo de C � (resp. C+ ) �e um
arco simples 
 : [0; 1] ! A de classeC1 tal que:

i) 
 (0) 2 C � (resp. C+ )

ii) o levantamento a IR do ângulo que a tangente em 
 (t) faz
com o vetor (0; 1) (resp. (0; � 1)) �e sempreestitamente positivo,
para t 2 [0; 1]

Observa�c~ao: Para de�nir um caminho negativo, basta tro car es-
tritamen te positivo por estritamente negativo na de�ni�c~ao anteiror.

-g

g+

Figura 4.1: Caminhos Positivos e Negativos.

Vamosagora enunciar dois resultados,cujas demonstra�c~oesser~ao
deixadascomo exerc��cio para o leitor (ambas podem ser encontradas
em [19] e em [45]).
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Prop osi�c~ao 15. A imagem por f � 1 de um caminho positivo �e um
caminho positivo e a imagem por f de um caminho negativo �e um
caminho negativo.

Apenascomo coment�ario, gostariamosde dizer que o argumento
que prova esseresultado �e bastante semelhante ao da demonstra�c~ao
da proposi�c~ao 19.

Prop osi�c~ao 16. Seja U um conjunto fechado conexo cujo comple-
mentar possui pelo menos2 componentesconexas,uma contendo C �

e disjunta de C+ : Suponha queexistam caminhos 
 � e 
 + saindo de
C � , respectivamente negativo e positivo, que terminam num mesmo
ponto z sem intersectar U. Nessecaso, V � (z) \ U = ; :

4.2 Teorema fundamen tal

Nesta se�c~ao iremos demonstrar o teorema fundamental sobreregi~oes
de instabilidade. Existem alguns enunciados distintos, mas um dos
mais interessantes �e o seguinte:

Teorema 19. Existe um ponto em A cujo conjunto � -limite est�a
contido em C � e o ! -limite est�a contido em C+ : Em outras palavras,
existeum ponto de A cuja �orbita positiva convergepara C+ e a �orbita
negativa para C � :

Ap�os intro duzir uma s�erie de lemas e proposi�c~oesauxiliares que
ser~ao utilizados na demonstra�c~ao deste teorema, citaremos outros
resultadosque podem ser provadoscom as mesmasid�eiase t�ecnicas.

Comecemoscom uma fun�c~ao  2 D e vamosconsiderarosseguin-
tes conjuntos fechados

� �
 �

�
\ 1

n =0 f n (U �
 )

�
e !  

+ �
�

\ 1
n =0 f � n (U+

 )
�

que s~ao de�nidos da seguinte forma:

� como C � �
�

\ 1
n =0 f n (U �

 )
�

e C+ �
�

\ 1
n =0 f � n (U+

 )
�

e ambas

as intersec�c~oesanteriores s~ao fechadas,vamoschamar de � �
 a

componente conexade
�

\ 1
n =0 f n (U �

 )
�

quecont�em C � e de ! +
 

a componente conexade
�

\ 1
n =0 f � n (U+

 )
�

que cont�em C+ :
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Temosent~ao a seguinte proposi�c~ao:

Prop osi�c~ao 17. Para toda  2 D valem as seguintes propriedades:
i) f � 1(� �

 ) � � �
 e f (!  

+ ) � !  
+

ii) limn !1 f � n (� �
 ) = C � e limn !1 f n (! +

 ) = C+

iii) o gr�a�c o de  intersecta � �
 e !  

+

Demonstra�c~ao. Como f � 1
�

\ 1
n =0 f n (U �

 )
�

�
�

\ 1
n =0 f n (U �

 )
�

, C � �

� �
 e f (C � ) = C � ) f � 1(� �

 ) � � �
 . Um argumento an�alogo serve

para mostrar que f (!  
+ ) � !  

+ : Assim i) est�a provado.
Para provar ii) vamosobservar que f � (n +1) (� �

 ) � f � n (� �
 ) para

todo n > 0 e portanto quando n ! 1 ; f � n (� �
 ) convergea

�
\ 1

n =0 f � n (� �
 )

�
� U �

 ; que �e fechado, conexo, cont�em C � e �e f -

invariante. Como U �
 �e disjunto de C+ , pelo teorema 18,

�
\ 1

n =0 f � n (� �
 )

�
= C � :

O outro limite seprova de maneira an�aloga.
Para provar iii) notemosque separa 0 < � < 1 de�nimos  � (x) =

�; para todo x 2 S1; do lema 28 temos que

C+ � f echo([ 1
n =0 f n (

�

U �
 �

))

eportanto o conjunto [ 1
n =0 f n (

�

U �
 �

) encontra o gr�a�co de  : Suponha-
mos que � > 0 seja su�cientemente pequenode maneira que  � <  :

Seja ent~ao N � > 0 o primeiro inteiro tal que f N � (
�

U �
 �

) encontra o

gr�a�co de  : Como f N � (
�

U �
 �

) �e um aberto conexo,�e conexopor ca-
minhos, assim existe um arco � � � f N � (U �

 �
) \ U �

 cujos extremos
est~ao, um em C � e o outro no gr�a�co de  : Da escolhade N � ; temos

que f N � � k (
�

U �
 �

) n~ao intersecta o gr�a�co de  para k = 1; 2; :::; N � :
Assim, f � k (� � ) � U �

 ; para k = 1; 2; :::; N � : Portanto

� � � \ N �
k=0 f k (U �

 ): (4.1)

Agora vamosnotar o seguinte:
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1. quando � ! 0; N � ! 1

2. comoo anel S1 � [0; 1] �e compacto,o conjunto dossubconjuntos
fechados do anel �e compacto na topologia de Hausdor� (ver
[23]). Assim, existe uma seqûencia� n ! 0 tal que � � n ! � ; um
fechadoconexoqueintersectaC � eo gr�a�co de  : Da express~ao
(4.1), � �\ 1

k=0 f k (U �
 ) e portanto � �

 intersectao gr�a�co de  :
A outra intersec�c~ao �e demonstradade maneira an�aloga.

�
Uma conseqûencia simplesdas de�ni�c~oesacima �e que o conjunto

� -limite dos pontos de � �
 est�a contido em C � e o conjunto ! -limite

dospontos de ! +
 est�a contido em C+ : Vamosagorade�nir asseguin-

tes fun�c~oesde S1 em [0; 1]:

g� �
 

(x) = supf � 2(z) : z 2 � �
 e � 1(z) = xg

g! +
 

(x) = inf f � 2(z) : z 2 ! +
 e � 1(z) = xg

(4.2)

Uma das poss��veis formas de conclu��rmos a demonstra�c~ao do teo-
rema seria mostrar que os gr�a�cos das duas fun�c~oesde�nidas acima
se intersectam (veri�que!). No entanto, por raz~oest�ecnicas,faremos
algo um pouco diferente.

Lema 29. Para toda  2 D valem as seguintes propriedades:
1) os gr�a�c os de g� �

 
e g! +

 
intersectam o gr�a�c o de  e g� �

 
�

 � g! +
 

2) g� �
 

�e semi-cont��nua superiormente e g! +
 

�e semi-cont��nua in-

feriormente
3) g� �

 
e g! +

 
s~ao ambas cont��nuas pela esquerda

4) existem '; � 2 D tais que g� �
'

�  e g! +
�

�  

Demonstra�c~ao. A propriedade1) acimaseveri�ca trivialmen te a par-
tir da de�ni�c~ao de � �

 e !  
+ e da propriedade iii) da proposi�c~ao 17.

Dizemos que uma fun�c~ao real g �e semi-cont��nua superiormente
(inferiormente) em x, se dado � > 0; existir � > 0 tal que para
jx � yj < � ) g(y) < g(x) + � (g(y) > g(x) � � ).
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Comoosconjuntos � �
 e !  

+ s~ao fechados,a de�ni�c~ao dasfun�c~oes
g� �

 
e g! +

 
(4.2) implica na validade da propriedade 2). Vamosagora

enunciar uma proposi�c~ao que ser�a usadana prova de 3).

Prop osi�c~ao 18. Seja z = (x; y) 2 A tal que g� �
 

(x) < y �  (x):

Ent~ao, existe z0 = (x; y0) veri�c ando g� �
 

(x) < y0 � y tal que

f (V + (f � 1(z0))) \ � �
 = ; :

Observa�c~ao: A hip�otesedestaproposi�c~ao �e bastante razo�avel por-
que casog� �

 
(x) =  (x) para todo x 2 S1; ent~ao pela propriedade

iii) da proposi�c~ao 17 os gr�a�cos de g� �
 

e g! +
 

se intersectariam e o

resultado fundamental, teorema 19, estaria provado.

Demonstra�c~ao. Seja z = (x; y) como no enunciado da proposi�c~ao e

vamos considerar o conjunto � �
 [

�
f xg � [g� �

 
(x); y]

�
: Como ele �e

conexoe �e distinto de � �
 ; elen~ao est�a contido em \ 1

n =0 f n (U �
 ): Por-

tanto existe z0 = (x; y0) tal que g� �
 

(x) < y0 � y �  (x) e um inteiro

k � 0 tal que f � k (z0) =2 U �
 : Como y0 �  (x); k �e estritamente po-

sitivo. Deste modo, f � 1(V + (z0)) de�ne um caminho positivo 
 1 que
come�ca em C+ e chegaem f � 1(z0); que n~ao intersecta f � 1(� �

 ): Por
outro lado, como f � k (z0) =2 U �

 ; temos que V + (f � k (z0)) \ � �
 = ;

e como f � k (� �
 ) � � �

 ; �nalmen te V + (f � k (z0)) \ f � k (� �
 ) = ; :

Desta forma, f k � 1(V + (f � k (z0))) \ f � 1(� �
 ) = ; : Agora temos 2

casos, se k > 1; f k � 1(V + (f � k (z0))) de�ne um caminho negativo

 2 que tamb�em come�ca em C+ e termina em f � 1(z0) e se k = 1;
f k � 1(V + (f � k (z0))) = V + (f � 1(z0)) : Em ambos os casos,gra�cas a
proposi�c~ao 16 temos que V + (f � 1(z0)) \ f � 1(� �

 ) = ; ; assim
f (V + (f � 1(z0))) \ � �

 = ; o que prova a proposi�c~ao.
�

Vamosagoracontinuar a demonstra�c~aoda propriedade3) do lema
29. Fixemos x 2 S1 e seja xn uma seqûencia que converge para
x pela esquerdatal que g� �

 
(xn ) ! r . Como g� �

 
�e semi-cont��nua

superiormente, ent~ao r � g� �
 

(x): Vamos supor que r < g� �
 

(x):

Como chegaremosa um absurdo, concluiremos que r = g� �
 

(x) e

portanto g� �
 

�e cont��nua pela esquerda.
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Como r < g� �
 

(x) �  (x) e  �e fun�c~ao cont��nua, se n > 0 for

su�cientemente grande, g� �
 

(xn ) <  (xn ): Seja agora z = (x; r ) e

zn = (xn ; rn ); tal que para todo n � N ; (para uma escolhaconve-
niente de N ), g� �

 
(xn ) < rn �  (xn ) e rn ! r : Vamos agora apli-

car a proposi�c~ao 18 e notar que existe uma seqûencia z0
n = (xn ; r 0

n )
tal que g� �

 
(xn ) < r 0

n � rn e f (V + (f � 1(z0
n ))) \ � �

 = ; : Como

g� �
 

(xn ) ! r; rn ! r ; �ca claro que z0
n ! z: Como estamossupon-

do que g� �
 

(x) > r; se n > 0 for su�cientemente grande, o ponto

(x; g� �
 

(x)) esta acima da curva f (V + (f � 1(z0
n ))) ; o que contradiz a

conexidadede � �
 ; pois V + (z0

n ) [ f (V + (f � 1(z0
n ))) n~ao intersecta � �

 :
A demonstra�c~ao de que g! +

 
�e cont��nua pela direita �e an�aloga.

g
a y
- (x)(x,            )

.
z =(x , r )

nn n

zń

z=(x,r)

.

.

.
.

Figura 4.2: Contradiz a conexidadede � �
 .

Por �m, vamosprovar a propriedade4). Para cadax 2 S1; vamos
de�nir os seguintes conjuntos:

� x = f � 1(V + (x;  (x))) e H x = f z 2 A : V � (z) \ � x 6= ;g

A seqûencia de conjuntos f n (� �
 ) �e crescente, assimo
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f echo([ 1
n =0 f n (� �

 )) �e um fechado conexoque separao anel, n~ao re-
duzido a C � e f -invariante. Portanto, pelo teorema 18 ele cont�em
C+ :

Vamosagoratentar entender geometricamente o que�e o conjunto
H x : Sepensarmosno levantamento de � x para a faixa IR� [0; 1]; como
f tem a propriedadede twist, e� x seprojeta injetiv amente em IR e eH x

�e o conjunto dospontos acima destegr�a�co. Entendido isso,�ca f�acil
de ver que, como f echo([ 1

n =0 f n (� �
 )) � C+ e a seqûencia f n (� �

 ) �e
crescente; para todo x0 2 S1 existe n > 0 tal que inter ior (H x 0 ) \
f n (� �

 ) 6= ; : Mas ent~ao para todo x pr�oximo de x0; inter ior (H x )
tamb�em intersecta f n (� �

 ). Desta forma, da compacidade de S1,
segueque existe um natural N > 0 (a compacidadegarante que N
n~ao vai para in�nito) tal que f N (� �

 ) \ inter ior (H x ) 6= ; para todo
x 2 S1:

Vamos agora escolher ' 0 2 D tal que f N (� �
 ) est�a abaixo do

gr�a�co de ' 0: Isto claramente �e poss��vel, pois f N (� �
 ) �e um fechado

que n~ao intersecta C+ : Seja agora � �
' 0 a componente conexade

\ 1
k=0 f k (U �

' 0) que cont�em C � : Vamosmostrar que � �
' 0 intersecta � x ;

para todo x 2 S1: Inicialmente vamos notar que f � k+ N (� �
 ) �

f N (� �
 ) � U �

' 0; para todo k � 0: Assim, f N (� �
 ) � f k (U �

' 0) e por-
tanto f N (� �

 ) � \ 1
k=0 f k (U �

' 0): Como f N (� �
 ) � C � ; ent~ao � �

' 0 �
f N (� �

 ):
Sejaagora o seguinte conjunto, para x 2 S1 �xado:

B = f z 2 � x : V + (z) \ � �
' 0 = ;g

Como � �
' 0 �e fechado, B �e um aberto de � x : Mas B n~ao pode ser to-

do � x ; pois � �
' 0 � f N (� �

 ) e f N (� �
 ) \ H x 6= ; : Assim, uma das

componentes conexas de B se escreve como f � 1(f xg� ]r; 1[); com
 (x) < r < 1: Como g� �

' 0
�e cont��nua pela esquerda, se g� �

' 0
(� 1 �

f � 1(x; r )) > � 2 � f � 1(x; r ); ent~ao para algum r < r 1 < 1; teriamos
(� 1 � f � 1(x; r1); g� �

' 0
(� 1 � f � 1(x; r1))) 2 V + (f � 1(x; r1)) ; o que con-

tradiz a escolhade r: Assim, g� �
' 0

(� 1 � f � 1(x; r )) = � 2 � f � 1(x; r )

porque da escolhade r; V + (f � 1(x; r )) \ � �
' 0 6= ; : Desta forma, � x 3

f � 1(x; r ) 2 � �
' 0 o que nos diz que f (� x ) = V + (x;  (x)) intersecta
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f (� �
' 0) para todo x 2 S1: Seja agora ' 2 D tal que f (� �

' 0) esteja
abaixo do gr�a�co de ': Como feito anteriormente, a de�ni�c~ao de � �

'

como sendo a componente conexa de \ 1
k=0 f k (U �

' ) que cont�em C �

implica no seguinte, para todo k � 0:

f � k+1 (� �
' 0) � f (� �

' 0) � U �
' ) f (� �

' 0) � f k (U �
' );

assim como f (� �
' 0) � C � ; obtemos que � �

' � f (� �
' 0): Portanto � �

'

intersecta cada um dos conjuntos V + (x;  (x)) ; x 2 S1 e g� �
'

�  : A
exist̂encia de � �e provada de maneira an�aloga.

�
Agora, �nalmen te estamosprontos para provar o teorema princi-

pal.

Demonstra�c~ao. (do teorema 19)
Dada  2 D; mostraremosque existe ' 2 D tal que � �

' intersecta
! +

 em pelo menosum ponto. Como j�a foi visto, o � -limite de um
ponto em � �

' est�a contido em C � e o ! -limite de um ponto de ! +
 

est�a contido em C+ ; assimisto concluir�a a demonstra�c~aodo teorema.
Vamos �xar  2 D e supor que para toda ' 2 D; � �

' \ ! +
 = ; :

Assim, dada ' 2 D vamosconsideraros seguintes conjuntos:

K 1 = f x 2 S1 : g� �
'

(x) < g! +
 

(x)g

e
K 2 = f x 2 S1 : g� �

'
(x) > g! +

 
(x)g

Do fato de estarmos supondo que � �
' \ ! +

 = ; ; obtemos que
S1 = K 1 [ K 2: No que se segue,mostraremosque obrigatoriamente
um dos conjuntos acima �e vazio.

Assim, por absurdo vamossupor ambos n~ao-vazios. Como g� �
'

�e
semi-cont��nua superiormente e g! +

 
�esemi-cont��nua inferiormente, K 1

�e aberto. Por outro lado, como g� �
'

e g! +
 

s~ao ambas cont��nuas pela

esquerda,obtemosque sex2 2 K 2 ent~ao todo ponto su�cientemente
pr�oximo, a esquerdade x2; tamb�em pertence a K 2: Vamos agora
considerar o levantamento destesconjuntos para o plano, isto �e, se
de�nirmos a seguinte aplica�c~ao de recobrimento

p : IR ! S1;
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ent~ao eK 1 = p� 1(K 1) e eK 2 = p� 1(K 2) satisfazemIR = eK 1[ eK 2: Vamos
agoraconsiderarex2 2 eK 2 e sejaex0 = sup eK 1\ ] � 1 ; ex2]: Temosent~ao
duas possibilidades:

i) ex0 2 eK 2: Neste caso,como j�a comentamos acima, todo ponto,
su�cientemente pr�oximo, a esquerdade ex0; tamb�em pertencea eK 2; o
que�euma contradi�c~ao,pois existempontos arbitrariamente pr�oximos
de ex0; �a sua esquerda,que pertencema eK 1:

ii) ex0 2 eK 1: Como K 1 �e aberto, existe uma vizinhan�ca de ex0

inteiramente contida em eK 1; mas isto contradiz a de�ni�c~ao deste
ponto.

Logo um dos elementos de f K 1; K 2g �e vazio.
Portanto podemosparticionar o conjunto D da seguinte maneira:
D = D i [ Ds ; onde:

D i = f ' 2 D : g� �
'

< g! +
 

g e Ds = f ' 2 D : g� �
'

> g! +
 

g

A demonstra�c~ao ser�a conclu��da ao mostrarmos que D i e Ds s~ao
ambos n~ao-vazios e abertos de D na topologia da converĝencia uni-
forme. Mas isto �e uma contradi�c~ao, pois D �e claramente um conjunto
conexona topologia da converĝenciauniforme. Assim, existe ' 2 D
tal que � �

' \ ! +
 6= ; e portanto o teoremaest�a provado. Vamosent~ao

a prova de que D i e Ds s~ao ambos n~ao-vaziose abertos.

1. sobre D i : As fun�c~oes g� �
'

e ' coincidem em pelo menos um
ponto. Assim, se ' 2 D i ; existe x 2 S1 tal que g! +

 
(x) >

' (x): Claramente esta desigualdadevale para todas as fun�c~oes
' 0 pertencentes a uma vizinhan�ca su�cientemente pequenade
': Assim, comog� �

' 0
� ' 0 e ' 0 2 D i [ Ds ; obtemosque ' 0 2 D i

e portanto D i �e aberto. Claramente D i �e n~ao vazio, pois da
de�ni�c~ao de � �

' e de ! +
 ; g� �

'
� ' e g! +

 
�  : Assim se ' <  ;

ent~ao ' 2 D i :

2. sobreDs : Seja ' 2 Ds : Como � �
' e ! +

 s~ao ambos fechadosque
estamossupondo disjuntos, existe � > 0 tal que g! +

 
< g� �

'
� � :

Como g� �
'

� '; ent~ao g! +
 

< ' � � : Sejaagora uma vizinhan�ca

de ' em D tal que para toda ' 0 nessavizinhan�ca vale g! +
 

<
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' 0 � � =2: Como g� �
' 0

e ' 0 coincidem em pelo menosum ponto

x0 2 S1, ent~ao g! +
 

(x0) < g� �
' 0

(x0) = ' 0(x); o que implica que

' 0 2 Ds : Assim Ds �e aberto. Como  e g! +
 

coincidemem pelo

menosum ponto, se' 2 D for tal queg� �
'

>  (tal ' existepela
propriedade4 do lema 29), ent~ao como' 2 D i [ Ds ; obteremos
que ' 2 Ds e portanto esteconjunto tamb�em �e n~ao vazio.

Isto conclui a prova do teorema.
�

4.3 Um pouco mais sobre a regi ~ao de ins-
tabilidade

Atrav�esdeargumentos semelhantesaosdesenvolvidosacima�eposs��vel
mostrar tamb�em o seguinte resultado:

Teorema 20. Dada uma vizinhan�ca de C+ ; existe um ponto nessa
vizinhan�ca cujos conjuntos � e ! -limite est~ao contidos em C � e vice-
versa.

No fundo, estesresultadosmostram queexistem�orbitas passeando
pelo anel todo, com os comportamentos mais diversosposs��veis.

Tudo que foi feito acima pode ser encontrado em [44].

4.4 Extens~oes para o cilindro in�nito

Inicialmente, vamossalientar que os resultadosacima podem ser es-
tendidos para difeomor�smos do tip o twist de�nidos no cilindro. Va-
mos enunciar uma destasextens~oes,cuja demonstra�c~ao pouco difere
da do teorema 19 e depois vamos analisar o casode difeomor�smos
do cilindro que induzem aplica�c~oesno toro com detalhe.

Seja f : C ! C um difeomor�smo do tip o twist no cilindro, que
preserva �area e �e exato, isto �e:

� para todo aberto A � C; homeomorfoa C e com bordo conexo
e compacto, temos que

�Ar ea(f (A)nA) = �Ar ea(Anf (A))
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Note queestade�ni�c~ao de exatid~ao coincidecom a da sec. 1.3. Ent~ao
vale o seguinte:

Teorema 21. Se f n~ao possui curvas rotacionais invariantes, exis-
tem z; w 2 C tais que� 2 � f n (z) n !�1! �1 e � 2 � f n (w) n !�1! �1 :

No que se segue,vamos considerar uma classeespecial de dife-
omor�smos do toro, que num certo sentido generaliza a aplica�c~ao
Standard.

4.4.1 Aplica� c~oes do tip o twist no toro

SejaDehn twist o conjunto dos difeomor�smos ef do plano tais que:

ef (ex; ey) tem a propriedade de twist, isto �e: @ey � 1 � ef (ex; ey) > K > 0; e(
ef (ex + 1; ey) = ef (ex; ey) + (1; 0)
ef (ex; ey + 1) = ef (ex; ey) + (1; 1)

�E f�acil ver que ef 2 Dehn twist induz difeomor�smos f e f respecti-
vamente no cilindro S1� IR=(I R=ZZ)� IR e no toro T 2 =IR2=ZZ2:

O resultado que provaremospara essaclassede aplica�c~oespode
serpensadocomouma extens~aodo teorema21. Ele tem algumasapli-
ca�c~oesinteressantes no estudo de certos problemas sobre aplica�c~oes
do tip o twist no toro, comopor exemploo estudoda ruptura decurvas
rotacionais invariantes para fam��lias e o problema da ergodicidade.
Para mais detalhes,ver por exemplo [3], [4] e [6].

Teorema 22. Dada ef 2Dehn twist tal que a aplica�c~ao f : C ! C
induzida por ef �e exata e n~ao possui c��rculos rotacionais invariantes,
ent~ao existemdois n�umeros, � � < 0 < � + tais quepara todo racional
p=q; com � � < p=q< � + ; existe z 2 C tal que f q(z) = z + (0; p):

Observa�c~oes:

1. �E claro que �a �orbita de z corresponde uma �orbita q-peri�odica
para f

2. para um irracional ! entre � � e � + tamb�em podemosassociar
um conjunto compactoinvariante para f ; quequandolevantado
para o cilindro, possuia seguinte propriedade: a �orbita de seus
pontos percorrem C verticalmente com velocidade ! ; ver [3]
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Para provar esseteorema, inicialmente vamos apresentar alguns
resultadosauxiliares.

Para cada q � 1; ex 2 IR; vamosde�nir:

� q(t) = ef q(ex; t); para t 2 IR (4.3)

Diremos, para � q(t) de�nida como em (4.3), que o primeiro en-
contro de � q com a vertical por ex0; sed�a para

tP 2 IR; tal que:
tP = minf t 2 IR : � 1 � � q(t) = � 1 � ef q(ex; t) = ex0g

Analogamente, o �ultimo encontro de � q com a vertical por ex0; se
d�a para

tU 2 IR; tal que:
tU = maxf t 2 IR : � 1 � � q(t) = � 1 � ef q(ex; t) = ex0g

�E claro que, para todo ex; ex0 2 IR; tP � tU :
Ent~ao, vale (ver [47]):

Prop osi�c~ao 19. Para todo ex0; ex 2 IR; seja � q(t) = ef q(ex; t); como
em (4.3): Ent~ao valem as seguintes desigualdades: � 2 � � q(tU ) �
� 2 � � q(t) � � 2 � � q(tP ); para todo t 2 IR tal que � 1 � � q(t) = ex0:

Demonstra�c~ao. Para q = 1 �e evidente, pois � 1(t) encontra cada ver-
tical em um �unico ponto (da condi�c~ao de twist).

Para q > 1; a prova ser�a feita por indu�c~ao, assim,suponha que o
resultado seja v�alido para 1; 2; :::; q � 1.

Seja ez0 = (ex0; ey0) = � q(tP ); o primeiro ponto de encontro de � q

com a vertical por ex0:
Seja ez1 = (ex1; ey1) = � q� 1(tP ) = ef � 1(ez0): Ent~ao, vale :

� q� 1 (] � 1 ; tP [) \ ef � 1 (ex0; [ey0; + 1 [) = ; : (4.4)

Vamosagora provar (4.4).
Suponha, por absurdo,que ez 2 � q� 1 (] � 1 ; tP [) \ ef � 1 (ex0; [ey0; + 1 [) :
Ent~ao, seja ew = ef � q+1 (ez) ) ew = (ex; T); com T < tP : Mas ent~ao,
� q(T ) = ef q( ew) = ef (ez) 2 vertical por ex0; absurdo, pois T < tP :
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Suponha agoraqueexiste ew 2 � q� 1 (] � 1 ; tP [) ; com � 1( ew) > ex1:
Como lim t !�1 � 1 � � q� 1(t) = �1 , temos que existe bt < tP ; tal que
� 1 � � q� 1(bt) = ex1 e, da hip�otese de indu�c~ao, � 2 � � q� 1(bt) > ey1 =
� 2 � � q� 1(tP ):

Por outro lado, como ef 2 Dehn twist; temos que :

� 1

�
ef � 1(ex0; ]ey0; + 1 [)

�
=] � 1 ; ex1[

� 2

�
ef � 1(ex0; ]ey0; + 1 [)

�
� ]ey1; 1 [

f  (z )
0

-1~ ~

0
(V+(     ))z~f

-1~

0
z~

mq-1

. .

Figura 4.3: �ultimo ponto de encontro.

O que implica que, existe t � < bt < tP ; tal que :

� q� 1(t � ) 2 ef � 1 ((ex0; ]ey0; + 1 [)) ;

absurdo, pois contradiz (4.4). Dessaforma, � q� 1 (] � 1 ; tP [) est�a a
esquerdada vertical por ex1 e portanto � q� 1(tP ) �e o primeiro ponto
de encontro de � q� 1 com a vertical por ex1; sendoassim o de altura
m�axima, pela hip�otesede indu�c~ao.
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Suponha agora, que existe t# > tP ; tal que � 1 � � q(t# ) = ex0 e,
� 2 � � q(t# ) > ey0 = � 2 � � q(tP ):
Mas ent~ao, � q� 1(t# ) 2 ef � 1 ((ex0; ]ey0; + 1 [)) ) existe t � > tP ; tal que
� 1 � � q� 1(t � ) = ex1 e, � 2 � � q� 1(t � ) > � 2 � � q� 1(tP ); o que contradiz
� q� 1(tP ) ser o ponto de altura m�axima na vertical por ex1: Assim,
� q(tP ) �e o ponto de m�axima altura na vertical por ex0: A prova da
proposi�c~ao para o �ultimo ponto de encontro (tU ) �e an�aloga.

�
Vamos agora relembrar a proposi�c~ao (9). Dados s inteiro e q

natural n~ao-nulo, C(s;q) � K (s;q); onde K (s;q) �e como em (2.11)
e C(s;q) �e um compacto conexo que separa o cilindro. De�namos
agora, para cada x 2 S1; as seguintes fun�c~oes:

� � (x) = minf � 2(z) : z 2 K (s;q) e � 1(z) = xg
e

� + (x) = maxf � 2(z) : z 2 K (s;q) e � 1(z) = xg
(4.5)

Podemosassociar fun�c~oesan�alogasa f q(K (s;q)) :

� � (x) = minf � 2(z) : z 2 f q(K (s;q)) e � 1(z) = xg
e

� + (x) = maxf � 2(z) : z 2 f q(K (s;q)) e � 1(z) = xg
(4.6)

Um corol�ario trivial da proposi�c~ao 19 �e o seguinte:

Corol �ario 7. f q(x; � � (x)) = (x; � + (x)) e f q(x; � + (x)) = (x; � � (x)) :

O corol�ario acima, juntamente com o pr�oximo resultado s~ao um
exemploda enormerigidez que a condi�c~ao de twist acarreta.

Lema 30. Para todo x 2 S1; (x; � � (x)) 2 C(s;q):

Demonstra�c~ao. �E uma conseqûenciatrivial do corol�ario 7 juntamente
com o fato de C(s;q)c ter pelo menos duas componentes conexas,
uma contendo o �m inferior do cilindro, denotada por U; e a outra
contendo o �m superior, V . No casode, por exemplo (x; � � (x)) =2
C(s;q); ent~ao (x; � � (x)) 2 U; o que implica que (x; � + (x)) =
f q(x; � � (x)) 2 f q(U), absurdo. O outro caso�e an�alogo.

�
O lema que sesegue�e a baseda prova do teorema 22.
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Lema 31. Dada ef 2 Dehn twist; tal quef �e exatae n~ao tem curvas
rotacionais invariantes, existe ez = (ex; ey) 2 [0; 1]2; tal que ef q(ez) =
ez + (s;des); para algum q 2 IN� , s 2 ZZ e des> 2:

Demonstra�c~ao. Inicialmente, vamos tomar constantes K > 0; a > 0
e b > 0 tais que para todo ez 2 IR2 valem as seguintes desigualdades:

� � 2 � ef (ez) � � 2(ez) > � a

� @ey
ef x (ez) > K

�
�
�
�@ex

ef x (ez)
�
�
� < b

Com ef n~ao possui C.R.I.'s, por um argumento an�alogo ao da
prova do lema 28, existe ew = (ex0; ey0) 2 [0; 1]2 tal que � 2 � ef N ( ew) >
4 + a + 2+ b

K ; para algum N > 1:
Seja r =

�
(ex; ey) 2 [0; 1]2 : ex = ex0

	

De�nindo agora:

C:H :M ax( ef n (r )) = sup
a;b2 [0;1]

�
�
� � 1 � ef n (ex0; a) � � 1 � ef n (ex0; b)

�
�
� (4.7)

Fica claro que

C:H :M ax( ef n (r )) �
�
�
� � 1 � ef n (ex0; 0) � � 1 � ef n (ex0; 1)

�
�
� = n: (4.8)

Logo para todo n > 1; existe pelo menos um inteiro s tal que

ex0+ s 2 � 1

�
ef n (r )

�
:

A prova ser�a feita agora, por contradi�c~ao. Assim vamos supor
que, 8 ez 2 r; tal que

� 1 � ef n (ez) = ex0 (mod 1); para algum n > 0; (4.9)

ent~ao

� 2 � ef n (ez) < 4 (4.10)

Sejaagora ew1 2 r; tal que:
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� 2 � ef N ( ew1) = 4 + a
e;

8 ez 2 f segmento de r entre ew e ew1g;
� 2 � ef N (ez) > 4 + a

�E claro que tal ew1 existe, pois, comoj�a foi dito, existe pelo menos

um inteiro s tal que ex0+ s 2 � 1

�
ef N (r )

�
. E de (4.9) e (4.10), ef N (r )

cruza a reta l dada por:

l = f (ex; 4 + a); com ex 2 IRg

De�nindo agora I = f intervalo de extremos � 2( ew) e � 2( ew1)g,
temos (tamb�em de (4.9) e (4.10)):

sup
ey1 ;ey2 2 I

�
�
� � 1 � ef N (ex0; ey1) � � 1 � ef N (ex0; ey2)

�
�
� < 1

Seja agora 
 N : I ! IR2 a seguinte curva :


 N (t) = ef N (ex0; t); com t 2 I

Ent~ao temos:

� 2 � 
 N (� 2( ew)) � � 2 � 
 N (� 2( ew1)) >
(2 + b)

K

Agora vamosobservar que:

Prop osi�c~ao 20. Seguindo a nota�c~ao anterior, dada uma curva 
 :
J = [a; b] ! IR2; tal que :

sup
t;s 2 J

j� 1 � 
 (t) � � 1 � 
 (s)j < 1 (4.11)

j� 2 � 
 (b) � � 2 � 
 (a)j >
(2 + b)

K
(4.12)

Ent~ao, existe s inteir o tal que ex0+ s 2 � 1 � ef (
 (J )) :
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Demonstra�c~ao.

supt;s 2 J

�
�
� � 1 � ef (
 (t)) � � 1 � ef (
 (s))

�
�
� =

= supt;s 2 J

�
�
� ef x (
 (t)) � ef x (
 (s))

�
�
� �

�
�
� ef x (
 (a)) � ef x (
 (b))

�
�
� �

� � b+ K : (2+ b)
K = 2

Assim, a proposi�c~ao est�a provada.
�

�E claro que, 
 N (t) satisfaz as hip�otesesda proposi�c~ao (20), por
constru�c~ao. Assim, existe s inteiro tal que ex0 + s 2 � 1 � ef (
 N (I )) =
� 1 � ef N +1 (ex0; I ):

Por outro lado, como

inf
t 2 I

� 2 � 
 N (t) = � 2 � 
 N (� 2( ew1)) = 4 + a;

da escolhade a > 0 temos:

inf
t 2 I

� 2 � ef (
 N (t)) > 4

Assim, est�a provado que existe t � 2 I e ez� = (ex0; t � ) 2 r; tal que:

� 1 � ef N +1 (ez� ) = ex0 (mod 1)
� 2 � ef N +1 (ez� ) > 4

O que contradiz (4.9) e (4.10) e portanto conclui a prova.
�

Observa�c~ao :
� �E claro que uma demonstra�c~ao an�aloga nos d�a que existe ew =

(ex; ey) 2 [0; 1]2; tal que ef q( ew) = ew + (s;des); para algum q 2 IN� ,
s 2 ZZ e des< � 2:

J�a estamosprontos para provar o teorema 22.

Demonstra�c~ao. (do teorema 22)
A demonstra�c~ao pode ser dividida em 2 casos:
i) 0 < p=q< � + ii) � � < p=q< 0
Como os 2 casoss~ao an�alogos,analisaremosapenaso i).
J�a que f : C ! C �e exata e n~ao possui c��rculos rotacionais in-

variantes, pelo lema 31, existe ez = (ex; ey) 2 [0; 1]2; tal que ef q(ez) =
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ez + (s;des); para algum q 2 IN� , s 2 ZZ e des> 2: Assim, a ez corres-
pondeum ponto z = (x; y) 2 K (s;q) � C: Pela de�ni�c~ao das fun�c~oes
� � e � � ; ver (4.5) e (4.6), temos que � + (x) � � � (x) � des> 2:

Por outro lado, como f �e exata, ela satisfaz a propriedade PIC.
Agora basta notar que:

� (x; � � (x)) 2 C(s;q); pelo lema 30

� pelaprova do teorema10, existezs 2 C(s;q) tal quef q(zs) = zs

� C(s;q) �e conexo

Das3 propriedadesacima, seguequea fun�c~ao � 2 � f q(� ) � � 2(� ) � 1
seanula em pelo menosum ponto de C(s;q); digamosz1: Mas ent~ao
f q(z1) = z1 + (0; 1):

Vamos agora provar a segundaparte do teorema. Suponhamos
que existe w 2 C tal que

lim
n !1

� 2 � f n (w) � � 2(w)
n

= ! > 0: (4.13)

Seja 0 < p=q < ! : Suponha que H (� ) = � 2 � f q(� ) � � 2(� ) �
p jC (0 ;q) < 0: Como acima, existe z0 2 C(0; q) tal que f q(z0) = z0;
Assim caso H n~ao se anule em C(0; q); como H (z0) = � p < 0 e
C(0; q) �e conexo,H deve ser negativa em todo ponto de C(0; q):

Assim, para todo x 2 S1; � + (x) < � � (x) + p: Como C(0; q) �e
fechado, existe uma fun�c~ao cont��nua � : S1 ! IR tal que o seugr�a�co
separaf q(C(0; q)) de C(0; q) + (0; p); em outras palavras, f q(C(0; q))
est�a abaixo do seugr�a�co e C(0; q) + (0; p) est�a acima.

Vamos chamar de U a componente conexade (gr �af ico(� )) c que
cont�em o �m inferior do cilindro. Por constru�c~ao, (f q(U) � (0; p)) �
U: Mas isto implica que

lim sup
n !1

� 2 � f n (r ) � � 2(r )
n

� p=q; para todo r 2 C;

o que contradiz (4.13). Assim H seanula e o teorema est�a provado.
�
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