


Objetivo

Verificar como a distribuicao normal pode ser
utilizada para calcular, de forma aproximada,
probabilidades associadas a uma variavel

aleatoria com distribuicao binomial.



1. Introducao

Distribuicao Binomial
* n ensaios Bernoulli independentes
 P(S) =P(Sucesso) =p

X i numero de sucessos observados nos n ensaios

——> X tem distribuicdo binomial com parametros n e p

Notacao: X ~Db(n;p)

E(X) = nxp
Var (X) =nx p x(1 —p)

Resultado: X ~ b(n ; p) —
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Exemplo 1:

Uma moeda honesta é lancada n = 10 vezes em idénticas
condicoes.

Determinar a probabilidade de ocorrer cara entre 40% e 70%
das vezes, inclusive.

Seja X :numero total de caras nos 10 lancamentos

“Sucesso” : ocorréncia de cara
p = P(S) = 0,5 (moeda honesta)

——> X~Db(10;0,5)

Probabilidade a ser calculada: P(4 < X <7).
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—> Probabilidades Binomiais => especificar n e p

Binomialcomn=10e p =0,50
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P4<X<7)=0,2051 + 0,2461 + 0,2051 + 0,1172 = 0,7735.
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Distribuicdes binomiais (n, p)
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Para p fixado, a medida que n cresce, os histogramas
——> yi0 se tornando mais simétricos e com a forma da
curva Normal.
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2. Aproximacao da binomial pela normal

Considere a binomial com
n=50ep=0,2, representada
pelo histograma

I I I I I I |
4 B i 10 12 14 16

P(Y = 13) € igual a area do retangulo de base unitaria e altura
igual a P(Y = 13); similarmente, P(Y = 14), etc...

Logo, P(Y >13) € igual a soma das areas dos retangulos

correspondentes.

A idéia é aproximar tal area pela area sob uma curva normal,
a direita de 13. — Qual curva normal?
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E(X) =np

Var(X) = np(1 - p)

Parece razoavel considerar a normal com média e
variancia iguais as da binomial, ou seja,

aproximamos a distribuicao de probabilidades de X pela
distribuicdo de probabilidades de uma variavel aleatoria Y,

sendo
Y~N(g; o0 com g =np e o=np(l-np).

X~b(n;p)

Portanto, . pra<Xx<b)~P(@@a<y <b)

eP(X>a)=P(Y >a)
e P(X<b)=P(Y<Dh)

com Y ~ N(np; np(1 —p) ).



O calculo da probabilidade aproximada ¢ feito da forma
usual para a distribuicao normal:

P@<X<b)=P(@<yY<b) com Y ~ N(np; np(1 — p)).

Lembrando que Y —np

/ = ~N(0:1),
Jnp(-p) O
entao
a—np Y —np b-np
P(a<yY <h)=P <
@sY=b (an(l—p) Jnp@-p) an(l—p)J

( a—np <7 < b-np j
Jnp(-p) Jnp(-p)



Exemplo 2: X ~b(225:;0,2) n=225 e p=0,2

E(X)=nxp=225x0,2 =45 — Y ~ N(45 ; 36)
Var(X)=n x p x(1 — p) = 225x0,2x0,8=36

a) P(39 < X<48)~P(39 <Y < 48)

:P[39—45<Y—45<48—45
6 6 6

=P(-1,0<2<0,5)
=P(Z<05)- P(Z<-1,0) / \
=P(Z<0,5)-[1-P(Z<10)] 1 oo :

=A@0,5) -[1-A(1,0)]
= 0,6915 - 0,1587 = 0,5328.

Probabilidade exata = 0,5853 (usando a distribuicao binomial).
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b) P(X > 42) ~ P(Y > 42) — P(Z > 42('545 j

=P(Z=>-0,5) =P(Z<£0,5 =A(0,5)
= 0,6915.
Probabilidade exata=0,7164 (distr. binomial)

57-45)

c) P(X < 57) ~ P(Y <57) = P(z <

=P(Z<2) =A(2)=0,9773.
Probabilidade exata=0,9791 (distr. binomial) 0 z

d) P(41 <X <52)=P(42<X<31)~P(42<Y<51)

=P(-0,5<2Z2<1)=A(1) - (1-A(0,5)) = 0,5328.

Probabilidade exata=0,5765 (distr. binomial) _f/

05 0 1 7
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Observacoes

1 - A aproximacao da distribuicao binomial pela
normal € boa quando np(1-p) > 3.

2 - A demonstracao da validade desta aproximacao é
feita utilizando-se o Teorema Central do Limite (TCL).

3 - A aproximacao pode ser melhorada através do
uso da "Correcao de Continuidade".
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Exemplo 3:

Um sistema é formado por 100 componentes, cada um
dos quais com confiabilidade (probabilidade de funcionar
adequadamente num certo periodo) igual a 0,9.

Se esses componentes funcionarem de forma
Independente um do outro e se 0 sistema
funcionar, adeqguadamente, enguanto pelo menos
87 componentes estiverem funcionando, qual € a
confiabilidade do sistema?

(Usar a aproximacao normal)

13



X . numero de componentes que funcionam adequadamente.

X ~b(100; 0,9) E(X) =np =100x0,9 =90
—
n=100 p= 0,9 Var(X) — np(l = p) =100x0,9%x0,1=9

Confiabilidade do sistema: P(X > 87)

P(X>87)=~P(Y>87), sendoY ~ N(90; 9)
[Y -90 _87-90
~ P >

- - j:P(Zz—l):P(ZSD

= A(1) = 0,8413.

Assim, a confiabilidade do sistema & aproximadamente
igual a 0,8413.
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Exemplo 4: Uma moeda honesta é lancada 100 vezes.
a) Calcular a probabilidade do numero de caras estar
entre 40% e 70% dos lancamentos, inclusive.

X . numero de caras em 100 lancamentos = X ~ b(100; 0,5)
E(X) =np =100 x 0,5 =50 caras.

Var(X)=np (1 -p) =100 x 0,5 x 0,5 = 25.

PA0<X<70)=~P(40<Y<70) (sendo Y ~ N(50 ; 25))

:P( 40-50£Y—50£70—50 j
5 5 5
=P (-2<Z<4) =0,9773.

Probabilidade exata= 0,9824.



b) Determinar um intervalo simétrico em torno do ndmero
medio de caras, tal que a probabilidade de observar um
valor de X nesse intervalo é 80%.

Intervalo simétrico em torno da média: (50 — a, 50 + a)

Pb0-a<X<50+a)=0,8
P0-a<X<50+a)~P(b0-a<Y<5b0+a) e Y~N(50;25)

P( 50-a-50 SY_SO < 50+a-50 j
S 3 S

P(-ESZSEJ:O,S
5 775
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a="7, tal que
P(ﬁszsﬁjzo,s

5 5
— A(Ejzo,g
5
—~2_128
5 .
—a=64

Intervalo procurado: (50-6,4;50 +6,4)= (43,6;56,4).

A probabilidade de em 100 lancamentos termos entre
43 e 57 caras e aproximadamente 80%.
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c) Um pesquisador, nao conhecendo p = P(cara), decide lancar
a moeda 100 vezes e considera-la desonesta se o0 numero de
caras for maior que 59 ou menor que 41.
Qual é a probabilidade de considerar indevidamente a moeda
como desonesta?

X : numero de caras nos 100 lancamentos

X ~b(100 ; p), com p desconhecido para o pesquisador

P(considerar indevidamente a moeda como desonesta) =
P(X>590uX<41, quando p=0,5) =
P(X>600u X<40,quandop=0,5 ~P(Y>60)+P(Y<40),

sendo Y ~ N(50 ; 25)
Esta probabilidade fica

P(Y > 60) + P(Y < 40) = P[Y-SO >60-50}+P[Y-50 340-50}
= 5 5

5 5
=P(Z>2)+P(Z<-2)

=2 (1-A(2)) = 0,0455.

18



Exemplo 5:
Uma prova é constituida de 20 testes com quatro alternativas

cada. Um aluno nao estudou a matéria e val respondé-los ao
acaso. Qual é a probabilidade de acertar 50% ou mais das

guestoes?
X : numero de acertos, dentre os 20 testes.
X~Db(20;0,25) = E(X)=np=5 e Var(X)=np(l-p) =3,75
P(X >10) = P(Y >10) Y ~N(5; 3,75)

= p {Y -5510- 5} = P(Z > 2,59) = 0,0048.
193 1,03

Repetir para 40 testes com quatro alternativas.
X~Db(40;0,25) = E(X)=np=10 Var(X)=np(l-p)=7,5

P(X > 20) ~ P(Y > 20) Y ~N(10 : 7,5)

_o[Y-10-20-10]_ _
. p{ e 2557 J_ P(Z > 3,63) = 0,0001.

19



Para 40 testes com cinco alternativas

X~b(40;0,200 = EX)=np=8
Var(X)=np(1-p)=6,4
P(X > 20) = P(Y > 20) Y ~N(8 ; 6,4)

—p [z > %J ~ P(Z > 4,74) ~ 0,0000.
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Distribuicdo Normal

: Valores de P(Z2<=z) = A(=)
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