


Introducao

Exempio : Observamos o peso, em kg, de 1500 pessoas
adultas selecionadas ao acaso em uma populacao.

O histograma por densidade é o seguinte:
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A analise do histograma indica que:

- a distribuicao dos valores é aproximadamente
simeétrica em torno de 70 kg;

- a maioria dos valores (88%) encontra-se no intervalo
(55,85);

- existe uma pequena proporcao de valores abaixo de
48 kg (1,2%) e acima de 92 kg (1%).



Consideremos a variavel aleatoria
X : peso de uma pessoa adulta escolhida ao acaso da
populacao (em kg).

Como se distribuem as probabilidades associadas aos valores da variavel
aleatoria X, isto €, qual é a distribuicdo de probabilidades de X ?
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A curva continua da figura denomina-se curva Normal
(ou curva de Gauss). 4



J>

hlnﬁ'
101911010 |-

dlstrlbwgé Normal ma das mais Importantes
es contin

e u
11nec Ao nro nhahilidada
Huas Uc prduauviniuauc

Cl

NnNtin
Ul Il

NN
'J

Muitos fenOmenos aleatorios comportam-se proximos a
essa distribuicao:

1. altura;

2. pressao sangulinea;
3. Peso

4. muitas outras.

 Pode ser utilizada para calcular, de forma aproximada,
probabilidades para outras distribuicoes, como por
exemplo, para a diStI’ibUi(}ﬁO binomial (como veremos aula que vem).

— O modelo normal de probabilidade foi desenvolvido por
Carl Friedrich Gauss



Nem todos os fendbmenos se ajustam a distribuicao Normal.

Exemplo: Considere a variavel aleatoria
Y : duracdo de uma lampada de certa marca selecionada ao acaso.

A experiéncia sugere gque esta distribuicdo deve ser assimétrica -
grande proporcao de valores entre 0 e 500 horas e peguena proporcao
de valores acima de 1500 horas.
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Modelos Continuos de Probabilidade

Variavel Aleatoria Continua

e Assume valores num intervalo de numeros reais.

* N&o é possivel listar individualmente todos o0s possiveis
valores da variavel aleatdria continua.

e Associamos probabilidades a intervalos de valores da
variavel.



Propriedades dos modelos continuos:

Uma v.a. X continua é caracterizada por sua funcao densidade
de probabilidade f(x), com as propriedades:

(i) A area sob a curva de densidade € 1;

(i) P(a < X< b) = area sob a curva da densidade f(x) e
acima do eixo X, entre os pontos a e b;

(iii) f(x) > 0, para todo x; w0

(iv) P(X = x,) = 0, para x, fixo.

Assim,

Pla<X<b)=P@a<X<h)=Pa<X<b)=P@a<X<h).



A DISTRIBUICAO NORMAL
(ou Gaussiana)
Av. a. X tem distribuicio Normal com parametros u e o° se
sua funcao densidade de probabilidade é dada por:

1

f _ c
X)= om

2
e j . — oo < X< oo.
Pode ser mostrado que:

1. u € ovalor esperado (média) de X, com - < 1 < o0

2. o?é avariancia de X, com o2 > 0.

Notacado : X ~ N(u ; o2)




Propriedades de X ~ N(x; ¢?)

f(x) *

 E(X) = 1 (média ou valor esperado);

e Var(X) = o2 (e portanto, DP(X) = o);

 f(x) > 0, quando x — Foxo;

* X = u €& ponto de maximo de f(x);

* - 0 € u+ o sdo pontos de inflexdo de f(x);

e a curva Normal é simétrica em torno da meédia .
10



A distribuicdo Normal depende dos parametros i e o?

Curvas Normais com mesma variancia o2
mas medias diferentes (u, > 14). n




Influéncia de o2 na curva Normal

f(x)

—-F//

A

H X

Curvas Normais com mesma media u
mas com variancias diferentes (o, > oy ).
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Calculo de probabilidades
P(a< X <b)=P(a<X<bh)

1 2

Area sob a curva e acima do eixo horizontal (x) entre a e b.
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Se X~N(u; 02), definimos | Z =

E(Z)=0
Var(Z) =1

l )

X~N(u; o)
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Av.a. Z ~ N(0;1) denomina-se normal padréao ou reduzida.

Portanto,

P(a<X<b):P(a_ﬂ<X_ﬂ<b_ﬂj:P(a_ﬂ<Z<b_ﬂj
o o o o o

Dada a v.a. Z ~N(0;1) podemos obter a v.a. X ~ N(x; &)
através da transformacao inversa

X=u+Zxo.
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USO DA TABELA NORMAL PADRAO

f(x)

Denotamos : A(z) =P(Z<z), paraz>0.
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Exemplo: Seja Z ~ N(O; 1), calcular

a) P(Z < 0,32)

0 0,32

P(Z < 0,32) = A(0,32) = 0,6255.
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Encontrando o valor na Tabela N(0;1):

Z 0 1 2
0,0 0,5000 0,5039 0,5079
0,1 0,5398 0,5437 0,5477
0,2 0,5792 0,5831 0,5870
''''''''''''''''''''''''''''' 03 | 06179 06217 06255
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b) P(0 < Z<1,71) T
= P(z<1,71) - P(Z < 0)

/B
o)A VN
=0,9564 - 0,5 = 0,4564. ' .

o 1,7 Z

Obs.: A(0)=P(Z < 0)=P(Z > 0)=0,5.

C) P(-1,32<2<0) =P(0<Z<1,32)

A

= P(Z<1,32) - P(Z<0)
= A(1,32) - 0,5
= 0,9066 - 0,5 = 0,4066.

L 4
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d) P(1,32 < Z < 1,79)

A

/

Yy

132 1,78

e)P(-2,3<Z<-

1,49)

= P(1,49 < Z < 2,3)
= A(2,3) - A(1,49)
= 0,9893 - 0,9319

= 0,0574.

= P(Z <1,79) — P(Z < 1,32)
= A(1,79) - A(1,32)
= 0,9633 - 0,9066 = 0,0567.
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f) P(Z > 1,5)

=1-P(@Z<1,5)
=1-A(L,5)
= 1-0,9332 = 0,0668.

g) P(Z<-1,3)

/TN
/1N

N

15 b4

A

L

-1,3

=P(Z213)=1-P(Z<1,3)
— 1 — A(113)

=1-0,9032 = 0,0968.

Obs.: Pela simetria, P(Z<-1,3) =P(Z > 1,3). 21



h) P(-1,5<Z<1,5)

= P(Z < 1,5) - P(Z < -1,5)
=P(Z<1,5) - P(Z>1,5)

=P(Z<1)5)-[1-P(Z<1,5)]

= 2xP(Z < 1,5) -1= 2xA(1,5) - 1

= 2x0,9332 - 1 = 0,8664.

) P(-1<Z<2)

.

1.5 0 15

Z

=P(@Z<2)-P@Z<-1)

= A(2) - P(Z>1)=A2) - (1 - A1)

=0,9773 - (1 - 0,8413)
= 0,9773 - 0,1587 = 0,8186.
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Como encontrar o valor z da distribuicao N(0;1) tal que:

N
IAN D

(i\ D( -\ = ) O75
) r( L) = VU, 91O

(i) P(0 < Z < ) = 0,4975

N ¥

0 Z

z étal que A(z) = 0,975. .

Pela tabela, - = 1,96. 0 Z Z
z étal que A(z) =0,5+0,4975 = 0,9975.
Pela tabela z = 2,81.
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(iii) P(Z > 7) = 0,3 (iv) P(Z > 2) = 0,975

3

Z 7 7 0 Z

z é tal que A(z) =0,7.

Pela tabela, z = 0,53.

aétalque A(@) =0,975ez=-a.
Pela tabela a = 1,96.
Entao, z=-1,96.
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(v) P(Z<2)=0,10

! (Vi)P(-2<Z72<2)=0,80

0,10

4 VA

a é tal que A(a)=0,90e z=-a.

Pela tabela, a = 1,28 —z 7 7

e, assim, z=-1,28. z é tal que P(Z <-z) = P(Z >2) = 0,1.
Isto é, P(Z < z) = A(z) = 0,90

=z = 1,28 (pela tabela).
25



Exemplo: Seja X ~N(10;64) (£=10,5*°=64e c=8)
Calcular: (a) P(6 < X<12)

(6—10 X-10 12-10
=P <

10 X : j: P(-0,5 < Z <0,25)

= A(0,25) - (1 - A(0,5) )

= 0,5987- (1- 0,6915)
= 0,5987- 0,3085 = 0,2902

¥

05 0,25 Z
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(b) P( X <8 ou X > 14)

/ TR p P
P(X <8)+P(X >14):pLz§8 1OJ+PLZ>14 1OJ

=1-A(0,25) + 1 - A(0,5)
=1-0,5987 +1-0,6915
=0,7098

-0525 0,5 Z
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c) k tal que P( X > k) = 0,05

7

V4

P(X >k)=0,05= PLX ;O > X '810J = PLZ >_ 0,05.

A

0,05

0 z

z é tal que A(z) = 0,95

Pelatabela z=1,64

N

k-10

Enté.o, L= T — 1,64

Logo k=10 + 1,64 x 8 = 23,12.
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d) k tal que P( X < k) = 0,025
n l

N
VAV k - 0

X -1 -10) k-10)
P(X sk):0,025:>PL < J PL < J:o,025.
8 8 8

z é tal que A(z) = 0,975.
Pela tabela, z = 1,96.

0,025

Entdo, ! _810 ~_—7=-1,96.

Logo k=10-1,96 x 8 = - 5,68.
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Observacéo : Se X ~ N(u ; 62, entéo

(DP(u—-o0 <X <u+o) :p(“‘”‘ﬂ <7 < HTOTH

O

O

J

=P(-1<7Z<1)

= 2x(A(1) - 0,5)

= 2x(0,8413 - 0,5)
= 00,6826

N

"--...___hl_

-

-1 0 1

|
3

Z

ouseja,P(u-o <X<u+o)= 0,683.
Analogamente,

T 68%

95,5%

|

!
99i7%
I

(i)P(u—20 < X fu+20)=P(-2<272<2)= 0,955.
(I P(yu—3c < X Lu+30)=P-3<2<3)= 0,997.
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Exemplo : O tempo gasto no exame vestibular de uma
universidade tem distribuicao Normal, com media 120 min e

desvio padrao 15 min.

a) Sorteando-se um aluno ao acaso, qual é a probabilidade
dele terminar o exame antes de 100 minutos?

X: tempo gasto no exame vestibular = X ~ N(120; 152)
100-120)

P(X <100) = P(Z < - P(Z <-1,33)

-~

= 1- A(1,33)
= 1- 0,9082 = 0,0918.

-1,33 0 7

31



b) Qual deve ser o tempo de prova, de modo a permitir que

0504 dos vestibulandos terminem no prazo e estl Ipu lado?

V Ao JULINUILCAL TG

X: tempo gasto no exame vestibular = X ~ N(120; 15?)
X-120

P(X <x)=0,95= P(Z < j:o,gs

z =7 tal que A(z) = 0,95.

Pela tabela z = 1,64.

>
0 Fd Z

Entio. 7=164=X"20  — x=120+1,64 x15

15

— X = 144,6 min.
32



c) Qual é o intervalo de tempo, simétrico em torno da media
(intervalo central), tal que 80% dos estudantes gastam para
completar o exame?

X: tempo gasto no exame vestibular = X ~ N(120, 15?)

<Z< =0,80

P(x;<X<x,)=080=P

z =7 tal que A(z) = 0,90.

Pela tabela, z = 1,28.

Y

Z
P 1;20 =128 = x,= 120 - 1, 28 x 15 = x, = 100,8 min.
Xo =120

Z= =1,28 = X, =120 +1,28 x 15 = x, = 139,2 min.
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Distribuicdo Normal

: Valores de P(Z2 ==z ) = A(=)
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.5060606
.5398
5793
.6179
.6554
.6915
. 7257
. 7580
. 7881
.8159
.8413
.8643
.8849
.9032
.9192
.9332
.9452
.9554
.9641
9713
9772
.9821
.9861
.9893
.9918
.9938
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.506406
.5438
.5832
.6217
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.6950
. 7291
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.8186
.8438
.8665
.8869
.9049
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.9345
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.9998
.9999
.9999
.9999
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5120
5517
.5910
.6293
.6664
. 7019
. 7357
. 7673
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.8485
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. 7088
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.8023
.8289
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.8749
.8944
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.9394
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52398
.5636
.6026
.6406
6772
7123
. 7454
.7764
.8051
.8315
.8554
.8770
.8962
.9131
9279
.9406
.9515
.9608
.9686
.9750
.9803
.9846
.9881
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.9931
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5279
.5675
.6064
.6443
.6808
. 7157
.7486
7794
.8078
.8340
.8577
.8790
.8980
.9147
.9292
.9418
.9525
.9616
.9693
9756
.9808
.9850
.9884
.9911
.9932
.9949
.9962
.9972
.9979
.9985
.9989
.9992
.9995
.9996
.9997
.9998
.9999
.9999
.9999
.0000
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5714
.6103
.6480
.6844
. 7190
. 7517
. 7823
.8106
.8365
.8599
.8810
.8997
.9162
.9306
.9429
.9535
.9625
.9699
9761
.9812
.9854
.9887
.9913
.9934
.9951
.9963
.9973
.9980
.9986
.9990
.99903
.9995
.9996
.9997
.9998
.9999
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5358
5753
.6141
.6517
.6879
7224
. 7549
. 7852
.8133
.8389
.8621
.8830
.9015
9177
.9319
.9441
.9545
.9633
.9706
9767
.9817
.9857
.9890
.9916
.9936
.9952
.9964
.9974
.9981
.9986
.9990
.99903
.9995
.9997
.9998
.9998
.9999
.9999
.9999
.0000
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