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W Variavel Aleatoria

Uma funcao X que associa a cada elemento o do
espaco amostral Q um valor x € R € denominada
uma variavel aleatoria.

Experimento: jogar 1 dado duas vezes e observar o resultado
(P = par e I= impar)

PP

IP

Pl ———— |

X: ndmero de vezes que saiu par em 2 lances do dado

X=0< I
X=1<IPouPlI
X=2< PP
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Uma variavel aleatoria pode ser classificada em:

e VVariavel aleatoria discreta
e VVariavel aleatoria continua



Exemplos:
1) Observa-se o0 sexo (caracteristica) das criancas em
familias com trés filhos (M: masculino e F: feminino).

Espaco amostral:
Q = {(MMM), (MMF), (MFM), (FMM), (MFF), (FMF), (FFM),(FFF)}

@, @, 0 @, s @y @, (Vg

Defina X: n°. de criangas do sexo masculino (M).

Q |MMM MMF MFM FMM  MFF  FMF  FFM FFF
X |3 2 2 2 1 1 1 0

— Entao X assume valores no conjunto {0, 1, 2, 3}, logo €
uma variavel aleatoria discreta.



Uma variavel aleatoria pode ser classificada em:

e VVariavel aleatoria discreta

Uma v.a. € discreta quando o conjunto de valores possiveis
que ela assume for finito ou infinito enumeravel.



Exemplos:

1) No mesmo experimento...

Espaco amostral:
Q ={(MMM), (MMF), (MFM), (FMM), (MFF), (FMF), (FFM),(FFF)}

@, @, W, @, s 0% @, g

Podemos definir agora
Y: n°. de criancas do sexo feminino (F).

N S B .
AN

) iMMM MMF  MFM FMM M FMF FFM  FFF
y | o 1 1 1 2 2 2 3

— Entao Y também assume valores no conjunto {0, 1, 2, 3},
porém, para outros valores de Q.



Exemplos:

2) Observar o tempo de vida, em horas, de lampadas
produzidas por uma fabrica.
@)

Defina 7. tempo de vida, em horas, da lampada escolhida,
ao acaso, da fabrica.

T rirmana varianval alaatArvrin A~rANntiniin A11IAa AcciiMao
) |—||LC|U, < UIIIG validv ol alicdlulia vvuvliliiiuad qUU AOoOVUllIc<T

qgualquer valor real nao negativo.
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Uma variavel aleatoria pode ser classificada em:

e VVariavel aleatoria continua

Uma v.a. é continua quando o conjunto de valores possiveis =
que ela assume for ndo enumerdvel.
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W YARIAVEL ALEATORIA DISCRETA

Caracterizacao

Funcéo de probabilidade: E a funcéo que atribui a cada
valor x; da v. a. discreta X sua probabilidade de ocorréncia
e pode ser representada pela tabela:

X .X»I x2 xn

P(X=x) | P(X=x4) P(X=x,) P(X=x,)

Uma funcio de probabilidade deve satisfazer:

0<PX=x)<1 e >YPX=x)=1
=1




Exemplo 1:

O Departamento de Estatistica € formado por 35
professores, sendo 21 homens e 14 mulheres. Uma
comissao de 3 professores sera constituida sorteando,
ao acaso, trés membros do departamento.

Qual é a probabilidade da comissao ser formada por
pelo menos duas mulheres?

Vamos definir a v.a.
X: n°. de mulheres na comissao.

Quais sao os possiveis valores que X pode assumir?
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Espaco amostral Probabilidade X

(HHH) ?i ig ii - 0,203 0
(HHM) % gg :1;3‘ — 0,150 1
(HMH) AxlxD 0150 1
(MHH) %g ?ﬁ gg - 0,150 1
(HMM) §51 %j :132 — 0,097 2
(MHM) :1,)‘5‘ ;} ;13?, — 0,097 2
(MMH) :1):5‘ %j §§ — 0,097 2
(MMM) :1:5‘ %2 %g 0,056 3
X 0 1 2 3

P(X = x) 0,203 0,450 0,291 0,056
Assim, P(X =2 2)=P(X=2)+PX=3)= 0,291 + 0,056 = 0,347.



Exemplo 2: Um dado ¢€ lancado duas vezes, de forma
independente. Qual é a probabilidade da soma dos pontos

nos dois lancamentos ser menor do que 67?

Q=

(1,
(2,
(3,
, (4,
, (3,
, (6,
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, (6,4), (6,9), (6,
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Qual é a probabilidade de cada ponto w, de Q ?

Admitindo-se que o dado seja perfeitamente
homogéneo e sendo os lancamentos independentes,

P(w;) = 1/36 , qualquer w; € Q.
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Defina X: soma dos pontos nos dois langamentos do dado.

Funcao de probabilidade de X:

x |2 3 4 5 6 7 8 9 10 1M 12

P( =x)‘1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

Entao,

P(X < 6) = P(X=5) + P(X=4) + P(X=3) + P(X=2)
= 4/36 + 3/36 + 2/36 + 1/36
= 10/36 = 0,278
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X: Soma dos pontos nos dois lancamentos

2°. lancamento

1 2 3 4 5 6
112 3 4 5 6 7
10
1213 4 5 6 7 8
Lan 1 314 5 6 7 8 9
ca-
rnen_45678910 o |
516 7 8 9 10 11 Y: _valor maximo obtido dentre os
to dois lancamentos.
6 |7 8 9 10 11 12 20 Jancamento
1 2 3 4 5 6
01123456
1212 2 3 4 5 &
LZ” 313 3 3 4 5 6
¢ 4 |4 4 4 4 5 6
men-
t05555556
6 |6 6 6 6 6“6




Podemos estar interessado em outras variaveis aleatorias
definidas para o mesmo espaco amostral.

Y: valor maximo obtido dentre os dois langamentos.

y |1 2 3 4 5 6
P(Y=y)| 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36

Z. diferenca entre os pontos do 2°. e do 1°. langamento.

z 5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
P(Z=2z) |1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36
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VALOR ESPERADO E VARIANCIA

Qual é o valor médio da soma dos pontos (X) no lancamento

de dois dados? q={(1,1),(1,2), (1,3), (1,4), (1), (1,6)

(2,1), (2.2), (2,3), (2:4), (2,5), (2,6), = 36 pontos
(3,1), (3.2), (3,3). (3:4), (3,5), (3.6), igualmente
(4.1), (4.2), (4,3), (4,4), (4,5), (4.6), provaveis
(5,1), (5.2), (5,3), (5:4), (5,5), (5.6),

X  P(X=x) (6.1), (6.2), (6,3). (6,4), (6.5), (6,6)}

2 1/36

3 2136

4 3/36 - []

5 4/36 7 IR

6 5/36 N ] ]

7 6/36 o ] ]

8 5/36 H H

9 4136

e e 0[‘555,&;;;;,1'01'1’]

11 3/36 i

RN
N
RN
-
w
(0}
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VALOR ESPERADO E VARIANCIA

Valor Esperado (“média”): Dada a v.a. X, assumindo os
valores x4, x,, ..., x,, chamamos de valor médio, ou valor

esperado, ou esperanca matematica da distribuicao de X
o valor

n
E(X)=xxP(X=x)+...4+x,xP(X=x,) :le- x P(X =x;)
i=1
Notacao: i = E(X)

No exemplo, para média de X (soma de pontos), temos:
E(X) =2%(1/36) + 3%(2/306) + ... + 11%(2/36) + 12%(1/36)
= 252/36 =7,
ou seja, em media, a soma dos pontos no langamento dos

dois dados é igual a 7.
17



Variancia: E o valor esperado da v.a. (X — E(X))?, ou seja,
se X assume os valores x,, x, ..., x,, entao

19 V25 === Ny

Var(X) = i[xi CE(X)P x P(X =x)

i=1
Notacdo: 42 = Var(X).
Da relacao acima, segue que
Var(X)=E(X?%)-[E(X)]°.

Desvio Padréo: E definido como a raiz quadrada
positiva da variancia, isto €,

DP(X) =/ Var(X).
Notacao: ¢ = DP(X).
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No exemplo,
X 2 3 4 3 6 / 8 9 10 11

12

P(X=x) | 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

Var(n)=(2-7)%— + (3- 7>2x— ot (-T2 4 (2.7

36 36 36 36
— _23)_583
36
Alternativamente, poderiamos calcular
E(X2)=2%<—1 + 32><— + ...+ 112><_2 + 122><_/I

36 36 36 36

- 1972 _ 5483

36

e, portanto, Var(X) = 54,83 — 7° = 5,83,
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Propriedades:
1) Se P(X=a) =1, entao

E(X)=a e Var(X)=0.

2) Se Y=aX+ b, em que a € b sao constantes, entao
E(Y)=E(aX+b)=aE(X)+ b

Var(Y) = Var(aX + b) = a? Var(X).

20



- MODELOS PROBABILISTICOS DISCRETOS -

Modelo de Bernoulli ou Binario

Na pratica, existem muitos experimentos que admitem
apenas dois resultados.

Exemplos:

* uma peca € classificada como boa ou defeituosa;

* 0 resultado de um exame meédico para deteccao de uma
doenca € positivo ou negativo;

 um paciente submetido a um tratamento, durante um
periodo de tempo fixo, cura-se ou nao da doenca;

* um entrevistado concorda ou nao com a afirmacao feita;

* no lancamento de um dado ocorre ou nao a face “95".

21



Situacdbes com alternativas dicotomicas podem ser

representadas, genericamente, por res

IWGANA WA v FHINVI TVUATT IV Wy rJVI

sucesso-fracasso.

ostas do tipo

Esses experimentos recebem o nome de Ensaios de

Bernoulli e originam uma v.a. com distribuicdo de
Bernoulli.

Variavel aleatdria de Bernoulli: E uma v.a. que assume
apenas dois valores:

1 se ocorrer sucesso,
* 0 se ocorrer fracasso.

Geralmente, a probabilidade de sucesso € representada
porp, 0<p<A1.

22



~ Bernoulli (p)” indica uma v.a. com distribuicao de

Rarnniilli ~rAam naramaotra |e'I-
LIOCITIVUUILIT UUIL I PGIGIIIULIUIJ, LU U,
f
1, se ocorrer “sucesso”
X = <
L O, se ocorrer “fracasso’

e sua funcao de probabilidade pode ser representada pela

tabela ¥ 1 0
PX=x)| p 1-p
Segue que E(X) = p

Var(X) = p(1 - p).

— Repeticoes independentes de um ensaio de Bernoulli,
com a mesma probabilidade de ocorréncia de “sucesso’,
dao origem ao modelo de probabilidade binomial.

23




Modelo Binomial

Exemplo: Um dado equilibrado € lancado 3 vezes.
Qual é a probabilidade de se obter a face 5 duas vezes?

Denotamos,

S: “sucesso’, ocorrer face 5;:
F: “fracasso”, ndo ocorrer face 5.

[T
-—h

ver d
vv M

1 —p = P(fracasso) o/6

Q = {SSS, SSF, SFS, FSS, SFF, FSF, FFS, FFF}

24



Estamos interessados no numero total de sucessos que,
no caso, € o numero de vezes que a face 5 é observada

nos 3 langcamentos do dado.

Q
<S (SSS)
/S GTT~F  (SSF)

L\ < S (SFS)
p q

ooy F  (SFF)

< s (FSS)

q /S TT~F (FSF)

1\ D S (FFS)

q <
Fg~Fr (#rp

Prob

p3

P?q

P*q

Pg?

P4

Pg?

Pg?

X

3
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A funcio de probabilidade de X é dada por:

Probabilidades binomiais paran=3e P(S) =p

n°. de sucessos | probabilidades p=1/6
0 q° 125/216=0,5787
1 3pq° 75/216=0,3472
2 3p°q 15/216=0,0694
3 p’ 1/216=0,0046

Podemos escrever essa fungao como

3

P(X = k) =[k

]pk g3k | k=01,23.

No exemplo, paran=3ep=1/6, P (X =2)=0,0694.

26



Distribuicao binomial:

A v.a. X correspondente ao numero de sucessos em
n ensaios de Bernoulli independentes e com mesma
probabilidade p de sucesso, tem distribuicdo binomial
com parametros z € p.

Sua funcao de probabilidade € dada por

P(X=k) Z[Z]pk (1-p)"% | k=0,1,...n

Notacao: X ~ b(n; p).

27
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Se X ~ b(n; p), entao

valor esperado: 1= E(X) = nxp
variancia: ¢ = Var(X) = nxpx(1-p)




Exemplo utilizando o R:

Considere uma prova com 12 questdoes, cada uma com
4 alternativas. Suponha que o aluno escolha a resposta
ao acaso. Qual é a probabilidade de que ele acerte
pelo menos 6 questdoes?

X: n°. de questdes que o aluno acertara

X ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11 ou 12)

12)0,25’6(1-0,25)”"

X

X~b(12;0,25) |P(X =x)= (

U

Uso do R para os célculos! .



File Edit Data Statistics Graphs Models | Distributions

3 __
Tools Help

R Data set:| <Mo active dataset> [ Edit data =
cmdr

—_— ]
Continuous distributions * L o 400 mnedels |
Discrete distributions L Binomial distribution

Script Window

Poisson distribution

3
3
Geometric distribution r
Hypergeometric distribution ¥

4

Megative binomial distribution

Binomial quantiles...
Binomial tail probabilities...
Bincmial prebakilities...
Plot binomial distribution...
Sample from binomial distribution...

4|

Output Window

< |

Messages

with the =ingle—-document interface (SDI):

[2] WARNING: The Windows wversion of the R Commander works best under RGui

zee ?Commander.

Fl




7 R commander B ™

File Edit Data Statistics Graphs Models Distributions Tools Help

"% Binomial Probabilities 0 (s el S| Modek: | <No active model>
Binormal trials 12 =FLLSE)
Probability of success 0.25 =FALSE)
=F4L5E)
ok ] [ cone ] e

rownames (. Table) <- 0:12
.Table
remove (. Table)

4|

Output Window

> rownames|.Table) <- 0:12

> .Table

Er
.167635e-02
.267054e-01
.322932e-01
.581036e-01
L93577Te-01
.032414e-01
.014945e-02
L14712T7e-02
.389848e-03
.540516e-04
.540516e-05
.14576Te-06
.960464e-08

W =] m N e kO

[
=1

[
[
LI R L O T el e T L B e #

[
fa

> remove | .Table)

< |

Meszages

[2] WARNING: The Windows wversion of the R Commander works best under RGui
with the single—document interface (5DI); =ee ?Commander.

Fl



ta Statistics Graphs

Models  Distributions

File Edit Da Tools Help
:uRnﬂ.t Data set:| <Mo active dataset> Edit data set ”View dataset| Model; | <MNo active model=
Script Window
rownames (. Table) <- 0:12

.Table

rownames (

remove (. Table)
phinomi(c (&),
phinomi(c (&),

.Table) «<- 0:12

zize=12, prob=0.25,
zize=12, prob=0.25,
Table <- data.frame (Fr=dbinom(0:12,

.Table
remove (. Table)

lower.taill=TRIE)
lower.tall=FALSE)
gize=12, prob=0.253))

<

Output Window

>

W =] m N e kO

[
R o

> rownames|.Table)

.Table

[ O T el w5 R S #F ]

Pr

.16T7635e-02
L26T7054e-01
L322852e-01
.581036e-01
L8357T7Te-01
.032414e-01
.014945e-02
.14712Te-02
.389848e-03
.540516e-04
.540516e-05
.14576Te-06
.960464e-08

> remove | .Table)

<- D12

< |

Messages

[2] WARNING: The Windows wversion of the R Commander works best under RGui
with the =ingle-document interface (SDI):;

zee ?Commander.

Fl



> Table
Pr

0 3.167635e-02

1 1.267054e-01

2 2.322932e-01 Portanto,

3 2.581036e-01

4 1.935777e-01 _

5 1.032414e-01 P(X26)=0,0544.

6 4.014945e-02 Temos E(X) = nxp =

7 1.147127e-02 19%x() 95 = 2

8 2.389848e-03 N

9 3.540516e-04 ou seja, em media, o aluno
10 3.540516e-05 que responder ao acaso
11 2.145767e-06 todas as questdes acertara

12 5.960464e-08 3.
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7 R commander B ™

File Edit Data Statistics Graphs Models Distributions Tools Help _
7% Binomial Probabilities -Elﬂu Model: | <MNo active model>

WYanable value(s) 5
Binomial trials 12

Probability of success 0.25

B —FALSE)

Lower tail () \B=rFaLsE)

Upper tail Eﬂ:}% |L=F&LSE)

\R=FALSE)

[ [ ok ][ conce | B-rarse
i

]

Output Window

> pbinom{c(5), size=12, prob=0.25, lower.tail=FALSE)
[1] ©O.05440223

< |

Meszages

[2] WARNING: The Windows wversion of the R Commander works best under RGui
with the single—document interface (5DI); =ee ?Commander.

Fl



