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Aos colegas de turma Fábio, Paulo, Roberta, Bona, Han, Antonio Marcos, Vânia, Yamada,
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em tê-lo alcançado.”
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ABSTRACT

The purpose of this work is to develop a behavior scoring model to recognize and predict
which customers will be “good or bad payers”. It proposes a comparative analysis between
bankruptcy prediction methods to evaluate credit cards transaction risks. The model establishes
a safe criteria to determine when the transaction must be approved or not. Bankruptcy risk
evaluation is explored in this study comparing logistic regression performance with the others
techniques based in machine learning: neural networks and support vector machines.

Keywords: Credit Decision-Making; Bankruptcy Prediction; Logistic Regression; Neural
Networks; Support Vector Machines



OBJETIVO

O objetivo deste trabalho é desenvolver um modelo comportamental de classificação visando
reconhecer e prever quais clientes serão “bons ou maus pagadores”. Propõe-se uma análise
comparativa entre as técnicas de previsão de inadimplência para avaliação do risco em
transações com cartão de crédito. O modelo estabelece um critério seguro para determinarmos
quando a transação deverá ser aprovada ou não. Neste estudo, o risco de inadimplência dos
clientes é explorado através da comparação do desempenho do modelo regressão loǵıstica com
outras técnicas baseadas em máquinas de aprendizagem: redes neurais e máquinas de vetores
de suporte.

Palavras-Chave: Tomada de Decisão de Crédito; Previsão de Inadimplência; Regressão
Loǵıstica; Redes Neurais; Máquinas de Vetores de Suporte
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3.1 Aspectos Teóricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.2 Aplicação e Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

i



3.2.1 Seleção e Tratamento dos Dados de Inferência . . . . . . . . . . . . . 21

3.2.2 Método de Aprendizagem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.2.3 Análise dos Resultados do Modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Modelos de Classificação de Crédito no Brasil

Com a chegada do Plano Real em meados de 1994, proporcionando um cenário
econômico de inflação controlada, as instituições financeiras, principalmente os bancos de
varejo, passaram a procurar fontes alternativas para obtenção de suas receitas.

Diante de uma economia reaquecida, a expansão das ofertas de crédito ao consumidor
(concessão de empréstimos, financiamentos, cartões de crédito, créditos pessoais, etc.) passou
a ser identificada como uma imensa oportunidade para alavancagem de receitas, sejam elas
financeiras ou de serviços.

O aumento da demanda de crédito por indiv́ıduos não bancarizados, principalmente
os de baixa renda, as aquisições de financeiras como a compra da Losango pelo Bradesco, a
da carteira Hipercard pelo Unibanco e a partição do portfólio de cartonistas Credicard entre
os acionistas Citibank e Itaú são apenas alguns exemplos de acontecimentos vivenciados pelo
sistema financeiro brasileiro nos últimos anos.

Se por um lado tais estratégias trouxeram a possibilidade de altos lucros, por outro
lado, também elevaram os ńıveis de risco de inadimplência nas instituições. Qualquer erro
na tomada de decisão de crédito pode significar que em uma única operação ocorra a perda
do ganho obtido em dezenas de outras bem sucedidas. Fatos recentes de concordata e
falência, envolvendo empresas internacionalmente conhecidas, despertam a preocupação das
instituições e de seus acionistas, quanto ao controle do risco sobre estas operações.
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Faz-se então necessária a revisão cont́ınua das técnicas de previsão de inadimplência,
os chamados modelos de classificação ou escoragem de crédito. O investimento em instrumen-
tos, não somente sofisticados mas principalmente velozes e eficientes, passa a ser considerado
como um diferencial competitivo para a instituição.

Instrumentos para avaliação de riscos na concessão do crédito, os chamados modelos
de credit scoring [1], são aprimorados constantemente em função do crescimento do volume
de clientes novos ou desconhecidos da instituição. Por outro lado, os instrumentos com-
portamentais de avaliação de risco, denominados modelos de behavior scoring [1], passam
a refletir com mais rapidez e qualidade o comportamento de risco, tanto para os clientes
antigos quanto para os novos.

Nos modelos comportamentais é ideal que a decisão ótima de crédito leve em con-
sideração outras variáveis como, por exemplo, o relacionamento do cliente com o banco, risco
de imagem para a instituição e principalmente a relação risco/retorno, ou seja, não somente
o controle do risco de crédito mas principalmente o resultado financeiro envolvido.

Até meados de 1994, o gerenciamento de crédito no Brasil era realizado através de
uma poĺıtica julgamental de decisão baseada nos cinco Cs do Crédito (Caráter, Capacidade,
Condições, Capital e Colateral)[2] ou na experiência do analista de crédito, sem a utilização
de métodos estat́ısticos de análise. A aplicação de métodos estat́ısticos de análise, não
somente restringe a subjetividade na decisão, mas também permite agilizar o processo de
decisão além de reduzir significativamente os ı́ndices de inadimplência.

1.2 Aplicação em Aprovação de Transações com Cartão

de Crédito

Atualmente as instituições financeiras, emissoras de cartões de crédito, operam suas
transações de crédito e débito em complexos sistemas computacionais. Estes sistemas, co-
nhecidos como sistemas de autorizações, são estruturados, em sua grande maioria, através de
gigantescas árvores de decisão. À medida em que as transações com cartão são submetidas
para aprovação, o sistema de autorizações realiza consultas a outros sistemas tais como o
sistema de informações cadastrais e o de controle de faturamento.

No sistema de informações cadastrais, são acessadas informações como os dados
bancários do cliente, o tempo de relacionamento, limite de crédito, cartões adicionais vi-
gentes, dentre outras. Quanto ao sistema de faturamento, são consideradas informações refe-
rentes a valores utilizados, pagamentos realizados, transações parceladas e atrasos. Os dados
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consultados são então combinados com as informações referentes à transação, permitindo-se
que o processo de tomada de decisão de crédito seja realizado. A idéia será avaliar se a
transação deverá ser aprovada ou não.

Transações de clientes que ainda possuem limite de crédito dispońıvel, as denomi-
nadas transações normais, são decididas com maior eficiência uma vez que consideram um
número menor de informações, geralmente, somente informações de faturamento permitindo
identificar quais são os valores utilizados até o momento, quais são os valores de pagamento
processados e se há ou não incidência de atraso.

Por outro lado, existem situações em que não há mais limite de crédito dispońıvel.
Transações desta nautreza são conhecidas como transações cŕıticas, e deverão ser decididas
considerando também as informações que retratam o histórico do cliente junto à instituição.
Desta maneira, são consideradas informações como tempo de relacionamento, histórico de
pagamentos e atrasos, utilização de saques, dentre outras. Em situações como esta, em que
a quantidade de informações existentes no processo, bem como as posśıveis combinações
entre elas é infinitamente grande, tanto a performance de resposta do sistema quanto a
qualidade da decisão passam a estar comprometidos. É necessário que a decisão do sistema
seja respondida com mı́nimos tempo de resposta e risco de inadimplência.

Uma posśıvel alternativa para solucionar problemas como este seria desenvolver
instrumentos para estimação de riscos de inadimplência, através de técnicas de classificação.
Através de modelos de classificação, seria posśıvel identificar transações de risco bem como
otimizar o tempo de resposta uma vez que os modelos resultantes permitiriam associar uma
classificação (escoragem) para cada transação cŕıtica solicitada e não mais uma combinação
de diversas variáveis.

Estes modelos de classificação podem ser desenvolvidos através de metodologias
clássicas como a regressão loǵıstica, assim como algumas mais mais sofisticas como as redes
neurais artificiais e máquinas de vetores de suporte. Desta forma, o objetivo deste estudo
é desenvolver estes modelos de classificação utilizando as três metodologias e comparar os
resultados obtidos.

Pelo fato de que estamos considerando transações de clientes que já tiveram a con-
cessão do crédito aprovada, desenvolvemos modelos de classificação de crédito comportamen-
tais, ou seja, modelos de manutenção do crédito, os modelos de behavior scoring. Para tais,
espera-se obter um alto poder preditivo uma vez que estamos considerando a premissa de que
os clientes já são conhecidos em suas instituições bem como as informações históricas sobre
estes são de fácil acesso, o que nem sempre ocorre com relação às informações necessárias
nos modelos de concessão de crédito, os modelos de credit scoring.
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1.3 Conjunto de Dados para Inferência

O primeiro aspecto a ser considerado antes da seleção dos dados é identificar de-
talhadamente quais as principais caracteŕısticas e particularidades envolvidas no processo
de forma que o modelo possa replicar a realidade da maneira mais precisa posśıvel. É de
extrema importância conhecer o perfil dos clientes, as caracteŕısticas de cada produto, as
regulamentações envolvidas, sazonalidades, clusters já existentes, dentre outros aspectos. O
contato com aqueles que atuam diretamente com os clientes bem como com os gestores dos
produtos, facilita a escolha das variáveis explicativas do processo decisório de crédito, além
de auxiliar a interpretação dos resultados obtidos nos modelos.

Considerando que estamos desenvolvendo modelos de classificação para transações
com cartão de crédito, foram escolhidas variáveis comportamentais que retratam a história
do cliente com a instituição tais como tempo de relacionamento, produtos e créditos contrata-
dos, utilização dos limites, histórico de pagamentos e atrasos. Além destas, também foram
consideradas informações do negócio, coletadas no momento da solicitação da transação co-
mo valor da transação, se à vista, parcelada ou saque, se local ou internacional, qual o tipo
de produto, dentre outras.

Desta maneira, foi posśıvel utilizar um total de 16 variáveis de entrada sendo 8
variáveis cont́ınuas como valor da transação, idade da conta em número de meses, valores de
limite, saldos, dias em atraso e 8 variáveis discretas categorizadas. Estas permitem identificar
a existência de atributos diferenciados por classes, por exemplo, se a transação é local ou
internacional, qual o tipo de produto, se o cliente possui conta corrente junto á instituição
ou não, dentre outras.

O próximo passo foi definir os critérios para organização dos dados como safra de
observação, peŕıodo histórico a ser considerado bem como o conceito de performance para
classificação das transações em adimplentes ou inadimplentes. Como safra de observação
consideramos um mêsm onde foram coletadas informações referentes aos clientes, ao produto
cartão de crédito e às transações. Em seguida, entre os meses m−6 a m, foram consideradas
as informações comportamentais históricas (positivas e negativas) dos clientes. Finalmente,
entre os meses m a m + 6, identificou-se quaisquer ocorrências de inadimplência por parte
dos clientes.

A idéia é que, a partir destas variáveis de entrada, o modelo classifique as transações
em adimplentes ou inadimplentes, ou seja, decida se devem ser aprovadas ou não. Para tal,
será associada uma escoragem ou pontuação para cada transação solicitada e, em seguida,
será determinado um valor limiar de decisão, ao qual conhecemos como ponto de corte, onde
serão separadas as classes. Desta forma, não será mais necessário realizar a combinação de

4



todas estas variáveis através do processo em árvore de decisão, o que possivelmente implicará
em menor risco de crédito e maior agilidade na decisão.

1.4 Técnicas Utilizadas e Principais Problemas

Os problemas de classificação, também conhecidos como problemas de reconheci-
mento de padrões, estão presentes não somente em áreas de análise de crédito como também
em áreas como processamento de imagens e diagnóstico médico.

Em problemas envolvendo classificação de crédito destaca-se a utilização das técnicas
de análise discriminante e regressão loǵıstica, pois apresentam bom desempenho em proble-
mas em que os grupos em análise podem ser separados através de uma fronteira linear. Tais
técnicas se enquadram na classe de métodos estat́ısticos multivariados de dependência, uma
vez que relacionam um conjunto de variáveis independentes com uma variável dependente
categórica.

Entretanto, técnicas baseadas em máquinas de aprendizagem, como as redes neurais
artificiais, têm conquistado espaço de destaque em publicações recentes na área de análise
de crédito. Parte da explicação se deve ao fato de que tais metodologias possuem excelente
capacidade de generalização e eficiência comprovadas em problemas onde as variáveis de
entrada e sáıda possuem relações não lineares.

O problema de distinção, entre clientes bons ou ruins, possui alguns aspectos cŕıticos
como o fato de que, sem uma teoria sobre inadimplência, em qualquer seleção de variáveis
preditivas que se faça pode ocorrer a desconsideração de variáveis importantes para os mo-
delos. Outro ponto a ser considerado é que as variáveis preditivas podem possuir relações
complexas, o que impossibilita avaliar os padrões de inadimplência através de classes linear-
mente separáveis, ocasionando baixo poder preditivo nos modelos.

Estudos teóricos confirmam a desvantagem em se utilizar a análise discriminante
pelo fato de que a metodologia pressupõe que os padrões de inadimplência são linearmente
separáveis. Nos problemas encontrados pelas instituições financeiras em análise de crédito,
identifica-se que as relações entre as variáveis são essencialmente não-lineares. Sendo as-
sim, não estaremos considerando a técnica de análise discriminante neste estudo. Maiores
informações sobre a metodologia podem ser encontrados no trabalho de Altman[3].
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1.5 Organização dos Demais Caṕıtulos

O Caṕıtulo 2 desta dissertação apresenta os principais conceitos referentes ao método
de regressão loǵıstica bem como a metodologia a ser empregada no desenvolvimento do
modelo. Em seguida, é realizada a apresentação e discussão dos resultados.

No Caṕıtulo 3 é apresentado o conceito de redes neurais, a estrutura e metodologia
utilizadas para a aplicação no problema proposto. Em seguida, são apresentados e discutidos
os resultados.

No Caṕıtulo 4 é contextualizada a técnica máquina de vetores de suporte descreven-
do os conceitos envolvidos e resultados obtidos através da aplicação da técnica.

A metodologia de desenvolvimento, tratamento das informações, além dos principais
critérios para validação e análise de performance de cada um dos modelos, são descritos
detalhadamente de acordo com cada tópico.

O Caṕıtulo 5 apresenta um quadro comparativo com os principais resultados e
indicadores de desempenho obtidos em cada técnica e fornece os comentários conclusivos.

Para maior detalhamento técnico sobre os experimentos realizados, é apresentado
neste trabalho um Apêndice contendo os principais resultados obtidos em cada metodologia.
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Caṕıtulo 2

Regressão Loǵıstica

A regressão loǵıstica tem se constitúıdo em um dos principais métodos de modela-
gem estat́ıstica de dados. Embora conhecida desde os anos 50, somente através de Cox[4] é
que a técnica tornou-se popular entre os usuários de estat́ıstica sendo que, nos dias de hoje,
é considerada a mais utilizada em modelos de classificação de crédito.

A técnica baseia-se na análise de dados com resposta binária, ou seja, que admitem
apenas dois resultados. Chamamos de “sucesso”o resultado mais importante da resposta ou
aquele que se pretende relacionar com as demais variáveis de interesse. Mesmo em situações
em que o resultado de interesse não seja originalmente do tipo binário, vários pesquisadores
têm dicotomizado a resposta de modo que a probabilidade de sucesso possa ser modelada
através da regressão loǵıstica.

Neste estudo, temos um modelo de resposta binária onde obtemos como resposta a
decisão a ser tomada para a transação com cartão de crédito, ou seja, se esta será aprovada
ou não, considerando as informações do cliente e da própria transação no exato momento da
solicitação.

2.1 Aspectos Teóricos

A regressão loǵıstica consiste em uma técnica estat́ıstica utilizada na separação de
dois grupos, que visa obter a probabilidade de que uma observação pertença a um conjunto
determinado, em função do comportamento das variáveis independentes[5]. É então obtido
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um modelo que relaciona a variável dependente Y às variáveis independentes X1, X2, ..., Xp

que supostamente influenciam as ocorrências do evento em estudo.

Em situações em que a variável dependente possua caráter não métrico, é necessário
que esta seja inserida através do uso de variáveis dummy, que assumem valor 0 para indicar
a ausência de um atributo e 1 para indicar a presença de um atributo[6].

Em aplicações envolvendo risco de crédito, a metodologia é utilizada para a avaliação
da inadimplência de determinado grupo de clientes em situações relativas à concessão de
crédito, assumindo que a probabilidade de inadimplência seja logisticamente distribúıda,
com resultado binomial 0 ou 1. De acordo com Hair et al.[5], para aplicação da regressão
loǵıstica faz-se necessário conhecer sobre a ocorrência ou não de determinado evento, como
por exemplo, situação de inadimplência ou não de um cliente, situação de insolvência ou não
de uma empresa.

Sendo assim, utiliza-se apenas dois posśıveis estados para a variável dependente ou
resposta (0 ou 1), a depender da ocorrência ou não do evento considerado. A partir desse
valor dicotômico, a regressão loǵıstica calcula a probabilidade desse evento acontecer ou não.
O modelo de regressão loǵıstica pode então ser escrito da seguinte forma:

P (Y = 1) =
1

1 + e−µ(x)
(2.1)

onde,

µ(x) = β0 + β1X1 + β2X2 + ...+ βpXp = β0 +

p
∑

i=1

βiXi (2.2)

Analisando o significado da função de distribuição loǵıstica no contexto de risco de
crédito, temos que a variável dependente consiste na situação de inadimplência relacionada
ao cliente, que assumirá valores 0 ou 1, a depender dos dados procederem de um cliente
inadimplente ou adimplente, respectivamente. As variáveis independentes representam os
fatores que supostamente influenciam a inadimplência: dados pessoais e financeiros, indi-
cadores comportamentais, informações espećıficas sobre a transação, dentre outros.

A probabilidade de que a transação solicitada provenha de um cliente adimplente
é representada por P, que corresponde à probabilidade condicional de Y assumir o valor
1. Os coeficientes β1, β2, ..., βp são estimados a partir do conjunto de dados através do
método de máxima verossimilhança e representam medidas das variações na proporção das
probabilidades. Dada uma determinada combinação destes coeficientes e variando-se os
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valores de X, chega-se a uma curva loǵıstica com comportamento probabiĺıstico de uma
função sigmoidal conforme apresentado na Figura 2.1.

Figura 2.1: Função Caracteŕıstica da Regressão Loǵıstica.

Este formato caracteŕıstico permite um alto grau de generalidade, aliado a aspectos
interessantes como o fato de que, se µ(x)→ +∞ então P (Y = 1)→ 1 e se µ(x)→ −∞, então
P (Y = 1) → 0. Como podemos estimar diretamente a probabilidade de ocorrência de um
evento, a probabilidade de não ocorrência é obtida pela diferença P (Y = 0) = 1−P (Y = 1).

Na regressão loǵıstica, a principal suposição considerada é a de que o logaritmo da
razão entre as probabilidades de ocorrência e não ocorrência de um evento seja linear.

P (Y = 1)

P (Y = 0)
= eβ0+β1X1+β2X2+...+βpXp (2.3)

e, por consequência,

ln

[

P (Y = 1)

P (Y = 0)

]

= β0 + β1X1 + β2X2 + ...+ βpXp (2.4)

Na utilização do modelo para separação dos dois grupos, consideramos como critério
de discriminação o fato de que se P (Y = 1) > 0, 5 , então o grupo é classificado Y = 1,
caso contrário, classifica-se Y = 0. Portanto, o modelo loǵıstico é utilizado para estimar
a probabilidade de que um cliente ou operação de crédito seja associado a um grupo de
“bons”ou, neste caso, não inadimplentes. A variável dependente Y indica se a transação
deverá ser aprovada (quando Y = 1) ou recusada (quando Y = 0).
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2.2 Aplicação e Resultados

Esta seção apresenta em detalhes a metodologia utilizada na coleta e tratamento
das amostras de dados. Em seguida são apresentados os resultados e principais indicadores
de desempenho obtidos com o modelo de regressão loǵıstica.

2.2.1 Seleção e Tratamento dos Dados de Inferência

Antes de iniciar o processo de modelagem, foram identificados e assinalados os pares
de variáveis altamente correlacionados. Pelo fato de que o modelo de regressão loǵıstica
é extremamente senśıvel à existência de colinearidade entre as variáveis independentes[5],
podendo ocasionar estimativas extremamente exageradas dos coeficientes de regressão, duas
variáveis foram exclúıdas amostras sendo uma cont́ınua e outra discreta.

Outro ponto a se observar foi o tratamento das informações considerando posśıveis
ocorrências de “missing” nos dados, ou seja, ausência de conteúdo ou informação nas variáveis
independentes. Desta maneira, todos os registros ou variáveis que continham “missing”
foram desconsiderados no estudo uma vez que mesmo com tais exclusões, o tamanho da
base amostral final se mostrou estatisticamente relevante, não impactando na modelagem
dos dados.

Para o modelo de regressão loǵıstica foram selecionadas aleatóriamente amostras
para utilização nos processos de desenvolvimento e validação preservando o critério de parea-
mento das bases, ou seja, uma parte da amostra contendo 50% de transações oriundas de
clientes bons e 50% de ruins. Desta forma, as variáveis resposta foram constrúıdas com
domı́nio binário, ou seja, (0) para transações de clientes inadimplentes e (1) para transações
de clientes adimplentes.

Utilizou-se um total de 10 amotras, todas disjuntas, com 10.000 registros cada, tanto
na etapa de desenvolvimento como na etapa de validação. Visando assinalar os padrões de
inadimplência, (0) ou (1), o conceito utilizado foi a “modelagem de transações de clientes
adimplentes”de maneira que, quanto maior for a pontuação ou escoragem do modelo, menor
será o risco de crédito associado. Desta forma, espera-se que a quantidade de transações
ruins diminua conforme aumenta a pontuação do modelo.
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2.2.2 Análise dos Resultados do Modelo

Para a implementação da metodologia, foi utilizado o módulo Enterprise Miner do
aplicativo computacional SAS[7]. A estimação do modelo foi realizada através do método
stepwise baseado num algoritmo misto de inclusão e eliminação de variáveis segundo a im-
portância das mesmas de acordo com algum critério estat́ıstico[8]. Sendo assim, as variáveis
independentes são inclúıdas, uma por vez, de acordo com o poder discriminatório de cada
uma delas.

O procedimento realizado foi variar aleatoriamente as amostras de desenvolvimento
e validação, totalizando 10 simulações independentes. O resultado apurado corresponde a
equação gerada pelo modelo que permite a identificação de quais variáveis possuem maior
poder de explicação. O ponto de corte adotado foi 0,5, valor padronizado para a técnica de
regressão loǵıstica. Esse valor representa a probabilidade de ocorrência do evento segundo o
critério de aleatoriedade ou chances iguais[5].

Desta forma, a classificação das transações como adimplentes ou inadimplentes é
realizada com base num vetor de probabilidades correspondente à variável resposta (1), ou
seja, transações de clientes adimplentes. As transações pelas quais a probabilidade esti-
mada de não inadimplência resultou em um valor superior a 0,5 foram classificadas como
adimplentes, caso contrário como inadimplentes.

Para identificar se o poder de discrimação do modelo obtido é ou não válido,
realizamos a validação deste utilizando amostras de controle diferentes das utilizadas na etapa
de desenvolvimento. Como indicador de análise de performance dos modelos desenvolvidos,
tivemos inicialmente as matrizes de confusão[9]. Estas matrizes consistem em tabelas que
comparam a classificação realizada pelos modelos com a classificação original das observações
da amostra de dados. Tais matrizes são elaboradas através da análise de cada observação,
visando identificar se houve classificação correta dos modelos. Os resultados dessa análise
são os percentuais de acerto e erro de classificação dos modelos.

O Erro Tipo I, conhecido como taxa de Falsos Positivos [9], ocorre em função da
classificação dos clientes bons como ruins. A taxa de Erro Tipo I corresponde ao número de
clientes bons classificados incorretamente como ruins dividido pelo número total de bons. O
Erro Tipo II, ou taxa de Falsos Negativos [9], ocorre em função da classificação dos clientes
ruins como bons. A taxa de Erro Tipo II corresponde ao número de clientes ruins classificados
incorretamente como bons dividido pelo número total de ruins. Calculando a média entre
os erros I e II, obtemos o Erro Geral do modelo que permite-nos identificar a precisão do
modelo através da expressão [1− ErroGeral].
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Desta forma, foi apurado o Erro Geral para cada uma das 10 simulações permitindo
obter um valor médio de 0,2308 ou seja, uma taxa de acerto de 76,93%. A matriz de
confusão referente à simulação cujo Erro Geral associado mais se aproximou do valor médio
é apresentada na Figura 2.2.

Figura 2.2: Matriz de Confusão - Modelo Loǵıstico.

Uma técnica bastante simples, porém extremamente eficiente na avaliação de mode-
los de classificação, é verificar graficamente se existe ordenação adequada dos dados segundo
a qualidade de crédito.

Inicialmente, os dados são divididos em percentis igualmente distribúıdos. Neste
estudo, adotamos dividir os dados em 10 percentis com 1.000 registros cada. Estes percentis
são interpretados como faixas de escoragem e são apresentados através do eixo das abscissas.
No eixo das ordenadas são apresentados os percentuais referentes aos dados classificados como
inadimplentes. Considerando o eixo das abscissas, espera-se encontrar maior concentração de
dados inadimplentes nas faixas mais baixas. Desta maneira, um modelo pode ser considerado
consistente quando o percentual de inadimplentes decrescer monotonicamente da faixa mais
baixa para a mais alta, produzindo um alto poder de separação entre as classes.

Outro medida utilizada como indicador de desempenho pode ser obtida através
de um teste de qualidade de ajuste conhecido como teste de Kolmogorov-Smirnov[10], ou
abreviadamente KS. Esta é uma técnica não paramétrica que permite verificar se diferentes
amostras são provenientes de uma população comum.

Para uma variável aleatória X, o teste KS tem por base a análise da proximidade
entre uma função de distribuição populacional teórica F0(x), que é admitida na hipótese nula
H0 e a função de distribuição emṕırica da amostra S(x). Para uma amostra de tamanho n,
a função S(x) expressa a soma das freqüências relativas dos dados com valores menores ou
iguais a um valor qualquer x da variável X.
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Sendo (X1, X2, . . . , Xn) uma amostra aleatória de uma população cont́ınua X e
X(1), X(2), . . . , X(n) a respectiva amostra ordenada, tem-se que a função distribuição emṕırica
S(x) é dada por

S(x) =







0 , x < X(1)
k
n
, X(k) < x < X(k+1)

1 , x ≤ X(n)

A função de distribuição emṕırica S(x) representa uma função em degrau que
cresce na fração 1/n. A estat́ıstica de teste, denotada por Dobs, corresponde ao supremo (ou
máximo) da diferença, em valor absoluto, entre S(x) e F0(x), quando são considerados todos
os valores posśıveis de X. Em notação simbólica,

Dobs = max|S(x)− F0(x)|.

A hipótese nula é então formulada supondo que a função de distribuição da popu-
lação da qual provém a amostra é idêntica a uma função de distribuição F0(x) que se assume
conhecida. Simbolicamente,

S(x) =

{

H0 : Fx = F0(x), para todos os valores deX;
H1 : Fx 6= F0(x), para algum valor deX.

Considerando o problema de classificação abordado no estudo, onde buscamos obter
a melhor separação entre as classes, a tendência esperada é que todos os modelos obtidos
rejeitem a hipótese de igualdade nas distribuições. Sendo assim, a aplicação do KS em nosso
modelo pode ser realizada através dos resultados já utilizados no indicador de ordenação. A
idéia é inicialmente ordenar as classes de bons e de ruis através dos percentis. Em seguida,
são apurados separadamente os percentuais acumulados por faixa e calculadas as diferenças
entre o percentual de bons e ruins. O valor percentual máximo encontrado entre as diferenças
representará o valor do teste KS. Será considerado como modelo mais eficiente o que obtiver
o maior valor no teste pois este percentual representa o poder de separação entre as classes
bons e ruins.

De acordo com Picinini et al.[11], considera-se um modelo de credit scoring efi-
ciente aquele que proporcionar um valor de KS igual ou superior a 30. Em modelos de
behavior scoring, adotamos utilizar os valores praticados pelo mercado, ou seja, valores de
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KS próximos a 70. Neste estudo, pelo fato de utilizar-se informações pertinentes aos dois
tipos de modelos, cadastrais e comportamentais, consideramos modelos eficientes àqueles em
que se obtenham valores da estat́ıstica no intervalo 30 ≤ KS ≤ 70. A estat́ıstica KS assim
como a curva de ordenação são apresentados na Figura 2.3.

Figura 2.3: Desempenho do Modelo de Classificação com Regressão Loǵıstica.

O formato da curva de ordenação apresentada na Figura 2.3 permite-nos identificar
um bom poder de separação entrea as classes. O valor de 54% obtido para a estat́ıstica KS
pode também ser considerado bastante aceitável. Tais indicadores, assim como a taxa de
acerto do modelo de 76,91% obtida através da matriz de confusão da Figura 2.2, comprova
consistência em nossos resultados.

Um aspecto importante a se observar, também a através da matriz de confusão da
Figura 2.2, é que o modelo apresentou melhor desempenho na classificação das transações
inadimplentes, ou seja erros tipo I menor que o erro tipo II.

Outro fato observado refere-se às variáveis selecionadas pelo modelo loǵıstico.
Os resultados obtidos em todas as simulações permite-nos observar que variáveis valor da
transação, saldos referentes a saques bem como algumas relacionadas à conta corrente do
cliente não foram consideradas como variáveis explicativas do modelo e, de maneira geral,
podem ser descartadas.
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Caṕıtulo 3

Redes Neurais Artificiais

De maneira a familiarizar-nos com o uso das técnicas baseadas nas chamadas
máquinas de aprendizagem (Machine Learning)[12] assim como comparar a performance
destes modelos com os resultados obtidos através do método estat́ıstico, desenvolvemos mo-
delos utilizando redes neurais artificiais. A teoria envolvida e os resultados obtidos são
apresentados neste caṕıtulo.

3.1 Aspectos Teóricos

As redes neurais artificiais (RNAs) são técnicas computacionais que representam
um modelo matemático inspirado em sistemas neurobiológicos presentes em organismos in-
teligentes e que adquirem conhecimentos por intermédio de experiências. Mesmo possuindo
um histórico de aproximadamente seis décadas, as metodologias baseadas em RNAs somente
passaram a ser utilizadas de maneira consistente nos últimos vinte anos em decorrência da
crescente evolução dos sistemas computacionais.

O primeiro modelo baseado em redes neurais foi idealizado pelo neurofisiologista
McColluch e o matemático Walter Pitts em 1943 [13]. Inspirados em caracteŕısticas biológicas
do cérebro humano, constrúıram um modelo que simulava o comportamento de um neurônio
real que possúıa apenas uma sáıda sendo que esta sáıda correspondia a uma função soma
dos valores da entrada.
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Somente em 1962, pesquisando problemas de classificação com dados de entrada
simples como as imagens binárias, Rosenblatt[14] criou o perceptron constitúıdo por uma
única camada de neurônios. Entretanto, trabalhos posteriores permitiram perceber que
este tipo de estrutura não era capaz de solucionar problemas em que as classes envolvidas
não eram linearmente separáveis. Com o aperfeiçoamento da idéia original do perceptron
através da criação do algoritmo back-propagation[15] e do avanço computacional, ambos
ocorridos a partir dos anos 80, cresceu substancialmente o número de pesquisas envolvendo
a metodologia.

Atualmente, as RNAs têm sido empregadas em diversos campos de ciência e tecnolo-
gia, tais como reconhecimento e classificação de padrões, aproximação de funções complexas,
diagnóstico de doenças, dentre outros[16]. Caracteŕısticas importantes como capacidade de
auto-aprendizado, habilidade em problemas de separação de padrões não lineares e, princi-
palmente, alto poder de generalização são algumas das vantagens associadas à metodologia.

A idéia central da metodologia é tentar reproduzir a capacidade de aprendizado
do ser humano. Toda capacidade de racioćınio e aprendizado ocorre em nosso sistema ner-
voso através de células complexas denominadas neurônios. Os neurônios, por sua vez, são
compostos pelos dentritos, pelo corpo celular e pelos axônios. Os dentritos representam um
conjunto de terminais de entrada e são responsáveis pela recepção dos est́ımulos. O corpo
celular tem por finalidade capturar e combinar as informações e os axônios representam ter-
minais que propagam os est́ımulos para outras células. A região onde dois neurônios entram
em contato e através da qual são transmitidos os impulsos nervosos é chamada de sinapse.

A transmissão dos impulsos ocorre da seguinte forma: os pulsos recebidos por um
neurônio são continuamente processados até que, atingido um limiar de ação, são disparados
através da produção de uma substância neurotransmissora que flui do corpo celular para o
axônio. Este está conectado a um dentrito de um outro neurônio, onde ocorrerá o mesmo
processo de propagação, adicionadas novas modificações no pulso.

O neurônio que propaga o pulso pode controlar a intensidade, frequência e polari-
dade de emissão através de alterações na membrana pós-sináptica. No entanto, este processo
depende de alguns fatores como a geometria da sinapse e do tipo de neurotransmissor.

De maneira similar ao processo biológico, as RNAs possuem habilidade de apren-
dizagem sobre posśıveis padrões através de exposição de exemplos dos mesmos. Os dentritos
são representados pelas unidades de entrada, cujas ligações com o corpo celular artificial são
realizadas através de elementos denominados pesos, simulando as sinapses. Os est́ımulos são
processados por uma função soma, e o limiar de disparo por uma função de ativação, que
propaga os pulsos através de unidades de sáıda, representando os axônios.
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O processo para estruturação de um modelo baseado nas RNAs pode ser realizado
através das seguintes etapas: inicialmente realizamos a coleta dos dados de entrada, separan-
do um grupo para treinamento da rede e outro para teste, lembrando que ambos devem ser
disjuntos.

O próximo passo é definir a topologia da RNA para realização do treinamento.
Este processo irá gerar uma matriz de pesos. Estes por sua vez, são utilizados no processo
de teste da RNA onde são propagadas novas informações de maneira a permitir a avaliação
de performance da rede treinada perante apresentação de padrões inéditos.

De maneira geral, temos que uma RNA consiste de um determinado número de
elementos de processamento ou neurônios que, por sua vez, são dispostos através de camadas.
Para cada camada são associados pesos cujo cálculo dos valores é conhecido como processo
de treinamento ou aprendizagem da rede.

Existem dois tipos de treinamento, o supervisionado e o não supervisionado. Quan-
do é indicada para a rede qual é a sáıda esperada e o objetivo é determinar a resposta correta
para todos os vetores de entrada, estamos nos referindo a um processo de treinamento su-
pervisionado. Por outro lado, quando a rede baseia-se apenas no conjunto de entradas
fornecidas, sendo necessário agrupar os est́ımulos ou extrair propriedades de acordo com
determinadas representações internas, estamos nos referindo a um processo de treinamento
não supervisionado. Neste estudo, trabalhamos somente com os processos supervisionados.

Em seguida, para a definição de um modelo de RNA, é necessário observar a
arquitetura da rede, o método de determinação dos pesos e a função de ativação. As camadas
de uma RNA são classificadas como camadas de entrada, camadas intermediárias ou ocultas
e camadas de sáıda. Os padrões são apresentados à rede através da camada de entrada
enquanto que o processamento dos dados é realizado na camada oculta. A camada de sáıda
corresponde ao elemento onde os resultados são finalizados e apresentados.

De acordo com Haykin[16], existem três tipos de arquitetura: redes feedforward com
uma única camada, redes feedforward com múltiplas camadas e redes recorrentes. Dizemos
que uma rede é do tipo feedforward se, em uma rede com todas as unidades ordenadas, desde
as entradas até as sáıdas, cada unidade receba somente conexões provenientes de unidades
anteriores, ou seja, que possuam ordem inferior à sua.
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As redes feedforward com uma única camada, ou também conhecidas como Linear
Perceptrons (LPs), são consideradas como o caso mais simples de rede, uma vez que existem
somente uma camada de entrada e uma camada de sáıda. Um exemplo de rede feedforward
com camada única é apresentada na Figura 3.1.1

Figura 3.1: Exemplo de rede feedforward com uma única camada.

Na Figura 3.1, xi representa as variáveis na camada de entrada e yj as unidades na
camada de sáıda, lembrando que a cada conexão entre os neurônios é atribúıdo um peso. As
redes feedforward com camada única baseiam-se em uma combinação linear das variáveis de
entrada, que são transformadas por uma função de ativação linear. Dependendo do problema
a ser modelado, esta arquitetura pode resultar em redes muito limitadas com respeito ao tipo
de função que esta consegue representar.

De forma a permitir um processo de mapeamento mais genérico, é necessário que
existam sucessivas transformações correspondentes às redes contendo mais camadas e pesos
ajustáveis, como é o caso das redes feedforward com múltiplas camadas ou também denomi-
nadas Multilayer Perceptrons (MLPs). Nas redes MLPs, a sáıda de cada camada é utilizada
como entrada para a próxima camada.

1Fonte: Haykin, S., Neural Networks - A Comprehensive Foundation, 1999
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A arquitetura de uma rede feedforward com múltiplas camadas pode ser identificada
através na Figura 3.2.2

Figura 3.2: Exemplo de rede feedforward com múltiplas camadas.

Neste tipo de arquitetura, xi representa as variáveis na camada de entrada, yj as
unidades na camada de sáıda e zk as unidades ocultas ou intermediárias. Como na rede de
camada única, a cada conexão é atribúıdo um peso. Analogamente à arquitetura anterior,
este tipo de rede caracteriza-se apenas por alimentação adiante.

Nas redes recorrentes, a camada de sáıda possui ao menos uma ligação que realimen-
ta a rede. Entretanto, neste trabalho somente estaremos considerando modelos baseados em
redes feedforward com camada única e em redes feedforward com múltiplas camadas. Maiores
detalhes sobre redes recorrentes podem ser encontrados em Haykin[16].

O passo seguinte, considerando o modelo baseado em RNA, é definir o método
de determinação dos pesos, ou seja, o processo de aprendizagem da rede. Sabemos que as
informações são processadas nos neurônios e estes são conectados entre si mediante padrões
que definem a arquitetura da rede. Cada conexão possui um peso associado que é multi-
plicado por um est́ımulo recebido e cada neurônio possui um estado, denominado ativação,
que representa uma função das entradas recebidas por ele. Esta ativação é responsável pelo
envio de um sinal para outros neurônios, permitindo um est́ımulo na camada de sáıda.

2Fonte: Haykin, S., Neural Networks - A Comprehensive Foundation, 1999
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Considerando novamente o modelo pioneiro de McCulloch e Pitts 1943 [13], pode-
mos resumir a mecânica operacional do modelo neural da seguinte maneira: os sinais são
apresentados à entrada e em seguida são multiplicados por pesos que indicam a influência na
sáıda da unidade de processamento (neurônio); em seguida, é realizada a soma ponderada
dos sinais permitindo produzir um ńıvel de atividade; caso este ńıvel exceda um determinado
limite, a unidade produzirá uma sáıda.

Sejam x1, x2, ..., xp os sinais de entrada, w1, w2, ..., wp os pesos correspondentes e k
o limite de disparo do est́ımulo. Podemos então definir o ńıvel de atividade como:

α =

p
∑

i=1

wixi (3.1)

No modelo de RNA utilizado neste trabalho, definimos a variável resposta de
maneira a assumir apenas os valores 0 ou 1. Desta forma, a sáıda será dada por y − 1,
se α ≥ k e y − 0, se α < k

Segundo Haykin[16], a função de ativação desempenha o papel de restringir a ampli-
tude de sáıda de um neurônio, podendo assumir valores binários ou cont́ınuos, em geral [0,1]
ou [-1,1]. Podemos citar alguns exemplos de funções de ativação utilizadas:

• Limiar ou Heaviside: f(x) =

{

1 , se x ≥ 0
0 , se x < 0

• Piecewise Linear: f(x) =







1 , x ≥ +1
2

x, −1
2
< x < +1

2

0 , x ≤ +1
2• Linear: f(x) = x

• Loǵıstica: f(x) = 1
1+e−µ(x)

• Tangente Hiperbólica: f(x) = tanh(x)

A função utilizada neste estudo foi a função loǵıstica pelo fato de que suas respostas
podem ser interpretadas como probabilidades a posteriori, ou seja, permite-nos a interpre-
tação estat́ıstica do modelo dado que estamos diante de um problema de separação em duas
classes[12].
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3.2 Aplicação e Resultados

Esta seção apresenta a metodologia bem como os resultados obtidos através da
utilização de modelos baseados em RNAs. Para nossa familiarização com a metodologia,
escolhemos realizar a modelagem utilizando inicialmente uma RNA feedforward com uma
única camada e, em seguida, uma RNA feedforward multicamada.

3.2.1 Seleção e Tratamento dos Dados de Inferência

A metodologia de coleta e tratamento dos dados ocorreu de maneira análoga ao
modelo loǵıstico. Desta maneira, utilizamos as mesmas 14 variáveis de entrada (7 variáveis
cont́ınuas e 7 variáveis discretas) e os com os mesmos critérios para definição de safra de
observação, peŕıodo histórico e performance.

Foram selecionadas 10 amotras, todas disjuntas, com 10.000 registros cada, visando
a apresentação destas no processo de treinamento e teste das redes. Foram mantidos todos
os critérios de aleatoriedade e pareamento das bases, ou seja, variável resposta (0) para 5.000
transações de clientes inadimplentes e (1) para 5.000 transações de clientes adimplentes.

Alguns testes foram realizados utilizando-se amostras de dados normalizados e não
normalizados. A idéia destes testes se deve ao fato de que as variáveis de entrada podem
possuir diferentes dimensões em seus domı́nios. De maneira a minimizar estas diferenças e
facilitar o processo de aprendizagem da rede, dividimos cada valor das variáveis de entrada
pelo valor médio de suas observações. Embora os resultados obtidos em ambos os casos
sejam muito próximos, tivemos pequena melhora quando utilizamos os dados normalizados
e, desta forma, adotamos a prática nos experimentos seguintes.

Nos modelos neurais desenvolvidos neste trabalho, novamente consideramos a “mo-
delagem de transações de clientes adimplentes”de maneira a possibilitar maior escoragem
para transações com menor risco de crédito.

3.2.2 Método de Aprendizagem

O processo de aprendizagem de uma RNA baseia-se em um algoritmo de treinamen-
to, que é definido por um conjunto de regras que determinam como os pesos iniciais podem
ser adaptados para que a rede possa assimilar os padrões apresentados. Este processo está
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diretamente ligado à definição de uma função erro e na escolha apropriada de um método
de minimização deste erro.

Nos problemas envolvendo classificação de padrões, é tarefa dif́ıcil estabelecer va-
lores apropriados para os pesos. A solução geral utilizada nos algoritmos de aprendizagem é
fazer com que a rede aprenda, treinando-a com padrões. Desta forma, consideramos que a
aprendizagem da rede refere-se a um processo iterativo que busca minimizar a função erro
através dos ajustes dos pesos sendo realizado em duas etapas. Na primeira etapa é calculada
a derivada da função erro em relação aos pesos, enquanto que na segunda etapa estas são
utilizadas para computar os posśıveis ajustes nos pesos.

A função erro estabelece uma medida de eficiência da RNA, sendo que o processo
de otimização baseia-se em sua minimização. No entanto, a escolha da função erro está
diretamente ligada ao problema a ser modelado bem como na função de ativação escolhida.
Neste estudo, onde o objetivo principal é modelar a probabilidade a posteriori dos elementos
de uma classe, condicionados às variáveis de entrada, a escolha da função soma dos quadrados
dos erros é apropriada.

O passo seguinte é escolher um método de otimização eficiente para a minimização
do erro. Através do trabalho de Bishop[17] identificamos a existência de várias técnicas de
otimização que podem ser utilizadas para minimização dos erros tais como Gradient Descent,
Gradiente Conjugado, Gradiente Conjugado Escalado, Método de Newton, Quasi-Newton,
dentre outras.

As técnicas de otimização acima baseiam-se na definição de um passo em direção à
maior taxa de decrescimento do erro em relação aos pesos computados, ou seja, na direção
do gradiente negativo. No entanto, a escolha do método deve também considerar aspectos
importantes como desempenho da rede, eficiência computacional, escolha apropriada de
parâmetros e principalmente convergência.

Sendo assim, escolhemos utilizar um método simples, porém muito eficiente, chama-
do Gradiente Conjugado Escalado. Este algoritmo foi introduzido por Moller[18] e possui
vantagens consideráveis, tais como não dependência da escolha de parâmetros bem como
baixo custo computacional.

3.2.3 Análise dos Resultados do Modelo

Para a implementação desta técnica ao problema abordado, utilizamos o pacote
computacional Netlab[34]. Esta é uma toolbox de redes neurais em Matlab disponibilizada
gratuitamente pelo Neural Computing Research Group da Universidade de Aston.
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Redes Neurais Camada Única

No processo de treinamento das redes, utilizamos as 14 variáveis de entrada, 1
variável resposta e a função loǵıstica como função de ativação. O perceptron linear que
representa esta arquitetura é apresentado na Figura 3.3.

Figura 3.3: Arquitetura do Modelo RNA Camada Única.

onde,
y(x,w) =

M
∑

i=1

wixi + w0. (3.2)

O valor de w0, também conhecido como “vicio”, tem a finalidade de aumentar o
número de graus de liberdade do modelo, permitindo um aumento na capacidade da RNA
para se ajustar ao conhecimento que lhe é fornecido.

O procedimento realizado no desenvolvimento do modelo foi novamente variar
aleatoriamente as amostras de treino e teste, duas a duas, totalizando 10 simulações in-
dependentes. Na modelagem com RNAs, não se permite identificar quais variáveis possuem
maior poder de explicação, pois todas elas são consideradas como padrões.

O ponto de corte adotado foi novamente 0,5 de maneira a permitir a separação
das duas classes de transações a partir do vetor de probabilidades fornecido pelo modelo.
Transações cujo valor de probabilidade resultou em um valor superior a 0,5 foram classificados
como adimplentes e, caso contrário, como inadimplentes.

Outro aspecto importante na modelagem neural, foi utilizar um critério de parada
para o treinamento da rede. Neste estudo, utilizamos o número de iterações como métrica
de interrupção do treinamento. Para determinar o limiar de parada, realizamos o treina-
mento de algumas redes possibilitando identificar que o erro de treinamento praticamente
não se alterava a partir de 100 iterações, conforme ilustrado na Figura 3.4. Considerando a
eficiência e simplicidade do algoritmo de otimização bem como o baixo custo computacional,
foi considerado apropriado fixar o limiar em 500 iterações.
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Figura 3.4: Evolução do Erro de Treinamento - RNA Camada Única.

Para avaliação da performance do modelo neural, utilizamos os mesmos indicadores
considerados no modelo de regressão loǵıstica: matrizes de confusão, taxas de acerto, KS e
ordenação das classes. A partir das 10 simulações de treinamento e teste, foram apurados os
resultados permitindo obter um valor médio de 76,59% de taxa de acerto.

Confrontando a taxa de acerto obtida através deste modelo com o valor apurado
através da regressão loǵıstica (76,91%), confirmamos a consistência do modelo tendo em vista
também o aspecto teórico de que o modelo de RNA com uma camada pode ser interpretado
como um modelo de regressão loǵıstica. A matriz de confusão referente à simulação, cujo
erro geral coincidiu com o valor médio de 0,2341 é apresentada na Figura 3.5.

Figura 3.5: Matriz de Confusão - Modelo RNA Camada Única.
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A estat́ıstica KS bem como a curva de ordenação são apresentados na Figura 3.6.

Figura 3.6: Desempenho do Modelo de Classificação com RNA Camada Única.

Através dos indicadores apurados no modelo, confirmamos consistência nos resul-
tados. O valor de KS de 54%, considerado apropriado para o modelo bem como o indicador
de ordenação, novamente confirmam a similaridade do modelo neural camada única com
o modelo de regressão loǵıstica. Como também ocorreu no modelo de regressão loǵıstica,
observamos erro tipo I menor que o erro tipo II.

Redes Neurais Multicamada

Na simulação do modelo utilizando RNA multicamada, consideramos inicialmente
o problema de se encontrar a arquitetura apropriada para a rede. Considerando que a
topologia em questão difere da anterior pela existência de camadas escondidas, propomos
primeiramente encontrar o número adequado de neurônios em função da estabilidade do erro
em cada simulação.

Desta maneira, foi proposto realizar a simulação do modelo, utilizando as mesmas
variáveis de entrada e resposta porém, variando-se a quantidade de unidades ocultas.
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Foram realizadas 20 simulações sendo que em cada simulação, consideramos 10
combinações aleatórias de amostras de treino e teste. A cada simulação variamos o número
de unidades na camada escondida, de 1 a 20, e apuramos os erros médios e desvios das 10
combinações. O erros e os desvios foram coletados através das matrizes de confusão. A função
de ativação loǵıstica bem como o método minimização, Gradiente Conjugado Escalado, foram
mantidos. A Figura 3.7. apresenta os resultados.
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Figura 3.7: Evolução dos Erros de Classificação - RNA Multicamada.

Analisando a Figura 3.7, podemos observar a caracteŕıstica de estabilidade nos
erros, o que nos leva a concluir que, para o problema em questão, o número de unidades na
camada escondida não influencia os resultados. Outro ponto importante a ser identificado
é que, para a escolha da arquitetura apropriada para o modelo multicamada, também não
seria necessário realizar uma estratégia de combinação de todas as respostas geradas, as
chamadas máquina de comitês, propostas por Haykin[16].

Sendo assim, considerando a estabilidade do erro de classificação bem como o menor
custo computacional envolvido na arquitetura mais simples, escolhemos trabalhar com uma
RNA multicamada com 14 variáveis na camada de entrada, 1 variável resposta na camada
de sáıda e somente 1 neurônio na camada escondida. O perceptron não-linear que representa
a arquitetura escolhida por parcimônia é apresentado na Figura 3.8.
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Figura 3.8: Arquitetura do Modelo RNA Multicamada - 1 Unidade na Camada Escondida.

A arquitetura apresentada na Figura 3.8 permite a implementação da seguinte
famı́lia de funções[20]:

y(x,w) = ϕ0

[

M
∑

m=1

wm0ϕ

(

N
∑

j=1

wjmxj + w0

)

+ w0
out

]

(3.3)

A rede representada pela Equação (3.3) é treinada de maneira que seja obtido um
hiperplano que divide o espaço em duas regiões. Desta maneira, uma RNA multicamada com
uma unidade na camada escondida pode representar qualquer região convexa no espaço sendo
que cada neurônio da camada escondida define un hiperplano de classificação. Para o nosso
modelo, adotamos utilizar a função ϕ(z) = tanh(z) para a camada interna e ϕ0(z) =

1
1+e−z

para a camada externa.

O procedimento realizado para treinamento da rede foi novamente variar aleatoria-
mente as amostras de treino e teste, duas a duas, totalizando 10 simulações independentes.
O ponto de corte adotado para definir a classificação das transações em boas ou ruins foi
novamente o valor 0,5.

Com respeito ao critério de parada para o treinamento da rede, o procedimento
foi análogo ao realizado nas simulações com RNA camada única. Realizamos o treinamento
de algumas redes e identificamos que o erro de treinamento praticamente não se alterava a
partir de 250 iterações, conforme ilustrado na Figura 3.9.
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Figura 3.9: Evolução do Erro de Treinamento - RNA Multicamada.

Desta maneira, considerando também o rápido e eficiente processamento realizado
em apenas alguns segundos, novamente definimos limitar o processo em 500 iterações.

Para avaliação da performance do modelo neural multicamada, utilizamos nova-
mente os indicadores apurados através das matrizes de confusão assim como a estat́ıstica KS
e ordenação das classes. A partir das 10 simulações de treinamento e teste, foram apurados os
resultados permitindo obter um valor médio de 78,33% de taxa de acerto. A matriz de con-
fusão referente à simulação, cujo erro geral mais se aproximou do valor médio é apresentada
na Figura 3.10.

Figura 3.10: Matriz de Confusão - Modelo RNA Multicamada.
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A estat́ıstica KS bem como a curva de ordenação são apresentados na Figura 3.11.

Figura 3.11: Desempenho do Modelo de Classificação com RNA Multicamada.

Através dos indicadores apurados no modelo, confirmamos melhores resultados para
o modelo desenvolvido através de aquitetura multicamada. A taxa de acerto de 78,46% bem
como um KS de 55% comprova senśıvel melhora comparado ao modelo loǵıstico ou, da mesma
maneira, RNA com uma camada. O indicador de ordenação também mostra consistência
nos resultados.

O aspecto interessante a se observar é que, comparando os erros tipo I e II, agora
tivemos erro tipo I maior que o erro tipo II. Tanto no modelo de regressão loǵıstica quanto
no modelo RNA com uma camada, tivemos resultados mais consistentes em relação ao erro
tipo I.

Embora obtendo-se indicadores superiores na modelagem com RNA multicamada,
ambas metodologias apresentaram resultados apropriados para o nosso problema de clas-
sificação. O fato importante a se destacar é que pudemos nos familiarizar com teoria de
aprendizagem de máquina em que se baseia o modelo neural. Sendo assim, prosseguimos
com os nossos experimentos, visando agora identificar o desempenho do modelo aplicando a
metodologia máquina de vetores de suporte, as SVMs.
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Caṕıtulo 4

Máquinas de Vetores de Suporte

As máquinas de vetores de suporte, do termo inglês Support Vector Machines
(SVMs), são máquinas de aprendizagem baseadas em treinamento supervisionado e foram
desenvolvidas originalmente por Boser, Vapnik e Guyon[21]. De acordo com Vapnik[22], esta
técnica pode ser comparada a uma máquina de aprendizagem estruturada com apenas uma
unidade na camada escondida. A principal caracteŕıstica das SVMs é a determinação au-
tomática dos dados de treinamento mais relevantes para o problema em questão, os chamados
vetores de suporte.

As SVMs são ferramentas adequadas para situações onde encontramos sobreposição
de dados, ou seja, problemas onde as classes não podem ser separadas linearmente. A
excelente capacidade de generalização bem como a possibilidade de superar tendências de
excesso de ajustes (overfitting) são algumas das vantagens associadas à metodologia.

A idéia deste caṕıtulo é fundamentar o problema em questão, descrevendo inicial-
mente o problema e os conceitos envolvidos nos casos em que é posśıvel separar os dados
através de uma fronteira linear. Em seguida, será apresentada toda a teoria da abordagem
SVM para aplicação nos problemas em que as classes não são separáveis linearmente. Após a
apresentação de toda a base teórica, a aplicação da técnica SVM na modelagem do problema
de classificação de transações com cartão de crédito, a metodologia envolvida bem como os
resultados obtidos, serão apresentados e discutidos.
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4.1 Classes Linearmente Separáveis

Nos caṕıtulos anteriores, verificamos que as abordagens baseadas no método loǵıstico
e, consequentemente, das RNAs com uma camada permitem-nos estimar uma fronteira linear
de decisão para o problema de classificação. Utilizaremos a teoria envolvida nestes processos
de maneira a nos fornecer toda a base inicial para a compreensão do modelo de classificação
por vetores de suporte.

Considerando a Figura 4.13, são apresentados 20 dados representados através de
pontos, sendo que a separação entre eles ocorre através de duas classes na dimensão R

2.

Figura 4.1: Exemplo de 2 Classes Separáveis Linearmente.

As retas em azul representam dois dos infinitos hiperplanos de separação posśıveis
para o problema enquanto que a reta em laranja representa a solução por mı́nimos quadrados
representada por:

{x : β̂0 + β̂1x1 + β̂2x2 = 0} (4.1)

Entretanto, verificamos que a solução obtida através de mı́nimos quadrados ou, de
maneira equivalente, a fronteira do modelo loǵıstico, não permite uma perfeita separação
dos dados.

3Fonte: Friedman, J., Hastie, T. and Tibshirani, R., The Elements of Statistical Learning, 2001.
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Soluções análogas à representada pela Equação (4.1), que calculam uma combinação
linear das variáveis de entrada e devolvem um sinal, são conhecidas como perceptrons, cuja
a idéia já foi mencionada no caṕıtulo referente às RNAs. As retas em azul, na Figura 4.1,
representam as soluções obtidas através da abordagem dos perceptrons.

Figura 4.2: Álgebra Linear de um Hiperplano.

Visando facilitar a compreensão do problema, vamos utilizar algumas definições de
álgebra vetorial. Considere a reta em verde na Figura 4.24 como sendo um hiperplano L,
representado por f(x) = β0 + βTx = 0. Algumas propriedades importantes:

1. Para quaisquer dois pontos x1 e x2 em L, βT (x1 − x2) = 0, que implica que

β∗ = β/‖β‖ representa o vetor normal à superf́ıcie de L;

2. Para qualquer ponto x0 em L, βTx0 = −β0;

3. A distância de qualquer ponto x a L é dada por:

β∗T (x− x0) =
1

‖β‖ (β
Tx+ β0)

=
1

‖f ′(x)‖f(x) (4.2)

Portanto, f(x) é proporcional à distância entre x e o hiperplano definido por f(x) = 0.

4Fonte: Friedman, J., Hastie, T. and Tibshirani, R., The Elements of Statistical Learning, 2001.
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Vamos agora considerar o problema de se encontrar um hiperplano de separação
através das técnicas neurais. O algoritmo de aprendizagem utilizado nos perceptrons tenta
minimizar a distância entre os pontos classificados incorretamente à fronteira de decisão.
Caso uma sáıda yi = 1 seja classificada incorretamente, então xi

Tβ+β0 < 0 e, caso contrário,
xi
Tβ + β0 > 0 quando yi = −1. Sendo assim, o problema de minimização será:

D(β, β0) = −
∑

i∈M

yi(xi
Tβ + β0), (4.3)

onde M representa o conjunto de pontos mal classificados. A quantidade é considerada não
negativa e proporcional à distância dos pontos mal classificados até a fronteira de decisão
definida por βTx+ β0. Assumindo que M é fixo, os gradientes serão dados por

∂
D(β, β0)

∂β
= −

∑

i∈M

yixi, (4.4)

∂
D(β, β0)

∂β0

= −
∑

i∈M

yi. (4.5)

Ou seja, ao invés de realizar a soma das contribuições de cada observação e, em
seguida, operar na direção negativa do gradiente, o algoritmo trabalha de maneira a realizar
apenas um passo à medida que cada observação é considerada. Sendo assim, as observações
classificadas incorretamente são tratadas através de alguma sequência e os parâmetros β são
atualizados como

(

β
β0

)

←
(

β
β0

)

+ ρ

(

yixi
yi

)

. (4.6)

A taxa de aprendizagem do processo é representada por ρ que, neste caso, pode
ser considerada como 1 sem perda de generalidade. Se as classes são linearmente separáveis,
após um número finito de passos, um hiperplano separável será obtido conforme representado
na Figura 4.1 através das linhas em azul.

No entanto, são observados alguns problemas no algoritmo. O primeiro deles é que,
nas situações em que os dados são separáveis, existem muitas soluções sendo que a solução
encontrada depende dos valores iniciais. Outro fator é que este número finito de passos pode
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ser consideravelmente grande, ocorrendo em esforço computacional elevado para obtenção
da solução. Contudo, o fato é que em problemas em que os dados não são separáveis, não
haverá convergência.

A maneira descoberta para contornar estes problemas foi encontrar um hiperplano,
não mais no espaço original e sim, em um espaço de dimensão elevada através da transfor-
mação do conjunto de dados inicial em um conjunto de padrões linearmente separáveis.

4.1.1 O Hiperplano Ótimo

O trabalho de Vapnik[22] apresenta que, através de um hiperplano ótimo, é posśıvel
separar duas classes maximizando a distância do ponto mais próximo ao hiperplano obtido.
Estaremos nos referindo a esta distância como margem de separação que será representada
por C. Para tal, é necessário generalizar o critério descrito na Equação (4.3) através da
formulação do problema de otimização

max
β,β0,‖β‖=1

C

sujeito a yi(xi
Tβ + β0) ≥ C, i = 1, . . . , N. (4.7)

O conjunto de condições assegura que todos os pontos permaneçam, no mı́nimo,
a uma distância C a partir da fronteira de decisão definida por β e β0. De maneira a
eliminarmos a restrição ‖β‖ = 1, substitúımos as condições por

1

‖β‖ yi(xi
Tβ + β0) ≥ C, (4.8)

ou, de maneira equivalente

yi(xi
Tβ + β0) ≥ C ‖β‖. (4.9)

Uma vez que quaisquer β e β0 satisfazem a desigualdade, podemos arbitrariamente
escolher ‖β‖ = 1/C. Desta forma, o problema de otimização descrito na Equação (4.7) é
equivalente a

min
β,β0

1

2
‖β‖2

sujeito a yi(xi
Tβ + β0) ≥ 1, i = 1, . . . , N. (4.10)
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Considerando a Equação (4.2), identificamos que as restrições do problema definem
a margem de separação sendo que sua espessura é definida por 1/‖β‖. A escolha de β
e β0 permite maximizar esta espessura. Desta forma, estamos diante de um problema de
otimização convexa, descrito por uma função quadrática e com restrições de desigualdade.

O problema primal é descrito através do Lagrangiano

LP = min
β,β0

1

2
‖β‖2 +

N
∑

i=1

αi[yi(xi
Tβ + β0)− 1]. (4.11)

Derivando (4.11) em relação a β, β0 e igualando os resultados a zero, obtemos

β =
N
∑

i=1

αiyixi, (4.12)

0 =
N
∑

i=1

αiyi, (4.13)

Substituindo as equações anteriores em (4.11), chegamos ao problema dual

LD =
N
∑

i=1

αi −
1

2

N
∑

i=1

N
∑

k=1

αiαkyiykxi
Txk

sujeito a αi ≥ 0. (4.14)

Desta maneira, chegamos ao problema de otimização convexa descrito por LD e
que pode ser resolvido numericamente sem grandes implicações. Em adição, a solução do
problema deve satisfazer as condições de Karush-Kuhn-Tucker[23] descritas em (4.12), (4.13),
(4.14) e

αi[yi(xi
Tβ + β0)− 1] = 0 ∀i. (4.15)

A partir da equação anterior, podemos extrair as seguintes propriedades

• se αi > 0 então yi(xi
Tβ + β0) = 1, ou seja, xi está na margem;

• se yi(xiTβ + β0) > 1, xi não está na margem e αi = 0;
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Através da Equação (4.15), observamos que o vetor solução β é definido em termos
de uma combinação linear de pontos de suporte xi. A Figura 4.35 apresenta o hiperplano
ótimo sendo que os pontos de suporte são representados pelos 3 pontos em azul. O aspecto
interessante a se observar é que, quando os dados são separáveis, é obtido um hiperplano
ótimo que apresenta máxima margem de separação.

Figura 4.3: Hiperplano Ótimo de Separação e Pontos de Suporte.

Para quaisquer pontos de suporte, podemos obter o valor de β0 através da Equação
(4.15). Assim, o hiperplano ótimo de separação produz uma função f(x) = xT β̂ + β̂0 para a
classificação de novas observações:

Ĝ(x) = sign f̂(x). (4.16)

A solução descrita em termos dos pontos de suporte sugere que o hiperplano ótimo
prioriza tratar os dados mais relevantes. No entanto, é importante observar que, para identi-
ficar os pontos de suporte, a metodologia requer o uso de todas as observações do problema.

Outro aspecto importante a se confirmar é que, diante de problemas em que as clas-
ses podem ser separadas linearmente, a regressão loǵıstica também fornecerá um hiperplano
ótimo de separação. Quando os dados não são separáveis, não existirá uma solução fact́ıvel
para o problema e, desta forma, será necessário ampliar o espaço de dimensões utilizando
as funções baseadas nos produtos inernos kernel, cuja abordagem será discutida adiante.
Entretanto, podem ocorrer situações de excesso de ajustes (overfitting).

5Fonte: Friedman, J., Hastie, T. and Tibshirani, R., The Elements of Statistical Learning, 2001.
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A motivação para resolução do problema de overfitting foi identificada como base
da teoria envolvendo as máquinas de vetores de suporte (SVMs). A metodologia propõe
permitir situações de sobreposição dos dados porém, sua formulação busca minimizar esta
medida. Os conceitos relacionados ao tratamento de dados não separáveis tais como a base
utilizada na construção de fronteiras não lineares são apresentados na seção seguinte.

4.2 Classes Não Separáveis Linearmente

Sejam os dados de entrada do problema definidos através de N pares (xi, yi)
N
i=1,

com xi ∈ R
p e yi ∈ {−1,+1}. Um hiperplano pode ser definido como

x : f(x) = xTβ + β0 = 0, (4.17)

onde ‖β‖ = 1. Uma regra induzida por f(x) é

G(x) = sign [xTβ + β0]. (4.18)

Na seção anterior, observamos que f(x) representa a distância de um ponto x até o
hiperplano f(x) = xTβ+β0 = 0. Considerando o caso separável, podemos obter uma função
f(x) = xTβ+β0 com yif(xi) > 0 ∀i. Ou seja, é posśıvel encontrar um hiperplano que cria a
maior margem de separação entre os pontos de treinamento para as classes 1 e -1 conforme
mostra a Figura 4.4.6

Figura 4.4: Classificação por Vetores de Suporte - Caso Separável.
6Fonte: Friedman, J., Hastie, T. and Tibshirani, R., The Elements of Statistical Learning, 2001.
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O problema de otimização descrito na Equação (4.19) captura este conceito.

max
β,β0,‖β‖=1

C

sujeito a yi(xi
Tβ + β0) ≥ C, i = 1, . . . , N. (4.19)

Na Figura 4.4, a espessura da margem de separação é dada por 2C = 2/‖β‖. Desta
maneira, utilizando a relação C = 1/‖β‖ vamos, por conveniência, reformular o problema
de maximização descrito em (4.19) como um problema de minimização

min
β,β0

‖β‖

sujeito a yi(xi
Tβ + β0) ≥ 1, i = 1, . . . , N. (4.20)

O problema de otimização quadrática com restrições de desigualdade descrito na
Equação (4.20) representa a base conceitual dos vetores de suporte para os casos linearmente
separáveis sendo que a solução foi apresentada na seção anterior.

Vamos agora considerar o caso não separável. Uma maneira de tratar a sobreposição
dos dados continua sendo maximizar ‖C‖ permitindo que alguns deles estejam no lado in-
correto da margem de separação. Vamos então definir algumas variáveis de folga, denotadas
por ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), possibilitando modificar o problema descrito em (4.19):

yi(xi
Tβ + β0), ≥ C − ξi, (4.21)

ou

yi(xi
Tβ + β0), ≥ C(1− ξi), (4.22)

∀i, ξi ≥ 0,
∑N

i=1 ξi ≤ constante. As duas formas conduzem a diferentes soluções sendo que a
segunda escolha representa a abordagem padrão para classificação através do uso dos vetores
de suporte. Sendo assim, adotaremos esta escolha.

Desta maneira, as variáveis de folga ξi medem os desvios dos pontos (xi, yi)
N
i=1 para

a condição ideal de separação das classes. A interpretação para o problema é de que, quando
ξi > 1, o ponto encontra-se no lado incorreto do hiperplano de separação.

Conforme critério adotado para a Equação (4.10) da seção anterior, vamos alterar
a restrição em β definindo C = 1/‖β‖. Desta forma, a Equação (4.20) pode ser escrita na
forma equivalente

min ‖β‖ sujeito a

{

yi(xi
Tβ + β0) ≥ 1− ξi∀i,

ξi ≥ 0,
∑

ξi ≤ constante.
(4.23)
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A Equação (4.23) representa a definição usual para a abordagem de classificação
através dos vetores de suporte considerando o caso não separável. Desta maneira, as variáveis
de folga ξi medem os desvios dos pontos (xi, yi)

N
i=1 para a condição ideal de separação das

classes. A interpretação para o problema é de que, quando ξi > 1, o ponto encontra-se no
lado incorreto do hiperplano de separação conforme ilustra a Figura 4.5.7

Figura 4.5: Classificação por Vetores de Suporte - Caso Não Separável.

Os pontos representados por ξi
∗ encontram-se no lado incorreto de suas margens a

uma quantia ξj
∗ = Cξj. Para os pontos presentes no lado correto de suas margens temos

ξj
∗ = 0. A margem de separação é maximizada sujeita a um total de

∑

ξi ≤ constante.
Desta forma, ξj

∗ corresponde à distância total definida pelos pontos localizados no lado
incorreto de suas margens.

Considerando a Equação (4.23), retornamos ao problema de otimização convexa que,
como também formulado no caso separável, é representado por uma função quadrática com
restrições de desigualdade. Para solução deste problema, vamos utilizar os multiplicadores
de Lagrange. Computacionalmente, é conveniente reescrever (4.23) na forma

min
β,β0

1

2
‖β‖2 + γ

N
∑

i=1

ξi

sujeito a ξi ≥ 0, yi(xi
Tβxi + b) ≥ 1− ξi∀i, (4.24)

7Fonte: Friedman, J., Hastie, T. and Tibshirani, R., The Elements of Statistical Learning, 2001.
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onde γ substitui a constante em (4.23). Para o caso separável, γ =∞. O problema primal
é então descrito através do Lagrangiano

LP =
1

2
‖β‖2 + γ

N
∑

i=1

ξi −
N
∑

i=1

αi [yi(xi
Tβ + β0)− (1− ξi)]−

N
∑

i=1

µiξi. (4.25)

Calculando as respectivas derivadas em relação a β, β0, ξi e igualando os resultados
a zero, obtemos

β =
N
∑

i=1

αiyixi, (4.26)

0 =
N
∑

i=1

αiyi, (4.27)

αi = γ − µi,∀i, (4.28)

onde αi, µi, ξi são todas positivas ∀i.

Substituindo as equações anteriores em (4.25), chegamos ao problema dual

LD =
N
∑

i=1

αi −
1

2

N
∑

i=1

N
∑

i′=1

αiαi′yiyi′xi
Txi′ . (4.29)

A idéia é maximizar LD sujeito a 0 ≤ αi ≤ γ e
∑N

i=1 αiyi = 0. Somada às equações
(4.26), (4.27) e (4.28), as condições de Karush-Kuhn-Tucker também consideram as restrições

αi [yi(xi
Tβ + β0)− (1− ξi)] = 0, (4.30)

µi ξi = 0, (4.31)

yi(xi
Tβ + β0)− (1− ξi) ≥ 0, (4.32)

para i = 1, . . . , N . Juntas, as equações (4.26) a (4.32), são suficientes para caracterizar a
solução, tanto do problema primal quanto do problema dual.

A interpretação para o problema dual é que este permite trabalharmos em um espaço
de dimensão elevada dado que os número de parâmetros ajustados independem do número
de atributos utilizados (dimensão dos dados de entrada do problema).
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A partir da Equação (4.26), observamos que a solução para β possui a forma

β̂ =
N
∑

i=1

α̂i yixi, (4.33)

cujos coeficientes αi, considerando apenas as observações i nos quais as restrições em (4.32)
são satisfeitas, são todos não nulos.

Tais observações são conhecidas como vetores de suporte, pelo fato de que β̂ é
representado unicamente em termos destas observações. Alguns pontos de suporte podem
se localizar exatamente na linha que determina a margem da fronteira (caso em que ξi = 0)
e, portanto, (4.31) e (4.28) serão caracterizadas por 0 ≤ αi ≤ γ. Para as demais observações
(ξi = 0) temos αi = γ. A partir da Equação (4.30), é posśıvel observar que quaisquer pontos
presentes na margem (caso ξi = 0, 0 ≤ αi) podem ser utilizados para a solução de β0.

Tanto expressão dual descrita por LD, quanto a primal descrita por LP são for-
mulações simples de problemas otimização convexa em funções quadráticas. Sendo assim,
podem ser resolvidos numericamente através de técnicas conhecidas[24] sem grandes impli-
cações.

Dadas as soluções β̂ e β̂0, a função de decisão do problema pode ser escrita como

Ĝ(x) = sign [f̂(x)] (4.34)

= sign [xi
Tβ + β0] (4.35)

cuja interpretação está relacionada ao sinal devolvido pela função que representa a equação
da margem de separação, ou seja, f(x) = ±1. A partir deste sinal, é posśıvel identificar
como a observação foi classificada e, desta maneira, avaliar a capacidade de generalização do
modelo.

O parâmetro de ajuste associado à metodologia é representado por γ. Para estimação
do valor ótimo de γ, pode ser utilizada a metodologia de cross-validation[12] cuja abordagem
não será considerada neste trabalho.
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4.2.1 Derivação da SVM para o Problema de Classificação

A metodologia de classificação por vetores de suporte busca resolver o problema
de separação de classes não-lineares através da obtenção de fronteiras lineares em um es-
paço caracteŕıstico de dimensão elevada. Para a realização destas transformações, a técnica
SVM faz o uso de funções baseadas no produto interno kernel, originalmente utilizado por
Aizerman et al.[25], [26]. O produto interno kernel permite a realização de um mapeamento
não-linear do conjunto de dados de entrada para um espaço caracteŕıstico de alta dimensão,
no qual é posśıvel construir o hiperplano ótimo de separação.

Visando assimilar esta idéia, ilustramos um exemplo simples de mapeamento não-
linear dos dados de entrada pertencentes ao espaço original para um espaço caracteŕıstico
conforme Figura 4.6. Para fins de visualização, tanto o espaço original (a) quanto o espaço
caracteŕıstico (b) são supostamente bidimensionais. Entretanto, sabe-se na prática que o
espaço caracteŕıstico possui dimensão muito superior à do espaço original.

Figura 4.6: Exemplo de Mapeamento para o Espaço Caracteŕıstico.

A idéia é ajustar os dados originais xi = (x1, x2, . . . , xN), i = 1, . . . , N de maneira
que estes sejam transformados em entradas do tipo hm(xi) = (h1(xi), h2(xi), . . . , hM(xi)),
m = 1, . . . ,M para um espaço caracteŕıstico onde M >> N .

A partir destas transformações, são obtidas funções não lineares f̂(x) = h(x)T β̂+ β̂0

sendo que o classificador Ĝ(x) = sign(f̂(x)), já apresentado em (4.34), permanece o mesmo.
A abordagem de classificação utilizada nas SVMs é uma extensão desta idéia e será formulada
nos parágrafos seguintes.
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Vamos novamente considerar a Equação (4.25) que descreve o problema dual. Tanto
o problema de otimização quanto a sua solução podem ser representados em termos de
funções h(xi) baseadas em produto interno kernel. Sendo assim, o problema dual (4.29)
pode ser expresso na forma

LD =
N
∑

i=1

αi −
1

2

N
∑

i=1

N
∑

i′=1

αiαi′yiyi′〈h(xi), h(xi′)〉. (4.36)

Considerando a Equação (4.26), a solução de f(x) pode ser expressa como

f(x) = h(x)Tβ + β0

=
N
∑

i=1

αi yi 〈h(x), h(xi)〉+ β0 (4.37)

Novamente, dados os valores de αi, o valor de β0 pode ser determinado resolvendo-se
f(x) = 0 na Equação (4.37) para quaisquer valores xi nos quais 0 < αi < γ. Entretanto, é
necessário especificar os as funções h(x) envolvidas nas equações (4.36) e (4.37). Para tal, é
apenas necessário conhecer as funções kernel

K(x, x′) = 〈h(x), h(x′)〉 (4.38)

responsáveis pelo cálculo dos produtos internos no espaço transformado. Para utilização da
função no modelo de classificação, é necessário que K seja uma função positiva semi-definida.
Os tipos mais comuns de produto interno utilizados nas SVMs são:

• Polinomial : K(x, x′) = (x′
T
x+ 1)

d
(4.39)

• BaseRadial : K(x, x′) = exp(−‖x− x′‖2/2σ2) (4.40)

• Perceptron : K(x, x′) = tanh(k1x
′Tx+ k2) (4.41)

onde os parâmetros d, σ, k1 e k2 podem ser especificados a priori pelo usuário.

Vamos supor uma função kernel polinomial de grau 2 em nosso exemplo, apresentado
na Figura 4.6, com apenas as entradas x1 e x2 no espaço original. Então

K(x, x′) = (x′
T
x+ 1)

2

= (x1x1′ + x2x2′ + 1)2

= 2x1x1′ x2x2′ + (x1x1′)
2 + (x2x2′)

2 + 2x1x1′ + 2x2x2′ + 1. (4.42)
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Desta maneira, podemos expressar a imagem do vetor de entrada x induzido no
espaço caracteŕıstico como

hT (x) = (1, x1
2,
√
2x1x2, x2

2,
√
2x1,

√
2x2)

hT (x′) = (1, x1′
2,
√
2x1′ x2′ , x2′

2,
√
2x1′ ,

√
2x2′)

Portanto, o espaço bidimensional das entradas do nosso exemplo, quando aplicado
a um produto interno kernel do tipo polinomial de grau 2, é mapeado para um espaço
caracteŕıstico de dimensão 6. Podemos então, escrever a representação final da solução,
descrita em (4.37) em termos do produto interno

f̂(x) =
N
∑

i=1

α̂i yiK(x, xi) + β̂0. (4.43)

Resta-nos apenas converter o resultado acima para a abordagem probabiĺıstica uma
vez que o interesse é classificar a amostra de dados em duas classes. Utilizando o classificador
definido por Ĝ(x) = sign(f̂(x)) como nossa função de decisão, obtemos a resposta da SVM
que pode ser interpretada da seguine maneira:

• Se é retornado um valor negativo, o ponto x pertence à classe negativa (-1);

• Se é retornado um valor positivo, o ponto x pertence à classe positiva (+1).

4.3 Aplicação e Resultados

Através desta seção, descreveremos a metodologia empregada na construção dos
modelos de classificação baseados nas SVMs. O processo de familiarização com a técnica
bem como todos os resultados apurados são apresentados.

Para a implementação desta técnica utilizamos uma toolbox de SVM em Matlab
disponibilizada gratuitamente pelo Dr. Gavin Cawley, University of East Anglia[27].

4.3.1 Simulação da Técnica SVM com Dados Fict́ıcios

Uma etapa anterior à modelagem dos dados de entrada, através da técnica SVM,
foi simular diversos modelos de separação com dados arbitrários. Este processo teve grande
importância, uma vez que nos forneceu familiaridade com o algoritmo e com os parâmetros
ajustáveis do modelo. Para a realização das simulações, utilizou-se como produtos internos
kernel as funções de base radial (RBF) e a polinomial. Este processo é descrito em detalhes
nesta seção.
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Inicialmente definimos, arbitrariamente, um exemplo de conjunto de dados no R
2

para utilização da técnica. A Figura 4.7 apresenta estes dados representados por 48 pon-
tos, supostamente classificados como bons e ruins. Para o exemplo em questão, existem
sobreposições de dados e, desta maneira, podemos supor que não sejam separáveis linear-
mente.
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Figura 4.7: Exemplo de Classes Não Separáveis Linearmente.

A idéia inicial foi simular a técnica utilizando, como produto interno kernel, a função
de base radial (RBF). Realizamos 5 simulações, variando-se o parâmetro σ da Equação (4.40).
As margens de separação assim como os vetores de suporte são apresentados na Figura 4.8.
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Exemplo 2: Aprendizagem SVM − RBF(0.01)
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Exemplo 3: Aprendizagem SVM − RBF(0.1)
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Exemplo 4: Aprendizagem SVM − RBF(0.5)

 

 

0 1 2 3 4 5
−4

−2

0

2

4

6

8

10

12
Exemplo 5: Aprendizagem SVM − RBF(1.0)

 

 

Figura 4.8: Exemplos de SVMs Utilizando Funções de Base Radial (RBF).
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A cada simulação realizada, foram coletadas informações referentes ao número de
vetores de suporte assim como as taxas de acerto para cada parâmetro σ variado. Tais
informações são são apresentadas na tabela seguinte.

σ Número de Vetores de Suporte Taxa de Acerto (%)
0.001 46 81.3
0.01 30 93.8
0.1 28 97.9
0.5 35 95.8
1.0 43 97.9

Analogamente, agora utilizando como produto interno kernel a função polinomial,
realizamos 5 simulações variando-se o grau do polinômio d da Equação (4.39). As margens
de separação assim como os vetores de suporte são apresentados na Figura 4.9.
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Exemplo 6: Aprendizagem SVM − Polinomial(1.0)
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Exemplo 7: Aprendizagem SVM − Polinomial(2.0)
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Exemplo 8: Aprendizagem SVM − Polinomial(3.0)
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Figura 4.9: Exemplos SVMs Utilizando Funções Polinomiais.

Novamente realizamos a coleta das informações referentes ao número de vetores de
suporte assim como as taxas de acerto para cada parâmetro d variado. Tais informações são
são apresentadas na tabela seguinte.
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d Número de Vetores de Suporte Taxa de Acerto (%)
1.0 20 97.9
2.0 20 95.8
3.0 20 91.7
4.0 15 97.9
5.0 12 100.0

Aplicando o modelo SVM neste exemplo de problema de classificação identificamos
que, a cada acréscimo nos parâmetros ajustáveis, σ ou d, a técnica busca cada vez mais
encontrar uma fronteira não linear para separação dos dados. No entanto, quanto ao número
de vetores de suporte e às taxas de acerto, identificamos senśıvel melhora porém, não sendo
suficiente identificar uma relação com os valores dos parâmetros. A prinćıpio, observamos
taxa de acerto superior quando utilizadas as funções polinomiais como produtos internos.

Entretanto, temos que considerar que em nosso modelo original existem 14 variáveis
de entrada e portanto, 14 dimensões. Isto nos permite identificar que a aplicação da técnica
em nossos dados reais pode retornar resultados nada similares aos exemplificados. Outro
aspecto importante observado foi o fato de que o algoritmo, principalmente quando adotadas
as funções polinomiais, já apresentava sinais de performance cŕıtica, ainda que com apenas
48 pontos num espaço de entradas bidimensional.

4.3.2 Seleção e Tratamento dos Dados de Inferência

Os processos de coleta e tratamento dos dados de entrada do modelo foram os
mesmos adotados na modelagem com RNAs. Utilizamos as mesmas amostras com dados
normalizados contendo, em cada uma delas, as 14 variáveis de entrada já conhecidas. Os
critérios safra de observação, peŕıodo histórico, performance e escoragem permaneceram os
mesmos.

O único ponto a ser observado é que, em função da performance computacional
já identificada em nossos dados fict́ıcios, adotamos utilizar amostras não mais com 10.000
registros cada, conforme simulações realizadas através dos métodos loǵıstico e neural. Desta
maneira, foram selecionadas aleatóriamente 10 amotras disjuntas e pareadas, agora com
5.000 registros cada. A variável resposta para as 2.500 transações decorrentes de clientes
inadimplentes foram definidas como (-1) e para as 2.500 transações de clientes adimplentes
como (+1).
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4.3.3 Análise dos Resultados do Modelo

Todas as simulações deste estudo foram realizadas utilizando-se um computador
pessoal com processador Intel Centrino Duo de 1,6GHz e 1GB de memória. O tempo médio
apurado para as simulações envolvendo tanto a regressão loǵıstica quanto as redes neurais
foi de aproximadamente 15s. Para a metodologia SVM, lembrando que as simulações foram
realizadas com metade do tamanho das amostras originais, o tempo médio foi de aproxi-
madamente 30 minutos.

Um fato importante a ser observado foi que, considerando os dados de entrada
do modelo proposto, não houve convergência do algoritmo quando utilizamos as funções
polinomiais como produtos internos kernel. Sendo assim, adotamos em nosso estudo somente
as funções de base radial. Desta forma, o passo seguinte foi identificar o parâmetro de ajuste
mais apropriado para a função kernel do modelo. Para tal, realizamos um processo similar
ao realizado nas RNAs multicamada, onde a idéia era encontrar o número apropriado de
neurônios na camada escondida em função do erro apurado em cada simulação.

Desta forma, utilizando os dados de entrada originais e considerando 10 combi-
nações aleatórias de amostras de treino e teste, foram realizadas 10 simulações SVM. A cada
simulação, variamos o valor do parâmetro σ e apuramos os erros médios e desvios das 10
combinações. O erros bem como os desvios, coletados através das matrizes de confusão, são
apresentados na Figura 4.10.
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Figura 4.10: Evolução dos Erros de Classificação - SVM com Função de Base Radial (RBF).
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Analisando a Figura 4.10, identificamos que para o nosso modelo proposto, os erros
de classificação pioram conforme variamos o valor do parâmetro σ da RBF. Sendo assim,
escolhemos trabalhar com uma RBF de parâmetro σ = 0.01.

Desta forma, partimos para o treinamento das SVMs, novamente variando as
amostras de treino e teste, duas a duas. Foram realizadas 10 simulações independentes
e o ponto de corte classificar as transações em boas ou ruins foi agora o valor 0.

Para avaliação da performance do modelo neural multicamada, utilizamos nova-
mente os indicadores apurados através das matrizes de confusão bem como a estat́ıstica KS
e ordenação das classes. A partir das 10 simulações de treinamento e teste, foram apurados os
resultados permitindo obter um valor médio de 76,81% de taxa de acerto. A matriz de con-
fusão referente à simulação cujo erro geral mais se aproximou do valor médio é apresentada
na Figura 4.11.

Figura 4.11: Matriz de Confusão - Modelo SVM com RBF(0.01).

A matriz de confusão da Figura 4.11 apresenta taxa de acerto de 76,84% para o
modelo proposto. Comparando os erros tipo I e II, tivemos erro tipo I maior que o erro tipo
II. É interessante lembrar que, este tipo de comportamento nos erros também ocorreu no
processo de modelagem dos dados utilizando-se uma RNA multicamada com um neurônio na
camada escondida que, conforme mencionado no ińıcio do caṕıtulo, é o tipo de arquitetura
de máquina que mais se aproxima de uma SVM.

Entretanto, vamos confirmar a consistência dos resultados através dos demais indi-
cadores de performance.
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A estat́ıstica KS bem como a curva de ordenação são apresentados na Figura 4.12.

Figura 4.12: Desempenho do Modelo de Classificação SVM com RBF(0.01).

Os indicadores de ordenação e KS também apresentam resultados adequados para o
modelo proposto. Através da taxa de acerto de 76,84% e estat́ıstica KS de 53% confirmamos
desempenho similar aos modelos loǵıstico e RNA camada única.
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Caṕıtulo 5

Conclusões

Neste trabalho estudamos a aplicação de modelos de behavior scoring em um proble-
ma de reconhecimento de padrões com 2 classes distintas. O modelo proposto baseia-se em
classificar transações com cartão de crédito como boas ou ruins, tendo como base o risco de
inadimplência. Foram utilizados como dados de entrada informações sobre o produto cartão
de crédito, sobre as transações, informações comportamentais e cadastrais dos clientes.

A idéia foi comparar o desempenho de três técnicas diferentes de modelagem. Ini-
cialmente foi desenvolvido um modelo utilizando a metodologia de regressão loǵıstica, con-
siderada a mais conhecida. Em seguida, foram desenvolvidos novos modelos a partir das
técnicas de aprendizagem de máquina: redes neurais artificiais, arquiteturas uma camada
e multicamada, e máquina de vetores de suporte utilizando como produto interno kernel a
função de base radial.

O desempenho de cada uma das técnicas foi avaliado em função do poder de dis-
crimação obtido em cada modelo desenvolvido. A partir dos resultados, foram desenvolvidos
indicadores de desempenho de maneira a mensurar o poder de separação das classes. Além
dos indicadores já utilizados pelo mercado, como é o caso das matrizes de confusão e o teste
Kolmogorov-Smirnov, também desenvolvemos um indicador que permite identificar grafica-
mente se existe ordenação adequada dos dados segundo a probabilidade de inadimplência.
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É apresentada na Figura 5.1 uma tabela com os indicadores de desempenho obtidos
em cada uma das técnicas, permitindo realizar a comparação entre elas.

Figura 5.1: Quadro Comparativo - Indicadores de Desempenho.

Analisando os resultados obtidos em todas as técnicas, identificamos melhor de-
sempenho no modelo neural multicamada. A arquitetura escolhida foi a feed-foward com
um neuroônio na camada escondida sendo que foi adotada a função ϕ(z) = tanh(z) para a
camada interna e a função ϕ0(z) = 1/(1 + e−z) para a camada externa. Indicadores como
taxa de acerto de 78,46% e KS de 55% mostram desempenho superior em relação aos ı́ndices
obtidos nos modelos baseados em regressão loǵıstica, rede neural com uma camada e SVM.

Entretanto, dada a nossa proposta inicial de desenvolvimento de um instrumento
eficiente para classificação de padrões, consideramos que todas as metodologias apresen-
taram resultados consistentes. Desta maneira, entendemos que qualquer uma das técnicas
de modelagem pode ser adotada para avaliação de risco de inadimplência, considerando-se o
problema proposto. O que podeŕıamos sugerir ao usuário é que, na escolha do modelo apro-
priado para avaliação de riscos em transações com cartão de crédito, tome-se em consideração
não somente a precisão do modelo mas principalmente a eficiência computacional.
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Considerando os modelos desenvolvidos, observamos eficiência computacional so-
mente nas técnicas de regressão loǵıstica e redes neurais. Na metodologia SVM, identificamos
elevado tempo de processamento exigido, apesar de atingidas as convergências utilizando-se
as funções de base radial. Outro aspecto cŕıtico observado foi a não convergência do algoritmo
quando utilizamos as funções polinomiais para mapeamento do espaço caracteŕıstico.

No entanto, a idéia do estudo não visou o questionamento dos algoritmos ou es-
tratégias de implementação computacional utilizadas. O que se buscou foi uma análise
cŕıtica e pragmática dos algoritmos existentes, de maneira a viabilizar sua aplicação em
novos problemas.

Desta forma, dado o fato de a metodologia SVM forneceu os resultados menos
expressivos para o problema proposto, podeŕıamos apenas sugerir a realização de novas
pesquisas visando refinarmos ainda mais os estudos sobre a metodologia SVM, assim como
comprovar melhores resultados. Apresentamos algumas questões em aberto como posśıveis
extensões deste trabalho:

• Visando minimizar o elevado custo computacional utilizado pelas SVMs para
resolver o problema quadrático de minimização, uma futura proposta seria utilizar as Least
Squares Support Vector Machines (LS-SVMs). As LS-SVMs correspondem a modificações
das SVMs cuja proposta é usar uma função objetivo de mı́nimos quadrados com restrições
de igualdade. O treinamento é realizado resolvendo-se um sistema de equações lineares
ao invés de programação quadrática. Muitos trabalhos já foram realizados utilizando esta
metodologia. Resultados consistentes foram comprovados por Semolini[28] e Carvalho[29].

• Outra possibilidade em termos de menor esforço computacional, seria sugerir a
utilização do algoritmo SVMlight proposto por Joachims[30]. Este algoritmo baseia-se na de-
composição do problema de otimização em uma série de problemas menores, de maneira que
cada pequeno problema possa ser resolvido de maneira mais rápida. Resultados interessantes
podem ser identificados através do trabalho de Semolini[28].

• Visto que, em nossas simulações arbitrárias, conseguimos visualizar melhores
resultados quando utilizamos as funções polinomiais como produtos internos, segue também
como futura proposta a implementação de um algoritmo eficiente para resolução de problemas
desta natureza.

• Entretanto, o fato mais importante a ser questionado ainda decorre do pragma-
tismo existente nos dias de hoje quando problemas desta natureza são resolvidos através
de metodologias baseadas em aprendizado de máquina, como é o caso das redes neurais e
das máquinas de vetores de suporte. Até então, quase não existem estudos viabilizando
interpretar qual é a influência de cada atributo no modelo final.
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Apêndice A

Resultados Regressão Loǵıstica

Para a implementação da metodologia, utilizamos o módulo Enterprise Miner do
aplicativo computacional SAS. A estrutura do modelo é apresentada na Figura A.1.

Figura A.1: Arquitetura do Modelo Loǵıstico Implementado em SAS.

Na Figura A.2 é apresentada uma tabela geral com os resultados das matrizes de
confusão em todas as simulações. Em seguida, são listadas todas as variáveis selecionadas
pelo método stepwise.
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Figura A.2: Indicadores de Desempenho - Regressão Loǵıstica.

Figura A.3: Modelo Loǵıstico 1: Variáveis e Parâmetros Estat́ısticos.
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Figura A.4: Modelo Loǵıstico 2: Variáveis e Parâmetros Estat́ısticos.

Figura A.5: Modelo Loǵıstico 3: Variáveis e Parâmetros Estat́ısticos.
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Figura A.6: Modelo Loǵıstico 4: Variáveis e Parâmetros Estat́ısticos.

Figura A.7: Modelo Loǵıstico 5: Variáveis e Parâmetros Estat́ısticos.
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Figura A.8: Modelo Loǵıstico 6: Variáveis e Parâmetros Estat́ısticos.

Figura A.9: Modelo Loǵıstico 7: Variáveis e Parâmetros Estat́ısticos.
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Figura A.10: Modelo Loǵıstico 8: Variáveis e Parâmetros Estat́ısticos.

Figura A.11: Modelo Loǵıstico 9: Variáveis e Parâmetros Estat́ısticos.
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Figura A.12: Modelo Loǵıstico 10: Variáveis e Parâmetros Estat́ısticos.
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Apêndice B

Resultados Redes Neurais Camada

Única

No Netlab as RNAs de camada única são identificadas como Generalized Linear
Models (GLMs). Sendo assim, o função para criação da rede, utilizando uma GLM, pode
ser utilizada como:

net = glm(qtde entradas, qtde sáıdas, ’função de sáıda)

Neste trabalho, utilizamos 14 variáveis de entrada, 1 variável resposta e a função
loǵıstica como função de sáıda. Desta maneira, a rede foi apresentada como:

net =
type: ’glm’
nin: 14
nout: 1
nwts: 15
outfn: ’logistic’
w1: [14x1 double]
b1: 0.1782

Para treinamento da rede, a sintaxe utilizada foi:

options = foptions;
[net,options]=netopt(net, options, base de entradas, variável resposta, ’função de otimização’);
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O método de otimização escolhido foi o Gradiente Conjugado Escalado (scg). Para
validação do modelo, utilizamos a rede treinada na base de dados de validação utilizando o
comando:

glmfwd(net,base de validação);

A partir desta função, obtemos o vetor de probabilidades com 10.000 registros
associado à variável resposta submetida no modelo. Foram apurados 10 vetores no processo
de validação e calcudados os erros. Os resultados obtidos bem como a performance do modelo
são apresentados através de matrizes de confusão. Na Figura B.1 é apresentada uma tabela
geral com os resultados de todas as matrizes de confusão.

Figura B.1: Indicadores de Desempenho - Rede Neural Camada Única.
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Apêndice C

Resultados Redes Neurais

Multicamada

As RNAs multicamada são identificadas no Netlab como redesMultilayer Perceptrons
(MLPs). A função para criação de uma rede MLP é apresentada abaixo:

net = mlp(qtde entradas, qtde unidades ocultas, qtde sáıdas, ’função de sáıda)

Neste experimento, utilizamos 14 variáveis de entrada, 1 unidade oculta, 1 variável
resposta. Para a camada intermediária, o aplicativo utiliza a função tangente hiperbólica.
Na camada de sáıda, novamente adotamos a função loǵıstica.

A rede é apresentada no Netlab como:

net =
type: ’mlp’
nin: 14
nhidden: 1
nout: 1
nwts: 17
outfn: ’logistic’
w1: [14x1 double]
b1: 0.0566
w2: -0.6519
b2: -1.5349
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Para treinamento da rede:

options = foptions;
[net,options]=netopt(net, options, base de entradas, variável resposta, ’função de otimização’);

Para validação do modelo, utilizamos a rede treinada novamente em nossa base de
validação através agora do comando:

mlpfwd(net,base de validação);

A partir desta função, também obtemos o vetor de probabilidades com 10.000 regis-
tros associado à variável resposta e o processo de validação foi análogo ao adotado na rede
de camada única. Os resultados associados às matrizes de confusão para a rede MLP são
apresentados na Figura C.1.

Figura C.1: Indicadores de Desempenho - Rede Neural Multicamada.
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Apêndice D

Resultados Máquinas de Vetores de

Suporte

Os resultados do experimento foram obtidos através da implementação da técnica
SVM utilizando uma Matlab SVM Toolbox. No entanto, se fez necessária a utilização de um
compilador C++. Adotamos o Borland C/C++ (free command line tools) version 5.5.

Para inicialização do SVM, é necessário escolher o tipo de produto interno kernel
assim como o algoritmo de otimização. Inicialmente são apresentados na Figura D.1 os
resultados obtidos na fase de escolha do parâmetro da função RBF para o modelo SVM
proposto.
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Figura D.1: Variação do Parâmetro σ da RBF para SVM.

Encontrado o parâmetro mais adequado para utilização no modelo, escolhemos o
algoritmo de otimizção e definimos a máquina SVM através da sintaxe:

kernel = rbf(0.01);
C = 1.0;
tutor = smosvctutor;

O passo seguinte foi realizar o treinamento dos dados. A sintaxe para treinamento
das SVMs é apresentada abaixo:

netaux = train(svc, tutor, base de entradas, variável resposta, C, kernel);
netaux = fixduplicates(netaux, base de entradas, variável resposta);
net = strip(netaux);
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Para identificar quais são os vetores de suporte:

sv = getsv(net);

A aplicação dos resultados de treinamento na amostra de teste, obtendo um vetor
com os resultados de f̂(x) e outro com os resultados do classificador Ĝ(x) = sign(f̂(x)):

outputvalue = fwd(net,base de teste);
outputsign = sign(fwd(net,base de teste));

As matrizes de confusão foram obtidas a partir do classificador Ĝ(x) = sign(f̂(x)).
Os erros associados são apresentados na Figura D.2.

Figura D.2: Indicadores de Desempenho - Máquina de Vetores de Suporte.
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